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当今 时 代 ， 改 关 正 宽 看 传统 的 怕 川 范围 向 上 儿 平 所 有 的 人 于 知识 客 域 沥 
透 ， 它 和 其 他 上 是 恤 呆 后 前 活跃 ， 起 来 越 直接 地 为 人 装 物 质 生 产 与 
生 学 提 者 拉 半 众多 机 会 大门 的 饲 匙 . 


法 ， 数 学 技巧 三 位 一 体 ， 构 筑 了 数学 理论 体系 ， 
学 理论 的 基础 ， 是 数学 理论 体系 的 发 端 ， 并 推进 和 提 
更 加 完美 . 
论 框架 的 工具 ， 也 是 分 析 、 判断， 解决 问 是 


需 数 学 技巧 能 引发 ， 开 拓 ， 深 化 学 习 者 思维 ， 训 练 他 们 ， 使 其 具有 丰 - 
ih 


的 是 要 领会 它 的 思 烛 ， 学 担 它 的 方法 ， 它 的 技巧 . 
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如 有 印 装 质 量 问 是 ,请 赃 复 旦 大 学 用 版 梓 发行 部 调换 . 
版 权 所 有 和 盆 权 必 究 


内 容 提 要 


中 书 是 大 学 本 科 生 和 研究 生 学 习 实 分 析 和 泛 函 分 析 的 参考 书 ， 实 分 析 
部 分 在 前 四 章 , 它 围 绕 测 度 和 积分 的 基本 理论 和 方法 展开 ， 内容 包 括 : 集合 
与 关系 、 测度 与 可 测 函 数 , 积分 及 其 性 质 、 微 分 和 不 定 积分 . 证 函 分 析 部 分 
在 后 四 章 ， 它 围绕 点 集 分 析 与 线性 算 子 的 基本 理论 与 方法 展开 , 内 容 包括 
距离 与 点 集 分 析 、 有 界线 性 算 子 、 内 积 空 间 的 几何 、 钱 性 算 子 谱 理 沦 等 , 这 
两 部 分 是 大 学 本 科 生 和 研究 咎 学 习 其 他 数理 学 科 的 重要 理论 基础 ， 书 中 总 
结 了 实 分 析 与 泛 函 分 析 的 主要 悍 沦 与 方法 ， 为 使 学 习 者 提高 用 集合 分 析 的 
办 法 解决 问题 的 能 力 ， 每 节 配 备 了 一 些 例题 和 习题 以 及 习题 解答 与 提示 . 
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10 多 年 前 ,复旦 大 学 数学 科学 学 院 ( 原 数 学 系 和 数学 研究 所 】 几 位 教师 编写 
了 一 套 《大 学 数学 学 习 指 导 》 从 书 . 从 书 出 版 后 颇 受 欢迎 , 不 久 即 告 售 右 . 其 后 ， 
兄弟 院 校 的 同行 和 不 少 青年 学 子 纷纷 来 函 求 购 ， 出 版 社 也 多 次 与 我 们 联系 再 版 事 
宜 , 只 是 作者 们 长 期 承担 着 繁重 的 教学 和 科研 任务 , 无 暇 顾及 修订 工作 . 近年 来 ， 
随 着 学 科 的 发 展 ， 课 程 建设 又 担 上 了 议事 日 程 ， 我 院 一 些 重要 基础 课 的 新 教材 陆 
续 问 必 ， 与 此 同时 ， 不 少 教师 再 次 萌发 了 重新 整理 、 益 结 在 教学 工作 中 积累 起 来 
的 心得 的 意愿 .在 复旦 大学 出 版 社 的 促进 下 ， 推 出 这 套 全 新 的 从 书 也 时 机 成 熟 、 
水 到 渠 成 了 . 

数学 科学 的 发 展 正 处 于 一 个 不 平凡 的 时 期 ， 科 学 技术 的 进步 、 实 践 应 用 的 增 
和 多、 计算 机 的 影响 以 及 数学 科学 自身 的 发 展 大 大 拓 广 了 数学 科学 的 范围 和 领域 . 
在 椒 少 场合 ， 数 学 已 经 从 科学 的 幕后 大 步 跨 上 了 技术 应 用 的 前 人 各， 成 为 打开 众多 
机会 大 门 的 钥匙 ， 这 就 导致 社会 对 其 成 员 数 学 能 力 的 要 求 不 断 提 高 ， 期 望 涌现 出 
园 多 数学 基础 扎实 , 创新 能 力 较 强 、 知 识 面 宽广 , 综合 素质 上 佳 的 数学 人 才 . 相应 
地 ， 数 学 教育 的 目标 ， 也 就 不 仅 在 于 为 学 生 提 供 一 种 专业 知识 的 传授 ， 更 重要 的 
在 于 引导 学 生 掌握 - -种 科学 的 语言 ， 学 到 一 种 理性 思维 的 模式 ， 接 受 包括 演绎 ， 
归纳 、 分 析 和 类 比 等 各 项 数学 素质 的 训练 ,卓有成效 的 数学 训练 将 为 学 生 充分 参 
与 末 来 世界 的 竞争 作 好 准备 . 

数学 的 理论 是 美妙 的 , 引人入胜 ; 数学 的 方法 是 精巧 的 , 丰富 多 彩 ; 但 学 好 数 
学 却 必须 付出 艰辛 的 劳动 ， 在 教学 过 程 中 ， 我 们 经 常 遇 到 这 样 的 学 生 ， 他 们 能 背 
出 一 些 基 本 的 公式 ， 却 做 不 了 略 有 变化 的 演算 ， 他 们 龙 记 住 一 些 基 本 的 定理 ， 孝 
给 不 出 稍 分 层次 的 推理 ， 有些 学 生 依然 留恋 早年 接 爱 的， 为 应 试 教育 而 被 不 恰当 
地 夸大 了 的 “ 题 型 教学 "， 不 理解 这 种 训练 手段 怎么 在 大 学 课堂 里 销声匿迹 了 ， 
这 些 学 和 后 学 习 数 学 的 方法 大 多 较为 稚嫩 ， 他 们 对 数学 知识 只 停留 于 形式 的 理解 ， 
并 未 达到 实质 的 掌握 其实， 与 大 多 数 其 他 学 科 相 比 ， 数 学 能 为 学 生 提 供 更 多 的 
学 习 独 立 思考 的 机 会 ， 在 任何 一 门 数学 课程 的 学 习 过 程 中 ， 起 主导 作用 的 并 非 教 
师 ， 而 是 学 生 ， 学 生 学 习 数 学 的 过 程 应 当 蚌 : -个 再 创造 的 过程 ， 学 生 应 当 按 自己 
的 认识 去 解释 、 分 析 所 学 的 内 容 ， 用 新 的 观点 去 改造 原 有 的 理解 ， 从 而 在 个 人 数 
学 知识 的 库 藏 中 打上 自己 特有 的 烙印 ， 只 有 通过 深入 的 思考 ， 将 暧 收 的 新 知识 有 
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机 好 融入 原 有 知识 结构 中 ， 用 心灵 的 创造 来 体验 数学 ， 对 抽象 的 对 象 建立 起 直观 
的 理解 ， 才 能 喜 正 地 学 好 数学 ， 我 们 希望 这 套 外 书 能 在 方法 上 为 学 生 学 习 数 学 提 
供 有 益 的 惜 监 与 启迪 ， 

虽然 , 学 习 数 学 的 方法 因 人 而 异 . 但 是 , 数学 课程 的 - - 些 基 本 环节 却 是 值得 共 
同 注意 的 ， 首先， 要 学 好 一 门 数学 课程 ， 毋 庸 晋 疑 冰 掌握 它 所 包含 的 最 基本 的 数 
学 思想 ， 这 就 是 说 ， 既 要 深入 理解 有 关 对 象 的 概念 和 性 质 ， 又 必须 把 一 系列 的 定 
义 和 定 理科 学 地 甬 合 在 -起 ， 从 整体 上 把 握 这 个 知识 体系 的 发 端 、 推 进 和 提升 ， 
融会 员 通 地 领悟 贯穿 于 课程 中 的 数学 思想 与 精神 ， 其次， 数学 思想 是 通过 特定 的 
数学 方法 米 实 现 的 ， 每 门 课程 所 蕴含 的 数学 方法 提供 了 构筑 相应 理论 框 染 的 主要 
工具 , 也 提供 了 作出 分 析 .、 判 断 、 转 化 、 求 解 尝 具 体 策略 的 依据 . 从 猜想 的 形成 
分 析 的 展开 ， 到 计算 、 挫 理 的 实施 、 提 炼 、 拓 广 的 升华 ， 数 学 方法 在 解决 问题 的 
过 程 中 处 处 体现 着 自身 的 价值 ， 再次， 每 门 数学 课程 都 有 不 少 特 殊 的 数学 技巧 . 
它们 不 仅 显 示 了 运算 与 论证 的 灵活 性 ， 而 且 是 各 种 成 功 的 数学 方法 所 不 可 缺少 的 
重 旧 因素 . 一 个 有 相当 深度 的 技巧 往往 来 自 丰 富 的 想象 和 敏锐 的 观察 ， 数 学 技巧 
的 介绍 与 训练 ， 对 学 生 思 维 的 引发 、 开 所 和 深化 有 十 分 重要 的 意义 ， 总 之 ， 数 学 
思想 、 数 学 方法 和 数学 技 本 三 位 --- 体 ， 共 同 构 成 了 有 血 有 岗 的 一 门 门 数 学 课程 ， 
因此 ， 委 学 好 数学 ， 也 就 必须 在 领会 思想 、 掌 握 方 法 熟练 技巧 上 老 下 功夫 . 

正 是 基于 上 述 认 识 ， 在 这 套 处 书 中 ， 每 一 册 大 体 包 括 概 念 和 性 质 的 简介 与 提 
要 、 主 要 方法 与 典型 例题 的 分 析 与 讨论 . 同时 ， 述 配置 了 一 定数 莉 的 习题 .希望 
读者 可 参照 这 个 内 容 的 三 部 曲 ， 通 过 对 数学 思想 、 方 法 和 技巧 的 思考 和 消化 ， 把 
解决 数学 问题 的 能 方 提 高 到 -个 新 的 台阶 . 

编写 这 套 处 书 的 作者 们 都 有 丰富 的 教学 经 验 ， 他 们 在 编写 时 还 注意 到 兼顾 读 
者 的 多 种 需要 ， 无 沦 是 学 生 在 学 习 相 应 课程 时 同步 使 用 ， 膛 是 在 学 完 一 门 课 程 后 
作 总 复习 的 参考 ， 拙 或 为 报考 研究 生 而 作 考 前 准备 ， 都 将 从 中 获得 磅 大 的 收获 . 
我 们 也 愿意 借助 这 套 丛书 与 郧 弟 院 校 的 同行 们 作 广 泛 的 教学 交流 . 

复旦 大 学 数学 科学 学 院 将 这 套 从 书 的 编写 列 入 加 强 本 科教 学 工作 的 计划 中 . 
数学 科学 学 院 的 许多 教授 对 如 何 编 好 这 套 从 书 提出 了 一 系列 中 表 的 建议 ， 为 提高 
从 书 质 量 他 井 了 有 利 条 件 . 复旦 大 学 出 版 社 的 范 仁 梅 女 土 对 这 套 从 书 的 策划 和 编 
辑 倾注 了 大 基 的 心血 ， 我 们 对 以 上 诸位 在 此 ~ 并 致 以 诚 垫 的 谢意 . 

限于 水 平 , 这 套 从 书 的 错误 与 缺陷 在 所 难免 , 届 切 地 期 望 广大 读者 不 音 指 下 ， 
希望 通过 作者 导 读者 的 共同 努力 ， 经 日 后 修订 ， 使 这 套 共 书 日 趋 成 熟 . 


复旦 大 学 数学 科学 学 院 
教学 指导 委员 会 
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实 分 析 与 滩 耳 分 析 基 在 数学 和 物理 的 快速 发 展 和 推动 下 而 成 长 起 来 的 数学 学 
科 ， 其 思想 方法 广泛 地 渗透 于 理论 与 应 用 的 各 个 方面 而 获得 丰富 成 果 .， 月 前 高 等 
学 校 的 数学 类 专业 都 设置 了 这 两 门 课 , 学 习 并 千 握 实 分 析 与 泛 函 分 析 的 基本 思想 
方法 将 为 学 习 其 他 数理 学 科 打 好 坚实 的 基础 . 

各 高 校对 这 两 门 课 的 讲授 程度 略 有 差异 ， 但 对 实 分 析 与 证 臣 分 析 的 基本 要 求 
还 是 一 致 的 ， 编 号 本 书 的 目的 就 是 希望 对 学 习 者 理解 与 应 用 这 两 门 学 科 的 理论 在 
方法 上 有 所 帮助 . 

并 年 的 教学 体会 使 编者 深刻 理解 到 ， 部 分 初学 者 对 实 分 析 和 泛 冰 分 析 存 的 
苦难 心理 省 于 这 两 门 课 都 非常 强调 概念 的 重要 性 ， 大 基 的 命题 、 例 子 和 练 习 则 是 
不 同 概念 之 间 联 系 的 桥梁 ,有 的 初学 者 已 养 成 的 习惯 是 用 一 个 或 几 个 公式 解决 相 
间 类 型 晤 目 ， 而 在 基本 概念 上 只 用 少 世 的 时 间 和 精力 去 讨论 甚至 有 人 觉得 只 有 
文科 才 强 调 慨 念 的 重要 性 . 事实 上 ， 所 有 学 科 的 精 彤 是 概念 ， 大 基 的 推理 和 实验 
都 是 在 阅 述 不 同 概 念 之 间 的 联系 或 者 提炼 末 解 决 何 题 中 所 蕴含 的 概念 ,问题 的 解 
扇 程度 与 学 习 者 对 概念 的 理解 程度 是 密切 相关 的 . 有 些 问 题 看 似 困 难 ， 但 学 习 者 
若 能 联系 诸如 数学 分 析 和 复 分 析 、 微 分 方程 和 数值 分 析 、 代 数 和 几何 等 - - 门 或 风 
门 学 科 的 基本 概念 和 理论 及 其 相关 方法 就 能 容易 解决 ， 反 过 来 ， 解 决 好 这 些 问题 
对 学 习 者 理解 实 分 析 和 泛 沙 分 析 在 其 他 学 科 中 的 应 用 也 将 起 到 推动 作用 , 

因此 人 掌 概 概 念 并 理解 概念 在 命题 的 推理 过 程 中 所 起 的 作用 是 学 好 实 分 析 与 证 
函 分 析 乃 持 其 他 学 科 的 关键 ， 要 和 做 到 这 一 点 ， 就 需要 学 习 者 了 解 概念 和 命题 是 为 
解决 什么 问题 而 产生 的 、 这 些 问题 在 数学 和 科学 发 展 史上 所 产生 的 影响 ， 就 需要 
学 习 者 了 解 一 点 数学 忠和 其 他 学 科 史 并 从 这 些 历史 中 汲取 和 营养， 就 需要 学 习 者 演 
算 一 定数 量 的 习题 并 从 大 量 推理 过 程 中 产生 解决 类 似 问题 的 想法 ， 本 书 属于 教学 
辅导 类 的 ， 主 要 是 提供 习题 与 其 解决 方法 的 ， 所 选 的 习题 覆盖 面 广 ， 适 合 不同 程 
度 学 习 者 的 要 求 . 带 星 号 的 习题 有 较 大 难度 ， 其 中 一 些 习 题 将 不 同 数 学 领域 中 的 
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第 1 


其 


集合 与 关系 


学 好 实 分 析 需 要 掌握 两 类 基本 工具 一 类 是 集合 的 各 种 运算 ， 另 一 类 是 数列 
极限 和 级 数 求 和 ， 集 合 运 算 就 像 数 的 四 则 运算 那样 基本 ， 为 现代 数学 不 可 缺少 的 
工具 ， 实 数 系 中 的 数列 和 级 数 在 数学 分 析 中 已 大量 讨论 过 了 ， 其 中 的 天 部 分 理论 
仍 关 用. 本 书 只 是 将 数列 和 级 数 推广 至 广义 实数 系 上 ， 比 如 数列 和 级 数 本 身 的 项 
可 以 联 值 为 无 穷 天 、 这 需要 学 习 者 福 郝 其 中 的 细微 区 别 就 可 以 了 . 


81.1 集合 及 其 运算 


元 素 z 与 集合 关 有 且 只 有 两 种 互 不 的 可 能 性 !: 式 子 x E 六 表示 x 属于 
下 , 即 工 在 天 中 ; 式 子 x 疾 闫 则 表示 ZZ 不 属于 关 , 即 不 在下 中 .以 半 一 了 
赈 示 和 和 是 相等 集合 一 具有 相同 元 素 的 集合 .以 下 是 ~ 些 常用 集合 : 

(1) NN 是 从 0 数 起 的 自然 数 全 体 . 

(2) 乙 是 整数 全 体 ， 称 为 整数 环 ， 其 中 非 负 整数 就 是 自然 数 . 

(3) 2+ 和 了 + 都 表示 正 整 数 全 体 ， 因 此 Z| 二 Ni. 

(4) 2 是 有 理 数 全 体 ， 称 为 有 理 数 域 ， 

(5) 了 是 实数 全 体 ， 称 为 实数 域 或 实 直线 .实数 分 有 理 数 和 无 型 数 . 

(6) C 是 复数 全 体 ， 称 为 复 平面 或 复数 域 ， 复 数 2 都 形 如 2 十 V 一 1y, 其 中 
7 和 Y 是 实数 而 V 一 1 是 型 数 单位 ， 请 注 章 |z| = wz2 十 成, 这 是 非 负 实数 . 


集合 的 表示 元 素 不 多 的 集合 可 用 村 举 法 将 元 索 逐 一 列 出 来 . 如 {0} 屁 单 点 
集 一 仅 含 一 个 元 素 的 集合 ， 自 然 数 集 NN 可 写成 {0, 1, 2,.…… }, 而 整数 环 加 可 写 
成 {0, 士 1, 士 2,….}. 用 枚 举 法 表示 集合 时 ， 元 素 的 排列 不 分 金 后 日 重复 的 元 素 
仅 算 一 个 ， 因 此 {2, 1, 2, 1} 一 {1,2}. 
集合 都 可 用 档 述 法 而 写成 {Z|P(x)} 或 {z : P(z)}, 其 中 三 是 刻画 这 个 
合 元 素 特征 的 一 个 性 质 ， 如 {zx|z 去} 是 实 集 一 不合 任何 元 素 的 集合 ， 这 沁 
为 名 . 又 {z EE 亿 ;|]z| = 1} 是 复 平面 的 单位 辐 周 ， 这 记 为 人 T. 


， 模糊 集合 论 中 元 素 与 模糊 集合 的 关系 远 非 如 此 简单 ， 但 本 书 只 用 经 典 集合 论 ， 


Hamilton 创立 的 四 元 数 体 五 可 描述 如 下 
H= {a+bitcij+dkla,b, c,d eR}, 
它 的 实 线 性 基 可 枚 举 成 {1,1,j, kj}. 


以 民 表示 全 体 实数 与 正和 无穷 大 十 co 和 负 无 穷 大 一 co 所 成 之 梨 ， 称 为 广义 
实数 系 . 像 实数 系 一 样 ， 广义 实数 系 下 也 有 4 类 区 间 , 设 一 oo 所 @ 氢 避 世 十 co， 
规定 以 a 和 5 为 端点 的 4 个 区 间 如 下 

(1) 开 区 间 (oa, 电 = {z € 民 |a < zw < 四 ,这 在 a 二 了 时 是 空 集 . 

(2) 闭 区 间 [a, 引 = {z € 及 |a zx 攻 台 ,这 在 a 二 5 时 是 单 点 集 . 

(3) 左 开 右 闭 区 间 (@, 中 = {xz 及 |a < z 世 里 ,这 在 a 二 4 时 是 空 集 . 

(4) 左 闭 右 开 区 间 a,b) = {2 EE 及 |a 并 < 六 ,这 在 a = 时 是 空 集 . 


子 集 以 ACB 或 BD 4 表示 集合 4 是 集合 BB 的 真子 集 A 的 元 束 都 在 
B 中 但 召 有 元 素 不 在 4 中 . 如 和 NCZCQOCRCCCH, 

以 4CB 或 Bh 家 示 4 是 B 的 于 集 或 电 是 4 的 超 集 A 的 元 素 
都 在 B 中 ， 这 有 且 只 有 两 种 情形 ， 4 CB 或 4= 8B. . 

(1) 空 集 是 任何 集合 的 子 集 ， 名 4. 

{2) 自 反 性 ， 当 4 是 集合 时 ， A SG 4. 

(3) 反 称 性 : 当 4 CB 有 BCA 时 4=8B. 

(4) 传递 性 : 当 4 CBHBCCH 时 ,ACC. 

(5) 上 定向 性 , 当 妇 和 吾 是 集合 时 ， 有 集合 C 使 ACC 有 BSCC. 

(6) 下 定向 性 ， 当 4 和 B 是 集合 时 ， 有 集合 CO 使 A2C 且 B22C. 


请 注意 ，“ 当 ,时 ”也 可 写成 “如 果 '… (或 立 )”. 因此 “ 当 ACB 时 ， 
BB 4” 4 写成 “如 果 妇 CB, 则 BB A”. 下面 回顾 一 些 表 达 式 与 符号 . 

式 子 P 僵 和 表示 当 了 成 立时 ， 外 成 立 ; 而 P 生 Q 则 表示 久 成 立时 ， 卫 
成 立 . 这 两 者 同时 成 立 或 同时 不 成 立时 ， 记 为 P 今 Q. 行文 中 的 “ 当 且 仅 当 ”代表 
“ 充 要 条 件 ”, 其 中 “ 当 ” 代 表 “ 充 分 性 ”而 “ 仅 当 ”代表 “必要 性 ”. 

在 证 明 4 C 时 ， 可 用 这 种 方式 ， 2 EA4 坟 .… 污 EB. 在 证 明 A=B 
时 ， 可 用 这 种 方式 ， ze 4 兮 全 了 E 卫 . 

符号 Y 表示 “对 任意 ”而 3 表示 “在 在 ”或 “有”. 如 4 C B83 可 写成 
vrxEA:zEB, 面 4 CB NS 成 Jx € 4 :x 4g B. 将 命题 改 成 反 命题 时 ， 
应 将 其 中 的 六 改 成 3, 而 将 3 改 成 Y. 如 将 4 = 吾 表示 成 YE4:3E 了 时 
YYyEB:yEA 时 ， 妇 关 B 则 应 家 示 成 35E A:T9gB 或 EB:y¢ 4. 

下 而 用 符号 Y 规定 一 些 集合 { 其 中 每 个 集合 赋予 了 相应 的 名 称 ): 


(1) 整 系 数 多 项 式 环 邓 [z] 二 {7 miv'|n € Nvi < n :a € Z}, 
i=0 

(2) 有 理 系数 多 项 式 环 Q[z] = 们 aiziln € NVi < n: a € Q}, 

(3) 实 系数 多 项 式 环 如 四 = {7 aiviln € NVi < n: a ER 
二 0 


(4) 复 系数 多 项 式 环 Cl = {Yavin €E NVi < n: a eC}. 
3 二 位 
这 些 多 项 式 环 满足 不 等 式 ， Z[z] C QIzx] C 及 [xz] C Clzl. 此 处 的 “不 等 式 ” 不 
再 表示 实数 的 大 小 关系 式 而 表示 和 集合 的 包含 关系 式 ， 以 后 “不 等 式 ” 还 会 用 到 另 
外 - 些 具有 大 小 性 质 的 关系 上 去 . 
有 限 个 集合 的 运算 并 AUB 由 和 妇 与 日 的 所 有 元 素 组 成 ， 交 Am 如 由 所 与 BB 
的 公共 元 素 组 成 、 差 A\ B 由 不 广 于 BB 的 4 中 元 素 组 成 ， 对称 差 
AAB= (A\B}U(B'A. 
零 元 律 ， AUB=A\G= A,ANg— 9g. 
交换 律 ， AUB= BUA, ANMB= BNMA, 4A = BAA. 
结合 律 (AUB}UC= AU(BUO). 
结合 律 ， {ANMmB)NCGC= AN(BNO). 
分 配 律 ， {A\BjNC= (ANO)\ (BNO). 
单调 性 : Ai CAs 且 Bz CB 时， A \ BC As\ Da 
以 后 还 需要 考虑 集 艇 Ai(i E 了 的 并 与 交 等 ， 其 中 每 个 A; 是 以 i 为 下 标的 
集合 而 了 称 为 指标 集 ， 如 (一 00,7](7 E @) 是 以 有 理 数 集 为 指标 集 的 区 间 能 . 
集 敌 的 运算 集 入 4i : iE 了 中 所 有 4i 的 所 有 元 素 组 成 并 
(UA;= UAslz Ee I} :一 {zx|3 E11:rE Ai}, 
3 


如 J{( 一 pp)|p 是 素数 } = 及 , 集 复 的 交 是 
NM Ai=[A hieTt:= {rvieT:re Ai}, 
iEl 


它 由 所 有 A;i 的 公共 元 素 组 成 . 如 门 { {9,9 十 1)|g 是 合 数 } = 名. 
此 处 的 符号 :一 表示 将 右边 的 运算 值 赋 子 左边 的 量 , 如 当 > 二 1 时 ,XY :一 2% 
表示 2 = 2. 这 个 符号 常用 于 编程 ， 本 书 借用 其 功能 . 下面 其 一 些 集 合 运 算 律 : 
蜂 等 律 : U4 二 4, 其 中 了 关 2 且 每 个 措 标 i€ 了 对 应 的 集合 都 是 4. 


条 等 律 ， 门 4= A, 其 中 了 工 关 名 且 每 个 指标 1E 了 对 应 的 集合 都 是 A. 
YE 了 


对 侦 律 (或 De Morgan 律 ): B\ UV Ai = 0 (BA Ai). 
对 侦 律 (或 De Morgan 律 ): B 从 A; = OU 


tE 了 了 


结合 律 ， U4; = U U 4 


YE 了 了 EYE jE 
结合 健 ， 门 本 = 站 站 和 ,其中 T= ,五 
YE 了 jE iED, 


分 配 律 ， BNM(JHAilie 了 = UB nA ie 站 
分 配 律 。 吾 站 人 ( 门 {4iEE 7) =[H{BN A eT}. 
分 配 律 ，([ {Aii ET \B=(HAi\ Blie 中 . 
分 配 律 ， ( 门 {14ilie ID)\B= {Ai\ Blie 7D). 
分 配 律 ， BU({Alie TI)= 门 [DAiE TI). 
分 配 律 ， BU( Ailie 1)=U{BUAili ei}. 
单调 性 ; 设 A; C Bili ED, 则 UAC UB 站 yA; nf B. 


iEI EI 让 了 了 


帮 证 明 集 艇 运算 的 不 等 式 时 ， 需 要 注意 Y 对 应 nm, 而 3 对 应 U. 


例 奎 设 z 是 实数 则 Zz 寡 0 当 且 仅 当 3nEN:ngT<n+1. 据 3 与 U 
的 对 应 关系 ,得 [0, 十 00} = WU [n,n+ 1). 
ntEN 


和 集 和 能 Ai;(i € 了 中 每 个 集合 当成 元 素 时 得 到 的 集合 {A4i|i € 1} 称 为 集 类 一 
以 集合 为 成 员 的 非 空 集合 , 将 A 称 为 这 个 集 类 的 成 员 以 区 别 于 A; 自身 的 元 素 . 
例 2 和 集 类 {[n 一 1,m]lIm € ZB} 的 成 员 是 端点 为 整数 是 长 度 为 1 的 财 区 间 . 

集 类 可 理解 为 集合 的 集合 ， 表 示 集 类 常用 以 下 字体 ; 

ABCDEFOGNHTIKLCMNOPORSTUYWAXY2. 

集 类 .4 中 所 有 成 员 之 并 沁 为 UU 4, 其 中 所 有 成 员 之 交 记 为 门 .4. 
补 集 固定 一 个 集合 基 , 当 A CX 时, 称 玉 \A 为 和 4 在 玉 中 的 和 补 集 或 余 
集 . 这 可 用 4e 来 表示 .如 (0, oo) 在 耻 中 的 补 集 是 (一 00,01. 利用 补 集 可 简 
化 一 些 集合 运算 ， 这 依赖 于 以 下 性 质 (以 下 集合 都 设 为 夸 的 子 集 )， 

(1} A\ B= A\(ANMB)= 4 Be. 

(2 ACBSOBC A SANB:=g. 
(3) 对 但 律 ， (LU{4iEE TD)° = [HA? I eT}. 
(4) 对 偶 律 ， (站 {Aili ee 7)° = A? se 了, 
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称 集合 4 和 B 不 交 是 指 4 门 B = 儿 . 集 驴 A;(i € J) 相 互 不 安 是 指 宇 天 字 
时 4 和 和 A; 不 交 . 符号 | 强调 无 交 并 一 相互 不 交集 艇 的 并 ， 如 


Ute -lnmine 2}=R. 


设 A 是 以 正 整数 nn 为 下 标的 集合 ， 称 ( 4)]22_1 为 集 列 ， 可 简 记 为 (An). 
称 (An) 为 递增 集 列 是 指 A1 C .… C An SS .…. 如 (fm 一 1 可 )92 1 是 递增 
区 间 列 . 称 (4 ) 为 递减 全 列 是 指 A1 了 … 了 An 了 


集 列 的 极限 属于 集 列 (4") 中 无 限 多 项 的 元 素 组 成 上 限 业 
im An = NU 4,,. 


nl mn 
而 属于 集 列 【4 ) 中 某 个 指标 以 后 所 有 集合 的 那 种 元 素 组 成 下 限 业 
lim As= LU) fA. 


中 一 3 T 窟 1 mi 党 兄 


集 列 (4%) 的 上 限 集 和 下 限 集 相 等 时 记 为 jim An. 这 称 为 (An) 的 极限 . 
(1) MN A, cm cm A EU hn 
nn 安 1 及 次 二 


jm (S\ An) = 5\ Lm An; im n (SA An )=S\ lm An. 


) 
(3) (JR 是 (ne 的 子 列 时 ， im An Clim 4 

(和 (Ra)E1 是 (R)E1 的 子 列 时 ， 4is © lm An. 

(5) (A ) 台地 时 记 4= UV, An, 则 ” im A A 称 (A 递增 至 A4. 
(6) (4。 


,)】 递 减 时 , 记 4 = 及 4 则 ,lim An = 4. 称 (A;) 北 减 至 和 4. 


nl 


) (UU m2 递减 区 lim i; { 门 BB) | 递增 至 lim 囊 ,. 
mn 及 一 ee 


Tn 下 一 Go 


(8) 压缩 集 列 保持 总 量 不 变 的 方法 ， 对 于 集 列 (4n), 归纳 地 命 
1 = Al ,Bn = An\ UPU4 1),., 
则 (B;) 是 满足 条 件 U 和 = 二 | Bi :1<1g oo 的 唯一 集 列 ， 


dl 


熟练 掌握 并 应 用 本 节 介 绍 的 集合 运算 律 是 学 好 实 分 析 的 前 所. 
例 3 设 Aon-1 = 上 0, 引 且 hon 二 , 引 则 UU A, = 0.3] 且 | An= 


nm 记 葵 9 


[1,2]. 于 是 fim An=[0,3] 且 lim 4 = [1,2]. 


(2 


6 


6 


例 4 因为 IT<z 气 2 兮 了 各 关 1:1+1An 世祥 2 日 注 意 到 习 与 U 的 关 
系 ， 所 以 《1,2] 为 递增 区 间 列 [1 十 1/n, 匀 :ni 之 1 的 极限 ， 

国 为] xX2 和 Yn>1:17<2 二 1/n 有 目 注 意 到 与 门 的 关系 ， 
所 以 [1,2] 为 递减 区 间 列 《[1,2 十 %-!))22, 的 极限 . 


两 个 元 素 a 与 b 组 成 的 有 序 对 (a, 日 也 是 一 个 元 素 , 它 与 (b, a) 不 必 相 等 . 
请 不 要 将 (a, oj 从 写成 a. 多 个 元 素 组 成 的 有 序 组 (al … , Qn) 也 算 一 个 元 素 ， 
这 个 元 素 的 到 个 分 最 依次 为 Gis Un 


Descartes 积 与 截 口 (一 ) 分 量 依次 在 区 1 ,Xn 中 的 nn 元 组 所 成 的 集合 


TTX = Xi xX- x Ri {ry ,Tn E XI ,Wn E Xn} 

1 二 1 
称 为 Descartes 积 ， 其 中 身 个 n 元 组 (x1,'… ,Zn) 与 ( 妇 ,'… ,Vn)】 相 等 是 指 
它们 的 对 应 分 量 相等 。 x1 = ,Tn = Yn 

如 {2} x {3,4} = {(2,3), (2,4)} 而 {3,4} x {2} = {(3,2),(4,2)}. 可 
见 ， Descartes 积 椒 服从 交换 律 ， 下 面 介绍 Descartes 积 的 运算 律 . 

分 配 律 ， (A\B)xC=(4xO\(BxO. 

分 配 律 。 A x (B\CO=0A x BI\ (AxO. 

分 配 律 ， ([ HAili ET x B=U{A: x BlierT}. 

分 配 律 ，( 门 {AliET) x B=[ {A; x BhielT}. 

分 配 律 ， A x (U{Bili e 7}) =U{Ax Bilie1). 

分 独 律 ， A x (站 {Bili e 1)) = [YA x Bilie 

单调 性 ， Ai CA 日 BiC By 时 Ai1xB S 4 x Bo. 


(=) 当 态 1 ;Xn 同 为 集合 Xx 时 ， 记 有 7 一 也 所 ,其 对 角 线 为 集合 
diag X” = {xr EX"|g1 一 … = Ln}. 


Descartes 和 ZY 中 元 素 是 格 点 一 其 坐标 分 量 都 是 整数 ， Descartes 积 2” 
中 元 素 是 有 理 点 一 其 坐标 分 量 都 是 有 理 数 . 

指数 律 ， 当 天 和 1? 是 正 整 数 时 ， XE x KX! XEtLH (XY 一 

(三 ) 当 z = (zijisr 时 ， 称 zi 是 x 的 第 i 坐标 分 量 ， 如 (3,2,1) 的 第 一 
个 坐标 分 量 是 3, 第 二 个 坐标 分 量 是 2, 第 三 个 坐标 分 量 是 1. 命 


| X; 一 {ri)rer| vi Ee 了 Xi 二 Xi;}, 
YE 


这 称 为 集 笠 Xi(i € 站 的 Descartes 积 . 它 在 Xi 同 为 筷 时 记 为 丑 工 


(四 } 子 集 G CxY 在 a EX 六 处 截 日 Ga 和 在 bEYY 处 截 口 Ge 为 
Ga = {ye Yl(a,) € GO}, 
GO = {re Xlz,b) eGo}. 


如 设 G = 羽 X 忆 . 当 xE 忆 时 ，Gs = F; 否则 ，Gs := 儿 . 当 YEF 时 ， 
GY = 五 ; 否则 ， Gy = 2. 
(1) 截 口 保持 单调 性 ， CSG 古 汪 Cr CH,GY CHY, 
(2) 截 口 保持 并 运算 (UV 62s = UG i)z, ( (UG) =U vy (Giyy. 
3? 


(3) 截 口 保持 交 运 算 ，【〔 门 Gajz = 门 (G， | GY = (| (Ga)Y, 
ieI ieI ie! 0 


(4) 截 口 保 持 差 运 算 ， (G\ HD)s = Gs \ Hs,(G\ HY = GY\ HY, 
(5) 若 GNBH= 名 则 GyNH.=g 有 GNHY=g 


设 了 CC x 合 每 个 E 生 处 的 截 口 志 只 含 一 点 f(x), 称 下 为 映 
射 了 了 : 访 一 YY 的 图像 并 记 为 gr， 因此 gr 了 = {(x, 了 (x))|lx € XX}. 记 
dom = 入 ,这 称 为 了 的 定义 域 ， 映 射 与 其 图 像 相互 唯 一 确定 ， 映射 广 , 疡 : 
关 一 Y 相等 是 措 gf 用 = gr 扩 . 换言之 ，X EX 时 ， 丘 (x) = p(x). 


像 集 与 原 像 集 设 f : XX 一 了 是 映射 

(对 于 如 CY, 命 广 1(B) = {z € XX|f(x) E 5B}, 这 称 为 BB 在 
映射 了 下 的 原 像 . 如 广 I(O) = 名 且 了 1( 了 YD) = X， 对 于 A C XX, 命 
1(4) = {f(z)|z € A}( 即 {yl3x € 和 4:y = 了 (7X)}), 这 称 为 4 在 映射 了 下 的 
像 如 了 (多) = 条. 记 ran 了 二 了 (X), 这 是 f 的 值 域 . 

(1) 像 集 保持 单调 人 性， 41 & 43 地 (A1) CE f(A42). 

{2) 像 集 保持 并 运算 :ff (Uy Ai) = U f(Ai). 


[3) 原 像 保持 单调 性 ， Bi C Bo = -1(B1) C fi(B). 
(4) 原 像 保持 并 运算 ， 六 (U Bi) = UD 1(B;). 


(5) 原 像 保持 交 运 算 ， NB = 从 六 1(B,). 


) 
) 
(6) 原 休 保 持 差 过 算 ， -1B \ Bo) = f71(B1) \ f° (Ba). 
(7) 原 像 保 持 补 运算 ， /1(B*) = /1(BY*. 
(8) f(A) C B 当 且 仅 当 4 C171(B). 
(二 ) 设 名 = 了 (zo), 称 是 zo 在 了 下 的 像 或 了 在 zo 处 的 值 ; 而 zo 是 
如 在 了 下 的 一 个 原 像 或 是 方程 fx) = yo 的 一 个 解 . 

每 个 y E YY 至 多 有 -- 个 原 估 时 ， 称 f 是 单 射 . 这 等 价 于 了 [x;) = 了 (x2) 
时 ， zl 二 22， 常用 的 单 射 有 色 合 映射 7 : A 一 六 ,其 中 久 关 A4C 芝 上 且 总 有 
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n(z) = 了. 在 单 射 了 :到 一 了 下 , 将 zz 与 了 2) 等 同 后 可 将 站 视 为 了 的 子 
集 ， 这 是 表示 论 的 原始 想法 

每 个 y EY 至 少 有 - -个 原 像 ( 即 有 2 E 三 使 FIzZ) = 切 时 , 称 耻 是 注射 . 
命 idx(zZ] = Zz, 得 恒 等 映 射 tdx :大 一天, 它 是 双 射 一 荐 单 又 满 的 映射 ， 其 
图 像 是 天 x 的 对 角 线 diag 三 ”2， 恒 等 映 射 是 4 二 了 时 的 包含 映射 mn. 在 无 
混 清 时 ， idx 可 记 为 这 , 在 第 六 章 也 记 为 了 :六 一 关 . 

若 有 双 射 耻 : 不 全 于, 则 在 某 种 意义 万 可 等 同 于 

WN 4)EN f(A), 其 中 等 号 惜 对 当 且 仅 当 了 是 单 射 ? 


(2) f(A1] \ f(A2) C f(A1\ 42), 其 中 等 号 恒 对 当 且 仅 当 f 是 单身 
(3) 4 C 了-1{f(A)), 其 中 等 号 借 对 当日 仅 当 了 是 单 射 
(4) f(f-1(B)) C B, 其 中 等 号 恒 对 当 且 仅 当 了 是 满 射 
下 面 的 例子 是 用 原 像 这 个 概念 讨论 截 口 . 
他 5 固定 a E 七 , 命 malY) = {a 切 ,得 单 射 me : YY 一 着 x 了 使 截 n 
Gs 一 fo) 固定 5E YY, 命 炉 (2) = (zz 四 这 得 单 射 仿 :一 症 xY 
使 截 口 G? = (总 )-1(G). 因此 截 口 的 运算 律 可 由 原 像 的 运算 律 而 得 到 . 
取 值 为 数 或 广义 实数 的 映射 也 称 为 函数 ， 下 面 用 集合 分 析 的 方法 讨论 睛 数列 
的 收 化 性 ， 对 于 旺 数 9,h : 于 一 到, 作 集合 
(g <h)= {rE Xlg(r) < he)}, 
(g = {re XIg(r) < hr)}. 
对 于 贸 的 子 集 E 命 E(9g< 科 = EN(lg<hD) 及 Eg <h)= EN(<h). 
定理 1 设 有 非 空 集合 关 和 函数 列 上 所， ,万 与 区 的 子 和 Y. 
人) (ff) 的 收 侣 域 是 人 JU NM dk- < 有 


二] 1 7 


(2) (fi) 政子 的 z 全体 是 站 Us 一 用 < 站 


1 m1 nm 


(3) 在 上，《 玉 ) 一 致 收敛 当 且 仅 当 有 递增 正 整 数列 【rak) 使 
1 
Y=N MN Yh- fl< i) 
于 1 PD, 


(4) 在 了 上，(f) 一 致 收敛 于 7 时 且 仅 当 有 光 丧 下 玫 数 到 (mx) 使 
Y= N 门 Ylfn ~ fi < 站 


不 闵 1 a 


25 恒 ”表示 每 个 4i 都 是 X 的 任意 竺 集 ， 这 在 (2)-(4) 中 也 一 样 . 


习题 
练习 1 证 明 ， 4 C B 当 且 仪 当 A\ B= 儿 当 目 仅 当 ANmB = 有 4 当 且 仅 当 
AUB=B. 
练习 2 证 明 有 m 个 元 素 的 集合 有 2" 个 地 集 
练习 3 用 符号 YY 与 了 3 表示 ACB 和 C&D. 
练习 4 试用 集合 的 差 运 算 表示 两 个 集合 的 交 运 算 . 


练习 5 证 明 (1) AUB= (ANB)U(AAB). 
(2) AAB = (4AU B}\ (ANB). 


练习 6 证 明 (1) (A\B)\C=A4\(BUO). 
(2) 4\B=A\(4NB)= ANBr, 其 中 4 与 B 是 贸 的 子 集 . 


练习 7 证 明 ， 上 (UB JA(U FR)E Ul (EAFR). 
(NB )A( 间 本 c UaAR) 


(3) BeAFe = AR 此 处 将 巨 和 玉 视 为 区 的 子 集 
(4) (BTA Eo)A(R \ Fa) C (Bi A) 时 | (E2AF). 


练习 8 下 明 本 节 中 集合 运算 的 对 侦 律 ( 即 De Morgan 律 ). 
练习 9 求 开 区 间 列 4An = (0,n 9) ) :mm = 1,2,… 的 下 限 集 与 上 限 集 . 


] 
练习 10 求 区 间 列 (An = [0, 工 十 (CD 了 fi 的 上 限 集 与 下 限 集 


练习 11 设 集 列 (En) 递增 至 五 而 集 列 (有 ) 递增 至 局, 证 明 集 列 (Ew 门 PP) 
递增 至 五 门 五 . 


练习 12 设 递增 集 列 (4 ]22_0 的 极限 为 4 且 Ao = 2, 递减 集 列 (Bn) 的 极 
限 是 B. 求 由 (4 \ 4n-0) 和 日 (Bw Bat)UB. 


练习 13 设 4, B 和 C 是 三 个 集合 ， 证 明 ， 
由 4=(dncudNcCh 
(2) AUC= BUC 当 且 仅 当 4\C=B\C. 
(3) A4NnC= BNC 当 且 仅 当 C\A=C\B. 
(4) 4AC = BAC 当 目 仅 当 4=8B. 
(5) A = B 当 目 仅 当 (2) 和 (3) 的 条 件 都 成 立 . 


10 
练习 14 证 明 们 (4; x Bi) = (人 Ai) x ( 门 Bi). 
YE iET $eET 
练习 15 证 明 4xB= ||({a}xB)= | (4x {5}). 
re “ ben 


练习 16 请 骨 校 举 法 表示 小 写 英 文字 侠 所 成 的 集合 . 
练习 17 设 了 :多 | 一 @ 是 双 射 求 下 有 限 集 lim (R\{f(n))). 


练习 18 映射 上: 2 一 他 使 每 个 有 理 数 有 无 限 个 原 像 , 求 ln (R\ {fn)}). 


练习 19 试 证 明定 理 1. 


- - 些 元 素 对 (ZX, 2 构成 的 集合 六 称 为 - 个 关系 ， 王 时 记 2Ry. 如 命 


它 反 饼 了 实数 的 大 小 关系 : 了 2 < y 会 8， 关系 也 可 用 一 些 符号 来 代替 ， 如 
TESYT~Y 或 I <Yy 等 . 

现在 设 如 是 集合 区 上 的 一 个 关系 ， 这 即 呈 C XX 六 . 

(1) 称 鼠 具有 自 反 性 是 指 ， x EX 时 ，zRz. 

(2) 称 召 具有 对 称 性 是 指 ， XRy 时 ，y Rx. 

{3) 称 民有 具有 传递 性 是 指 : zxRy 且 yRz 时 ， ZzRz. 

(4) 称 召 具有 反 称 性 尼 指 : ZE 用 yRz 时 ，T 二 


等 价 关系 与 划分 集合 X 上 共有 自 反 性 、 对 称 性 和 传递 性 的 关系 民 称 为 等 价 关 
系 . 当 IRy 时 ,， 记 ZX~y 称 zx 与 9 等 价 . 

(1) 与 等 价 的 元 素 全 体 [x] 称 为 x 所 在 的 等 价 类 : [zj = {y E Xly ~ 区}. 
等 价 元 素 所 在 的 等 价 类 相同 ， 不 等 价 元 素 所 在 的 等 价 类 不 相交 . 

(2) 等 价 关系 ~ 的 商业 {f[zjjzr E 成 } 记 为 了/ 疏 或 总 . 命 7(z) = [zw], 得 
自然 射影 或 商 映射 Tr : 三 一半 使 站 zl1] 一 T(z2) 当 且 仅 当 Xi ~ 2. 

(3) 每 个 映射 / : 和 一 了 都 按 等 值 方式 诱导 苹 上 一 个 等 价 关 系 ~ 使 
ZT1 信 Ya 表示 /zl) = za) 


(4) 等 价 关系 ~ 确定 的 互 异 等 价 类 全 体 记 为 zi : iE J 则 关 = Ux]. 
iEJ 
- 般 地 ， 当 集 类 到 中 成 员 都 非 空 且 相 卫 不 交 而 使 关 = 二 DP 时 , 称 人 是 外 的 
一 个 划分 . 如 Ta 一 1;m]|n & 名} 是 及 的 一 个 划分 ， 
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(5) 集合 全 上 的 关系 召 是 个 等 价 关 系 当 且 仅 当 大 有 唯一 划分 {Xi|i € 了 } 
使 wRy 表示 2 与 了 在 同一 个 芒 ; 中 ， 此 时 ， 每 个 等 价 类 恰好 是 某 个 Zi. 


设 刀 与 刀 是 久 的 划分 使 吕 的 成 员 4 都 有 划分 {BE DIB C 4}, 称 
D' 是 了 的 细 分 并 记 为 DD < D'. 细 分 有 以 下 性 质 ; 

自 反 性 ， D < D. 

反 称 性 ，DD<D' 且 DPD’ < 人 DD 时 ，D=D'. 

传递 性 ，DD<D' 生 PD’'<D” 时 DD<P'. 

定向 性 ，D 与 D 有 组 分 DVD' := {ANBlAED,BeD'}\ {2}. 


例 1 设 入- 表示 平面 三 角形 ， 其 全 体面 至 少 有 以 下 3 个 等 价 关 藉 : 
(Al ~1 和 > 表示 Al 与 As 相似 . 
(2) Al ~ A2 表示 Al 与 As 面积 相等 . 
(3) Ai ~s A2 表示 Al 与 As 周 长 相 等 . 


等 价 关 系 的 思想 是 将 具有 相同 性 质 的 元 素 归 为 一 类 . 这 体现 了 物 以 类 聚 、 人 
以 群 分 的 原始 观念 . 


映射 与 其 运算 映射 也 称 为 对 应 关系 ， 获 得 映射 有 以 下 基本 方法 ， 

(一 ) 映射 :下 一 与 映射 9:Y 一 也 的 重合 9of :和 也 将 区 和 着 
肌 宇 9{ 了 (x). 可 将 9o f 侧记 为 gf. 复合 不 满足 交换 律 . 

(1) 复合 满足 结合 律 : (gh = 9g(fh). 

(2) 恒 竺 岂 射 着 复合 的 单位 元 fidx=idy f=/f. 

(3) 映射 了 是 单 射 当 上 且 仅 当 满足 fh1 = fhz 的 映射 hl 和 hz 相等 . 

(4) 映射 了 是 满 射 当 和 是 仅 当 满 足 gj = g2f 的 映射 9 和 g2 相等 . 

(5) 单 射 :外 一 与 单 射 g :YY -一 2Z 的 复合 gf: 评 一 2Z 是 单 射 . 

(6) 满 射 了 :对 一 了 与 满 射 9 :了 一 了 的 复合 9f : 下 一 2 是 满 射 . 

(二 ) 映射 了 :天 一 荆 是 9g :4 一 吾 的 一 个 延 拓 或 9 为 了 的 限制 是 指 
及 CX 及 BCY 有 利 对 于 xX &€ 4 成 立 9fz) = f(z). 此 时 grg CC grjf, 可 记 
为 了 CG 站 延 拓也 称 为 扩 介 .在 B= 时, 记 g = f|4. 

如 函数 (x 性 |zh 是 函数 [0,1] 3 x 己 xz 在 了 下 上 一 个 连续 延 拓 . 

(三 )- 艇 映射 无: 六 ;一 了 (i € 了 中 任何 两 个 在 其 公共 定义 域 上 取 值 相等 
了 时， 这 簇 鼎 射 可 竺 接 成 一 个 映射 了 : UX— 局 于 使 了 在 每 个 半 : 上 与 到 


取 值 相等 .此 时 gr f = U gr fi, 记 f= U fi 
将 一 仍 本 数 条 按 起 来 就 是 分 下 定义 函数 -” 
Iz| = {2:2 人 0z:2 0}, 


12 


这 是 两 个 盟 数 的 竺 接 . 又 如 数学 分 析 介 绍 的 Riemann 函数 
1 q . 
Ra) { 2 是 凤 约 分 数 ,p 之 1， 
0 Zz 是 无 理 数 ， 
{ 四 ) 一 艇 现 射 疡 : 和 一 (i & 站 的 Descartes 积 II i: [X= 


?ET 了 


I Y 将 {zijher 映射 六 {fi{ZXi)jier，-- 簇 映 射 hi : 并 一世 (i E 卫 的 约 化 积 
ai 
:一 县 将 工 映射 至 (hi(z) ier. 


(五 ) 没入 是 映射 了 : 万 一 了 按 等 值 方式 在 瑟 上 诱导 的 等 价 关系 , 则 了 诱 
导 了 -个 映射 耻 : 汪 一 了 使 六 zj 一 f(z), 它 是 满足 复合 映射 方程 for = 了 
的 唯 -- 解 ， 进 而 ， 了 是 单 射 ， 它 是 双 射 当 且 仅 当 了 是 满 射 

(六 ) 设 筷 和 了 各 有 等 价 关系 而 虹 射 了: 外 一 了 保持 等 价 关系 ，ZX1 ~ z2 
时 ， 了 了 (z1) ~ f(z2). 命 A([2]) = [f(z)], 则 诱导 映射 上: 了 一 站 是 满足 方程 
fr = Tf 的 唯一 映射 其中: 蔷 一 芋 和 7 了 :YY 一 站 是 自然 投影 . 

( 巧 设 WCXXxY 而 了 :W 一 2 是 映射 截 口 Wi 不 空 时 ， 有 截 品 
记 :Wa 一 2 使 (六 = 了 f(a, 办. 这 也 记 为 f(a,-), 其 中 :代表 自 变量 ， 截 口 
W? 不 空 时 ， 有 截 口 六: W? 一 Z 使 六 (Z) = f(z, 了 ), 这 志 记 为 ,有 晤 . 

( 八 ) 映射 了 : 下 一 是 双 射 当 且 仪 当 它 可 北 一 存在 9, 玉 :了 一 互 使 
gf 二 idx 了 fh =idy. 此 时 9g 二 hh, 记 为 11, 称 之 为 了 的 谤 映射 

(1) 恒 等 映 射 idx : 羡 一 羡 可 道生 idx = idx. 

(2) 双 射 了 : 天 一 了 的 道上 映射 1! :了 一 六 是 双 射 且 (f/-1)-! = 了. 

(3) 双 射 了 : 革 一 了 与 双 射 9 :了 一 2 的 复合 9 :和 一 各 是 双 射 ， 其 
道 映 射 为 (gf)-! = 六 19-!( 请 注意 次 序 的 变化 )， 

(4) 设 所 : XX 一 (i € 了 是- 艇 映射 使 集 比 XXi(i & 了 相互 不 交 目 集 
和 失 (i € 也 也 相互 不 交 ， 则 竺 接 同志 是 双 射 当量 仅 当 每 个 访 是 双 射 ， 此 时 
Uf)1l=UI. 

(5) 设 刻 : 读 : 一 卫 (i E 卫 是 一 第 爱 射 , 则 Descartes 积 I 所: XX; 一 


YE 了 站 了 
I Y 许 双 射 当 且 仅 当 每 个 方 是 双 射 ， 此 时 
+ 
(II fF)! 一 II frl. 


少数 的 道 映射 亿 称 为 反 函 数 , 如 指数 函数 exp : 民 一 (0, 十 00) 与 对 数 函 数 
In: (0, 十 00) 一 联 互 为 反 丽 数 . 
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例 2 个 了 = exp(2rv 一 1), 这 得 满 射 了 : 下 一 下 在 上 诱导 的 等 价 
关系 下 ， 2 从 Y 当 且 仅 当 了 工 一 y E 双 . 商 集 了 及/ ~ 记 为 及 /ZZ， 则 有 双 射 
了 :有 R/Z 一 了 T,[ 司 exp(2xV 一 1t). 因此 可 将 了 与 商 集 了 下/Z 同一 起 来 . 


一 些 简 单 的 两 数 也 可 以 反映 集合 的 大 小 ， 下 面 就 讨论 这 类 汕 数 . 


特征 函数 固定 非 空 集合 元 . 对 于 二 的 于 和 集 4A, 车 XE 4 命 Xatz) 二 1; 若 
ZEXAA4, 命 X4(z) = 0. 这 样 得 到 的 函数 X4 为 4 的 特征 函数 . 

如 实数 系 耿 的 子 集 (0, +ceo)] 与 [0, +cc) 的 特征 函数 分 别 记 为 由 (zz) 与 
0(x), 称 为 Heaviside 函数 .它们 是 递增 函数 昌 仅 在 0 不 连续 ， 8 在 0 右 连 续 
有 其 左 方 跳跃 度 为 1, 页 在 0 左 连 续 日 其 右 方 跳跃 度 为 1. 

人) ACBOXAEXAB HABA = XB — XA 

(2) A=BS AAB= 82S XA = XB. 

(3) XAuB = XaA+XB— XAXB; 而 XanB5 = XAXB. 

(4) XA\B = XAll — XB), 而 XaAan = |Xa — XBl|. 

(5) A = U Ai 兮 Xafz) = max xa. (7). 


(6) A4 = 用 生命 X4() 一 区 Xitz) 会 X4(z) 一 了 X4i (2)， 
(7 ACc U4 人 Xa 部 Xa 而 4= 出入 “A= Da 
(8) 4 = Hl 4A; 时 ， Xalz) = 也 XA (zi)， 其 中 z= (eic 
(9) GE x xY 时 XG(z)Y) = XGe(Y) = Xor(T). 
利用 子 集 的 特征 画 数 可 证 明 一 些 集 侣 不 等 式 ， 这 见 下 例 ， 
例 3 设 4,8,C 都 是 上 的 子 集 ， 则 
[Xa — xcl sg |xa ~ xa| + |xa — xcl- 
据 上 上面 的 (4 和 (7 知 ， 4ACSE (AAB)U (BAOC). 


顺序 关系 集合 入 上 满足 自 反 性 、 反 称 性 和 传递 性 的 关系 民 称 为 一 个 偏 序 ， 当 
IRy 时 ,， 记 工 二 yy 或 V 守 2 读 成 x 在 yg 前 和 在 % 后 . 称 ( 久 ,二 ) 为 一 个 
偏 序 集 ， 这 可 简 记 为 起 , 以 x yy 表示 xX <Xy 且 XT 关 奶 而 2X>y 即 y < 区 . 

(1) 称 闵 为 定向 集 尾 指 X,Yy EE 羡 时 ， 有 ZE 使 zzZ 且 YY <%, 

(分 称 xz 和 满足 三 岐 性 是 指 2 92 = 二 YX > Y 这 二 者 必 居 其 -- 

(3) 称 革 为 全 序 集 或 链 是 指 任何 X,Y E 壮 满足 三 岐 性 . 

全 序 集 是 定向 集 ， 反 之 不 然 ， 如 集合 六 的 短 集 2* ( 即 X 的 子 集 全 体 ) 按 包 
会 关系 C 成 为 一 个 定向 集 . 但 当 已 有 至 少 有 两 个 元 素 a,b 时 ， 2 不 是 全 序 
集 ， 因 为 {a} 与 {8j} 没有 包含 关系 . 


14 
例 生 汉字 全 体 按 字典 顺序 一 汉字 在 字典 的 查阅 顺序 成 为 全 序 集 ， 


在 全 序 集 (型 , 乞 ) 中 ， 非 负 实数 都 是 【一 co,0] 的 上 界 , 而 0 是 其 最 大 值 ; 整 
数 环 名 既 没有 上 界 也 没有 下 界 . 这 些 概念 可 推广 至 偏 序 集 上 去 . 


上 界 与 极 大 元 设 4 是 偏 序 集 (XX, <) 的 非 空子 集 . 

(1) 称 bE 芝 为 妇 4 的 一 个 上 界 是 指 任 何人 x 二 妇 满足 x 二 .进而 当 bE 有 A 
时 ， 称 已 蚌 4 的 最 大 元 . 这 记 为 max 44. 称 cE 4 为 4 的 一 个 极 大 元 是 指 没 
有 Zw 所 丰满 足 c=< 工 . 

(2) 称 a & 芝 为 丰 的 一 个 下 界 是 指 杜 何 XE 和 满足 x 守 a. 进而 当 a€ 有 4 
时 ， 称 a 是 4 的 最 小 元 . 这 记 为 min A. 称 c E€ 4 为 4 的 -- 个 极 小 元 是 指 没 
有 TEA 满 是 工 二 c. 

{3) 有 限 全 序 集 {ZX1,… ,za 必 有 最 大 元 与 最 小 元 . 


例 5 从 六 的 非 空 子 集 到 站 的 映射 全 体 时 = {了 :A 一 了 名 天 有 CX } 按 
征 拓 关系 所 成 为 一 个 偏 序 集 ， 自 反 性 (fC 万 、 反 称 性 (如果 gf 且 f 9 
则 了 = 9) 与 传递 性 (如果 9gE 了 县 了 SG 玉 则 子 S 有 

没 瑟 是 2M 的 定向 子 集 广 , 训 ER 时 ,有 EEB 使 信和 fj2Cf. 因 
此 六 和 访 在 其 公共 定义 域 芋 取 值 相 等 ,从 和 五 可 莫 戌 -- 个 映射 名 : Lo 一 六. 
这 个 映射 如 自 然 是 五 的 一 个 上 界 . 

进而 当 苦 和 了 是 数 域 及 上 线性 空间 而 吾 中 映射 痢 是 线性 映射 时 ， 万 黏 
成 的 映射 名 也 是 线性 的 . 为 此 任 取 Zz1,X2 E Lo, 则 有 请 EE 使 zi EE dom 下 
日 folzi) = (zi). 取 JE 避 使 Sf 有 jcj 则 zi & domf 且 
fil(zi) = 六 zi 当 oi € KR 时, 

Q1T1 二 qar2 Edomf Cio 


folari+ oar2) = flaiT1 + 0272) 
=aif (x1) + a2f (x2) = 1folz1) + ao fo{ra). 


可 见 Lo 是 线性 子 空间 而 fi0 是 线性 映射 ， 
为 确立 一 个 偏 序 集 匙 否 有 极 大 (小) 元 ， 我 们 常 借 助 于 以 下 Zorn 引 理 . 
引 理 (Zorn) 每 个 全 序 子 集 都 有 上 (下) 界 的 偏 序 集 有 极 大 (小 ) 元 . 
以 下 例子 是 Zorn 引 理 的 应 用 ， 它 与 81.3 中 势 的 三 岐 性 表达 了 - -个 意思 ， 
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例 6 设 集 合 天 和 非 空 ， 则 要 么 从 站 至 有 个 单 射 ， 训 么 从 站 至 外 有 
个 单 射 为 此 , 将 天 的 非 空 子 集 到 Y 的 单 射 全 体 记 为 下. 取 aeE 开 及 bEY, 
命 f(a) = b. 这 得 单 射 了 : {ej 一 站 . 因此 玉 不 空 . 

在 延 拓 关系 下 ， 下 是 偏 序 集 ， 任 取 已 的 全 序 子 集 五 , 当 ,fo € EE 时 ， 
可 设 做 Cfo, 于 是 用 与 记 在 公共 定义 域 dom fi 上 取 值 相等 ,因此 玉 可 黏 
成 一 个 映射 9 : 吕 一 了 ,如果 9{01) = g(a2), 则 有 fi EB 使 a, 在 开 的 定义 
域 中 . 无 妨 设 记 是 广 的 延 拓 ， 则 g(a4) 二 所 (4;), 交 al 二 42. 因此 g 是 单 
射 . 这 样 9 在 下 中 且 是 王 的 上 界 . 

据 Zorn 引 理 ， 下 有 极 大 元 了 :4 一 了 . 着 A= 义 , 则 黑 . 车 1(4) = 
则 Y 至 针 有 个 单 壬 9:Y 一 让 恒 使 g(f(z))==Z, 若 A#X 有 f(A)#Y,， 
在 天 \ 夺 和 站 和 \ 了 4) 中 各 取 一 个 元 素 &a 和 65 后, 作 单 射 9: AU{a} 一 Y 
使 gt0) = mA) f {2). 于 是 9 是 的 真 延 这 与 了 的 极 
大 性 矛盾 ， 


习题 


练习 1 设 妨 是 天 x 大 的 非 空子 集 ， 证 明 多 上 有 个 等 价 关 系 即使 8 Eo， 
且 当 EE 也 是 包含 5 的 等 价 关系 时 ， En C (认为 三 是 有 生成 的 等 价 关系 ). 


练习 2 命 外 2 = {fzzjlz € 外 }, 证 明基 人 3 始 是 和 上 的 等 价 关系 也 是 忒 上 
”的 顺序 关系 . 如 果 五 既是 三 上 的 等 价 关 系 也 是 下 上 的 顺序 关系 , 则 R= 大 人)， 


练习 3 设 4 和 B 是 关系 ， 作 逆 关 系 4 一 {(y, zjl(z, 切 E 4} 和 复合 关系 
AB = {(x,2z)]3y : (xz,y) € A, (yz) € B}. 


命 dom 4 = {zl3y : (x,) € A} 和 ran 4 = {yl32 : (2,; 科 EA}, 这 分 别称 
为 4 的 定义 域 和 值 域 (因此 4 C dom A x ran A}. 证 明 ; 

{1) (AB)C = A(BO) BH (4B)-1 = BT'A-l. 

(2) ACXxYHWH, XDA= AY?) = A. 

(3) dom A-! = ran A Bran A-! = dom A. 

(4) 4B 和 BA 不 必 相 等 . 


练习 44 设 了 :外 一 是 映射 当 互 CXX 且 下 CY 时, 命 (BB) = 了 (E) 
且 产 (下) = 广 工 五 ). 这 得 映射 f : 22 一 2Y 及 ;2Y 一 2X. 证 明 ; 

(1) fidax) = idox H (idx)* = idox. 

(2) (gf)4 = grfs (9f)* = f*g9*, 其 中 g:Y 一 2Z. 
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练习 5 称 关 的 于 集 4 为 映射 了 : 六 一 XX 的 不 变 子 集 是 指 fA(4) C 4. 证 
明 ， 

(1) 空 集 必 和 全 集 蔷 是 太 的 不 变 子 集 . 

(2) 一 艇 不 变 子 集 Ai(i E J 之 并 5 之 交 都 是 不 变 子 集 ， 

(3) 如 果 5 是 XX 的 子 集 , 命 4 = U f"(5), 则 和 4 是 了 的 不 变 子 集 . 


(4 命 上 5 与 4 同 (3). uw BB 是 有 的 不 变 于 集 使 过 5 时 B24. 
(5) 包含 点 wo 的 最 小 不 变 子 集 是 {f* (zo)|n 宛 0}. 


练习 6 在 复 平 而 的 单位 开 立 盘 上 ， 作 函数 9(z) = 23. 试 求 9 的 - -个 解析 
信安 和 9 
延 折 f:C\{1} 一 CC 


练习 7 求 出 复合 函数 gf 与 f9, 其 中 
(D f(z) = 72° 而 gz) = 0°. 
(2) f(x) = sinz 而 g{2) 一 co87， 
(3) f(z) = expz 而 9(y) = Iny. 


练习 8 当 X 志 0 时 , 命 及 (7) = XY; 当 之 0 时, 命 及 (7) = 一 sinz. 这 两 个 
函数 可 黏 接 吗 ?如 果 可 以 ， 它 们 的 黏 接 是 连续 冰 数 吗 ? 


练 避 9 举例 说 明 极 大 元 可 能 不 止 一 个 ， 而 极 大 元 也 不 ， 定 是 上 界 ， 当 然 它 也 不 
必 是 最 大 元 . 


练习 10 设 (XX, <) 是 个 偏 序 集 . 对 于 x EX, 命 55 = 人 (人 EXiSXzZ ,证 
此 结论 表明 ， 所 有 的 偏 序 都 可 当成 包含 关系 来 讨论 ， 这 可 使 我 们 获得 -此 有 
用 的 信息 .实数 系 的 Dedekind 构造 正 是 这 一 思想 的 体现 . 


练习 11 称 贞 个 偏 序 集 (4, 所) 和 (B, 拟 ) 相似 是 指 存在 可 逆 映 射 f :4 一 BB 
使 zl < 72 当 且 仅 当 fz1) < f(x2). 
(1) 设 可 列 全 序 集 (A, 系 ) 月 最 小 元 也 有 最 大 元 ,如果 A 中 任何 类 个 互 异 元 
素 之 间 有 第 三 个 元 素 ， 证 明 4 与 召 相似 ， 其 中 B 是 [0,1] 中 的 有 有理 数 全 体 . 
(2) 设 可 列 全 序 集 (4, 所) 有 最 小 元 但 无 最 大 元 . 如 果 4 中 任何 两 个 互 异 元 
索 之 间 有 第 三 个 元 素 , 证 明 4 与 B 相似 ,其 中 B 是 上 0, 1) 中 的 有 理 数 全 体 . 
(3) 设 可 列 全 序 集 (4, 拟 ) 无 最 小 元 也 大 最 大 元 . 如 果 4 中 任何 两 个 互 异 元 
素 之 间 有 第 二 个 元 素 , 证 明 4 与 B 相似 , 其 中 B 是 (0,1) 之 间 的 有 理 救 全 体 . 
(4) 证 明 (0, 1) 之 间 的 有 埋 数 全 体 B 与 有 理 数 域 他 相似 . 


练习 12 证 明 贪 序 集 (4, 过) 上 的 运 序 <' 为 山 序 ， a < 表示 吕 二 已 


练习 13 对 于 映射 了 :七 一 了 和 三 的 于 集 4, 证 明 以 下 条 件 等 价 : 
(1) Y 有 子 集 BB 使 A4= f71{(B). 此 时 ，4= 六 (FL4)). 
(2) f(x1) = 了 (x2) 且 za 在 4 中 时 ，21 也 在 4 中 
(3) Flzi) = f(z2) 时 ，X4(ZH) = XA(zZ9 

此 时 称 4 是 上 的 浸润 集 或 饱和 集 . 


练习 14 证 明 相对 于 映射 了 : 区 一 的 浸润 集 满足 以 下 性 质 : 
(1) 两 个 浸润 集 A1 和 A2 之 差 是 浸润 集 旦 f(A1\ 42) = f(A41) \ 了 (42). 
(2) 一 艇 淄 沽 集 4; : i € .之 并 和 交 是 浸润 集 晶 f( 门 4i) = 门 f(A;). 
iEJ ET 


练习 15 对 于 扰 上 的 等 价 关 系 ~ 和 区 的 子 集 4, 证 明 以 下 条 件 等 价 : 
(1) 当 ZX1~xo 且 zz 在 有 4 中 时 ，Zz1 也 在 4 让 . 
(2) 当 zi 人 Za 时 ，XA(Z1) = XAlr2), 
(3) 4 是 一 些 等 价 类 的 并 ， 此 时 称 4 是 ~ 的 浸润 集 或 饱和 全. 


练习 16 设 Ja, 中 是 个 闭 区 间 ， 称 n 十 1 元 组 (zo,z1… ,Zn) 为 [4,9] 的 -- 
个 分 点 组 是 指 a 二 zo < zl < … < zn 一 六 证 明 [a, 问 的 分 点 组 金 体 D 按 细 
分 关系 成 为 一 个 定向 集 ， 其 中 @@ 是 P 的 细 分 是 指 了 的 分 量 都 是 Q@ 的 分 量 . 


练习 17 设 ( 久 , <) 和 (Y, <) 都 是 偏 序 集 . 证明 ( 瑟 x 了 <) 是 偏 序 集 ， 其 中 
(zl1,W) < (zw2,22) 表示 321 72 且 护 工 久 . 

(1) 如 果 和 和 YY 是 定向 集 ， 证 明 义 x Y 是 定向 集 . 

{2) 举例 说 明 ， 即 使 区 和 都 是 全 序 集 ， 六 x 了 也 不 一 定 是 全 序 集 . 


练习 18 没 (X, <) 和 (Y, <) 都 是 偏 序 集 ， 证 明 (X x Y, 过 ) 是 偏 序 集 ， 其 中 
(zw1 ;1) 攻 (72,V2) 表示 了 1 <22 或 二 x2 且 委 二 Yo. 证 明 以 下 结论 : 
(1) 区 和 六 是 定向 集 时 ， Xx YY 是 定向 贷 
(2) 久 和 YY 是 全 序 集 时 ， 关 x 也 是 全 序 集 ， 此 时 < 称 为 字典 顺序 . 


81.3 对 等 集合 与 势 
通俗 地 讲 ， 元 素 个 数 相等 的 两 个 集合 是 对 等 的 ， 其 确切 意义 如 下 . 
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对 和 称 万 与 了 是 对 等 集合 也 称 为 等 势 集合 是 指 它们 是 空 集 或 有 双 射 了 : 基 一 
Y, 此 时 ， 沁 关 ~ 了. 对 等 集合 具有 相同 的 势 .以 | 六 | 表示 励 的 势 . 

(1) 对 等 具有 自 反 性 ， 下 ~ 大. 

(2) 对 等 具有 对 称 性 ， 盛世 全 了 一 大 . 

(3) 对 等 具有 传递 性 ， 革 和 ~ 了 YY~Z 守 TIRE~Z. 

(4) Descartes 积 保 持 对 等 ， Xi ~ (Gi En 时，]JIX:~ 了. 

(5) 无 交 并 保持 对 等 。 | | XX; ~ [LY 在 庄 天 ~ 时 成 立 . 

(6) 一 般 宏 集 保 持 对 等 ， 大 ~ 夺目 页 ~ 现时， 了 ~ 了 YY. 这 里 
约定 YX 表示 天 至 Y 的 映射 全 体 . 


归纳 地 命 肌 = 名 及 所 == 所 -1U {nm}, 直观 二 它们 只 有 有 限 个 元 素 . 


可 数 集 与 某 个 请 , 对 等 的 集合 4 称 为 有 限 集 , 它 的 势 用 n 表示 ， 也 称 no 为 A4 
的 计数 . 如 大 写 英文 字母 表 的 计数 为 26. 

与 白 然 数 集 对 等 的 集合 称 为 可 列 集 , 它 的 势 记 为 Ro. 如 整数 环 加 和 有 理 数 
域外 是 可 列 集 ， 有 限 集 与 可 列 集 统称 为 可 数 集 . 

(1) 有 限 集 的 子 集 是 有 限 集 且 有 限 集 不 与 其 真子 集 对 等 . 

(2) 有 限 集 的 像 集 、 两 个 有 限 集 的 并 与 Descartes 积 都 是 有 限 集 . 

(3) 可 列 集 的 子 集 与 像 集 都 是 可 数 集 . 

(4) 有 限 个 可 列 集 的 Descartes 积 与 可 列 个 可 列 集 的 并 是 可 列 集 . 


可 见 ， 中 < 时 了 不 与 及 对 等 . 这 样 , 有 限 集 的 计数 的 定义 是 合理 的 又 
可 见 ， 可 列 集 是 无 限 集 一 非 有 限 的 集 ， 常用 的 有 理 数 集 和 素数 集 都 是 可 列 集 . 
例 1 设 集 类 .7 中 成 员 是 实 直线 上 长 度 非 零 且 相互 不 交 的 区 间 , 则 ,7 是 可 数 的 .为 
此 将 全 体 有 理 数 排 成 一 到 ?0,71,…. 当 了 EJ 了 时 , 命 f(D) = min{n|rn < 寺 ， 
得 单身 了 : 了 一 因 . 央 示 了 可 数 ， 此 处 用 到 了 一 个 重要 事实 ， 长度 非 霉 的 区 加 
包含 有 理 数 也 包含 无 理 数 . 


Euclid 说 明了 有 可 列 个 素数 , 将 它们 依 小 至 大 排列 成 po,p1,-…. 如 po 一 2 
而 pi = 3. 回顾 一 下 ， 正 整数 n 都 有 瞧 一 分 解 p89p 守 .… ,其 中 指数 c; 都 是 非 
负 整 数 是 非 地 指数 的 项 数 有 限 ， 央 此 ， 正 有 理 数 7 有 队 一 分 解 p09PT'，…，, 其 中 
指数 ci 都 是 整数 是 非 零 指数 的 项 数 有 了 眼 ， 


例 2 束 系 数 多 项 式 有 可 列 个 ， 这 是 因为 双 射 2 osci 人 pf 实现 了 整 系数 
多 项 式 环 Zz] 与 正 有 理 数 集 Q+ 的 对 等 
一 般 而 言 ， 判 两 个 集合 对 等 常用 以 下 有 力 结论 
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定理 1(Cantor-Bernstein) 设 集 合 所 与 集合 的 一 个 子 集 对 等 日 也 
与 了 的 一 个 子 集 对 等 ， 则 关 与 了 对 等 . 


如 区 间 (~1,1] 与 及 的 子 集 (一 1,1| 对 等 且 届 与 {1,1| 的 子 集 (一 1, 1 
通过 双 射 zz/ 人 十 |z|) 对 等 ， 所 以 (一 1,1] 与 及 对 等 . 


约定 与 实数 系 对 等 的 集合 称 为 连续 统 ， 所 有 长 度 非 零 的 区 间 都 是 连续 统 . 


可 列 集 是 最 小 无 限 集 ， 而 有 限 集 与 无 限 集 的 区 别 在 于 它们 能 否 与 自身 的 一 个 
真子 集 对 等 . 这 见 以 下 定理 . 


定理 2 集合 4 是 无 限 集 当 且 仅 当 A 包含 一 个 可 列子 集 5 当 且 仅 当 4 与 任何 
可 数 集 之 并 与 4 对 等 当 且 仅 当 44 与 自身 的 一 个 真子 集 对 等 ， 


无 理 数 集 肛 \ 多 包含 一 个 可 列 集 全 + V2, 从 而 及 \Q 与 ( 虹 \Q)UQ 对 
等 ， 换 言 之 ， 无 理 数 集 是 连续 统 . 


势 的 比较 与 运算 集合 针对 等 于 集合 了 的 一 个 子 集 当 且 仅 当 有 单 射 1 : 革 一 六 
当 且 仅 当 有 满 射 9 :YY 一 天. 此 时 记 |X| < | 六 |. 

(1) 自 反 性 : |X| < |X|. 

(2) 反 称 性 :|X| 所 |Y| 且 | 吕 世 | 天 | 时 ， | 天 | = | 

(3) 传递 性 : |X| 志 |Y| 且 |Y| |21 时 ，1X| < |2. 

(4) 三 岐 性 (与 Zorn 引 理 等 价 ): 两 个 势 有 旧 只 有 以 下 3 种 可 能 性 : 

| 关 | = |Y|]: 基 与 Y 的 一 个 子 集 对 等 旦 了 与 蕊 的 一 个 子 集 对 等 . 

| 六 | < 区 | 天 与 了 的 一 个 子 集 对 等 但 了 不 与 XX 的 任何 子 集 对 等 . 

| 玉 | > |Y|: 天 不 与 Y 的 任何 子 集 对 等 但 了 与 六 的 一 个 子 集 对 等 . 


计数 为 n 的 集合 有 2” 个 子 集 ， 一 般 集合 X 的 老 集 2X 的 势 记 为 2X|. 
定理 3(Cantor) 任何 集合 义 满足 势 的 不 等 式 ， |X| < 21X1. 


连续 统 的 势 记 为 只 并 称 为 连续 势 ,可 列 集 的 势 记 为 No. 在 势 的 意义 下 ， 
O<l<. .<MNo<R= 28o. 


符号 及 读 为 “ 阿 列 兴 *. 前 面 已 说 明了 无 理 数 集 是 连续 统 ， 因 此 可 通俗 地 说 “无 
理 数 有 有 个 ”. 下 面 推 广 定理 5. 
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定理 4(K5nig 不 等 式 ) 设 iET 时 |44 <1Bd, 风 |U 和 | <| 卫 Bl 
让 i 万 


以 Qa 入 分 别 记 有 4 和 BB 的 势 。 Descartes 积 4x 吾 的 势 记 为 a8. 当 
ANB = 时 , 将 4B 的 势 记 为 @ 十 上 两 个 集合 之 问 映射 :A 一 号 全 
体 BB4 的 势 记 为 Be ， 

(1) 交换 律 ， a 十 8= 8+ Qa = fa. 

(2) 零 元 律 ，0 +a=a,00=0,5=1,0=0(>0. 

(3) 单位 律 ， la = oil 一 1ol = 

(4) 结合 律 ， (a 十 B+ 二 a+(8+Y),(a8)y = al(BY); (9) = 7 

(5) 吸收 律 ， 如 果 是 无 限 势 而 1 a B, 则 a 二 A 二 Qf = #. 

(6) 单调 性 ， 如 果 al 所 az 且 遍 拟 语 ; 则 ol 专 ad ， 


吾 要 等 式 {1) 设 nn 是正 整数 ， 则 ni 十 Ro 二 nNo 三 No = Ro, 

(2) 设 mn 是 正 整 数 ， 则 PR = NoR 二 NR” 一 六. 

(3) 设 束 数 n>2, 则 二 二 RY 一 2%. 

(4) 设 整数 nn 交 2, 则 mnXo = Roo 一 Nio 一 以. 

因此 腿 " 与 C"*( 这 视 为 R27) 都 是 连续 统 ， 将 函数 了 : 2+ 一 区 与 数列 
(f01), (2),…) 同一 后 ， 取 2+ 表示 实数 列 全 体 ， 它 的 势 为 No 一 六 ， 
例 3 函数 户 : 取 一 人 的 全 体 CR 的 势 为 RY = 29, 因此 可 说 函数 及 : 依 一 CC 
有 呈 个， 不 面 求 连 续 函 数 请 : 亚 一 CC 全 体 局 ( 民 ) 的 势 . 

为 此 命 Bf) 二 fle; 得 映射 $ : CR) 一 CO 当 jf) = (9) 时 ， 
任 取 实数 工 及 事 近 2 的 有 理 数 列 (znY)， 对 等 式 (zn) = 9(Zn) 取 极 限 得 
ffz) = 9g(ZX). 这 祥 了 = 9. 于 是 由 为 单 射 ， 从 而 Cle < Nio 一 只 反 向 不 
等 式 源 自 {c 十 sin|e € 人 } GC CER). 因此 [|C(R)| = 

求 某 类 函数 的 个 数 时 常 要 借用 这 类 函数 与 其 部 分 图 像 的 相互 确定 性 .下 面 的 
例子 对 此 类 问题 常 有 帮助 . 

例 生 以 C(XY] 代表 三 的 可 数 子 集 全 体 ， 当 久 是 连续 统 时 ， C(XX) 也 是 连续 
统 . 为 此 记 9 了) = {ffn)n e Z4+}, 这 得 满 射 由 :如 2 一 C( 展 ) \ {名 }. 于 是 
CER)| < RNR+1=N. 

但 {十 Z|0 < 之 xz < 之 1} CC(R) 表明 R&C(R). 
以 Gi; 诺 和 Yi 分别 记 和, 和 Ci 的 势 ， 则 1[ 4 的 势 记 为 1 oe 无 变 
《4 它 i 毛 
并 [如 的 势 记 为 2 约定 2 oi 一 0 且 J 了 ai= 1 


YE 局 
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中 ) 完全 次 可 加 性 ， | UU 4A: < 允 144l 
£ 捷 3 七 
(2) 结合 律 ， D-H%l%= 1 IR- 


iEI jEJiEl, iel jEJ iE, 
(3) 分 配 律 ， a 37% 二 2 ai 
11 iEI 


(4) 分 配 律 。 are” 二 ow,(H%)° = HY 


ET 


(5) 分 解 律 ， > 有 一 ap 及 HB= B®, 


身 巨 怠 


(6) 单调 性 ， Vi ET; a a Yo 
(7) 单调 性 ， Yi€E 了 :oa <& Bi > le 所 
习题 
练习 1(Cantor) 代数 数 一 整 系数 多 项 式 的 实 根 有 可 列 个 . 
练习 2(Cantor) 超越 数 一 非 代 数 数 的 实数 有 N 个 ， 
练习 3 证 明 ， 可 列 集 有 可 列 个 有 限 子 集 . 
练习 4 证 明 ， 可 列 集 有 N 个 可 列子 集 . 


练习 5(Cantor-Bernstein 定理 的 等 价 形式 ) 设 ACBCOCE 且 A 与 忆 对 
等 , 则 4、 吕 和 产 对 等 


练习 6 已 知 4U 召 的 势 为 RN, 证明， 人生 或 召 的 势 是 和 . 

练习 7 证 明 单调 函数 f ; (a, 了 5) 一 民 的 不 连续 点 虱 是 第 一 类 的 且 有 可 数 个 . 
练习 8 水 单调 函数 了 : 妨 -> 展 的 全 体 呆 的 势 . 

练习 9 求 严格 递增 的 函数 了 : 取 一 民 全体 5 的 势 . 


练习 40 求 以 下 集合 的 势 : 
(1) 平面 上 以 有 理 点 为 中 心 以 有 理 数 为 半径 的 开 圆 盘 全 体 也， 
(2) 以 有 理 数 为 端点 的 内 区 辣 全 体 了 . 
(3) 三 角 函 数 系 11coszysinz,cos2rsin27 
(4) 十 进 制 有 限 小 数 全 体 环 . 
{5) 平面 上 顶点 是 有 理 点 的 三 角形 全 体 了 . 
(6) 分 子 与 分 母 是 整 系数 多 项 式 的 有 理 函 数 全 体 他 (7X). 
(7) 系数 为 代数 数 的 多 项 式 全 体 . 
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练习 11 求 以 F 集 合 的 势 
(1) 复数 列 全 体 C2+ = f(2 ,2n Yn 交 1:2nE C}. 
(2) 复 平 面 的 单位 圆周 工 . 
(3) 定义 在 及 上 以 无 理 数 集 为 连续 点 集 的 函数 了 ;及 一 CC 全 体 U. 
(4) 严格 递增 的 正 整 数列 全 体 5. 
(5) 有 理 数 列 全 体 Q@2+ = {ri ,Tan1: re Q}. 
(6) 实数 系 中 闭 区 间 全 体 了 . 
(7) 连续 函数 了 : [0, 1] 一 C 全 体 C0,1]. 
(8) 在 [0,1] 上 连续 函数 列 全 体 . 
(9) 在 [6,1 上 上 一致 收敛 的 连续 函数 列 (所 .) 全 体 5. 
(10) 十 进 制 无 限 小 数 全 体 了 
(11) 实 系 数 多 项 式 全 体 . 
{12) [0,1) 中 十 进 制 无 限 小 数 中 有 数字 7 的 z 全 体 召 
(13) [0,1) 中 十 进 制 无 限 小 数 中 没有 数字 7? 的 x 全 体 五. 
(14) 只 有 可 数 个 不 连续 点 的 函数 上: 民 一 C 全 体 A. 
练习 12 可 区 间 [0,1] 上 实 值 函数 全 体 的 势 ， 
练习 13 用 Cantor-Bernstein 定理 证 明 以 下 结论 ， 
(1) 复 平 面 上 半径 相同 的 开 圆 鼻 O(z,r] 与 闭 贺 舟 BB(z,7) 等 势 
(2) 复 平 面 上 边 长 相等 的 开 正 方形 与 闭 正方 形 等 势 . 
(3) 平面 到 ”与 平面 上 正方 形 S = {{z, 切 : |z| < 1 1]y| < 1} 等 势 . 
(4) 正方 形 (0, 1] x (0, 1] 与 区 间 (0,1] 等 势 . 


练习 14 已 知 4 的 势 为 只 , 证 明 必 有 一 个 A 的 势 为 从. 
nn 后 


练习 15 以 下 陈述 是 否 正确 ? 
(1) 有 限 集 的 每 集 是 有 限 集 而 元 限 集 的 备 集 是 无 限 集 . 
(2) 可 列 乐 的 篆 集 是 可 列 集 面 连续 统 的 千 集 是 连续 统 . 
(3) 任何 可 列 集 都 有 一 个 顺序 使 每 个 非 空子 集 都 有 最 小 元 . 


练习 16 试 建立 双 射 了 : 4 一 B, 其 中 4 和 吾 如 下 : 
(1) A= [0,1], B= fa 可, 其 中 一 oo & a b+o0. 
(2) A= {0,1), B=R. 
(3) A=[-1,1),B8=R. 
(4) A= [0,+00), B=R. 
(5) 4 = [0, 1], B 是 复 平 面 上 的 单位 阅 周 ， 
(6) 4 是 复 平面 上 单位 开 圆 盘 ， B 是 单位 闭 圆 盘 . 
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练习 17 试 作 NN 中 N 个 子 集 使 每 两 个 都 有 包含 关系 . 
练习 18 (1) 证 明 , 对 任何 实数 x, 存在 一 列 有 理 数 (ra) 使 lim (re 十 V2) = 2 
(2) 求 连续 消 数 了 : 及 \@@ 一 C 全 体 C( 民 \ Q@) 的 势 . 
练习 19 以 陈述 是 否 正确 ? 从 你 的 判断 中 可 得 出 什么 结论 ? 
0 如 果 A~BC~DEACOCOBCD,WOC\A~D\B. 
(2) 如 果 有 4~B 且 AUBCO 则 C\A~C\B. 
(3) 如 果 A~BHCCANB, 则 A\C~B\C. 
(4) 如 果 A4xB~AxO, 则 B~C. 
(5) 如 果 B4~C4, 则 B~C. 
(6) 如 果 本 4 ~ BC, 则 A~C. 
* 练习 20(Liouville 定理 ) 设 整 数 7 之 2, 而 zz 是 一 个 ni 次 代数 数 一 有 理 
数 域 上 某 个 旗 约 整 系数 多 项 式 f(z) = aizi 的 实 根 ， 则 有 r > 0 使 p 为 整 


数 而 4 为 正 整 数 时 ， 
7 


三 


一 一 莹 | > 


4 


”练习 21 当 整 数列 (on) 各 项 满足 0 < an < 9 时 , 记 z= 2 To 
i=1 

20 说 明 z 图 有理数 或 超越 数 ， 这 样 的 超越 数 有 X 个 . 

* 练习 22 命 e = lim (1 + 二)"， 证 明 e 是 超越 


用 练习 


81.4 实数 与 无 穷 大 


先 规定 无 穷 大 参与 的 代数 运算 : 
YYy € (一 oo 十 oo] :(+00) + 7 = +00 一 (一 7) = 十 co， 


YY € [一 oo 十 oo :( 一 oej) 十 了 三 一 oe 一 (一 放 = 一 oo， 
wy € (0, 400] :(+00) x (7) = GE) x (Hoo) = doo， 
YY E (0, +00] :(—00) x (+7Y) = ( 士 7) x (—00) = 干 oo， 
vy €{—0,+00) :0 x (+00) =7y + (+0) = 0. 
式 子 0x ( 士 00) = 0 的 合理 性 可 以 这 样 解释 : 直线 民 x {0} 是 一 条 边 长 为 无 穷 大 
而 曙 一 条 边 长 为 零 的 矩形 , 其 面积 为 零 . 表达 式 【 土 ce) 十 ( 干 co] 和 ( 士 ccj 一 ( 士 oo) 
在 广 疼 实数 系 中 是 不 定型 . 同样 表达 式 【 士 ooj 二 ( 士 oo] 和 ( 士 ooj + ( 干 ooj 也 是 
不 定 玉 ， 
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上 确 界 与 下 确 界 设 9 屁 仿 序 集 天 的 非 空子 集 ， 5 的 最 小 上 界 {车 存 在 ) 称 为 
号 的 上 确 界 并 忆 为 sap 或 supz. 因此 
工 顾 


supS = min{fb €E XIYr EE S:7 0D}. 
而 S 的 有 最 大 下 界 (车 存在 ) 称 为 3 的 下 确 界 并 记 为 inf 或 int Zz, 即 


infS = max{a € XIYr EH :7 a}. 
对 于 广义 实数 系 的 非 空子 集 4 和 已 , 记 -4 = [ZE 4); 若 x 是 广义 
实数 ， 记 x 十 日 二 {7 十 加 YE 昌 }, 这 要 求 括号 内 每 个 + 十 Y 都 有 意义 ， 记 
A+B= {r+yr Ee 4 E B}, 
这 要 求 括号 内 每 个 x 十 5 都 有 意义 ， 
(1) 对 偶 律 ， sup( 一 4) = 一 inf 4 而 inf(-A) = 一 sup4. 
(2) 单调 件 : 如 果 4 B, 则 snpA&supB 有 HinfB & inf A. 
(3) 分 配 律 ， supf LU Ai:) = supsup A; 有 inf([] 4;) = infinf Aj. 
iEI ieEI i€EI i€El 
(4) 平移 律 。 sup(z 十 昌 ) = 十 sup 上 B 在 两 边 有 意义 时 或 立 . 
(5) 平移 律 。 inftz 十 一 ) 二 2 十 infB 在 两 边 有 意义 时 成 并 ， 
(6) 分 配 律 。 sup(4 十 如 ) = sup 和 44 十 supB 在 两 边 有 意义 时 成 立 . 
(7) 分 配 律 。 inf(4 十 昌 ) = inf 4 十 infB 在 两 边 有 意义 时 成 立 . 
广义 数 集 的 上 确 界 与 下 确 界 的 存在 性 源 自 以 下 绪论 ， 
定理 1 广义 数 集 4 在 广义 实数 系 中 有 上 确 界 sup 4 和 下 确 界 inf 4. 
当 人 ww ERNH, sup{r E QIr <z}= rH inftf{r e QIr > £}= x. 
例 1 没 n 是 正 整数 ， 则 任何 非 负 实数 z 都 有 次 方 根 WE， 为 此 命 


三 二 {2z 之 0lz* < 工 } 


及 3 二 sup 4. 据 寡 函数 的 连续 性 知 7 所 .如果 < 之 ZX, 命 
5=minfl, 0- 0)/ SE (0) 


则 5 >0 且 (y 十 匀 ”& Zz. 这 与 5 的 极 大 性 矛盾 . 
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例 2 广义 数 集 EF 是 区 间 当 和 且 仪 当 wv EE 百 时 [&U] C EB. 为 此 命 & = inf 
而 5 二 sup ,可 设 Q<b 妆 a 之 Tb 时 有 tvVEE 合 < 之 0, 从 而 
rz€ ,| CE. 因此 ，(a,b) CEC [a,]. 故 巨 是 以 @ 和 为 端点 的 区 间 . 


两 个 广义 实数 x 和 9 的 最 大 者 和 最 小 者 分 别 用 XY YY 和 圣人 3 表示 . 


例 3 本 数 9,h: 关 一 及 重 使 g(z) < h(z) 时 , 记 成 9 所 h. 关系 所 具有 自 反 
性 (9 二 9)、 反 称 往 (9 所 且 及 9 时， 9 二 加 和 传递 狂 (gfHIER 
时 ， 9 < 则 , 它 还 具有 定向 性 ， 任 取 户 , 户 < 下 , 命 了 加 一 f(z) v 户 (z)， 
则 万 冬 了 且 产 志方 因 此 两 数 / :区 一 下 的 全 体 豆 接 所 成 为 定向 集 . 
当头 包含 两 个 互 异 元 素 4 与 5 时， 眉 ”不 是 全 序 集 ， 为 此 作 隔 数 f 与 9 
使 f(a) 二 1, 了 f(b) 一 0 而 g(a) = 0,9(b) = 1. 这 样 f 与 9 不 满足 三 岐 性 . 
定向 集 KR” 的 非 空 子 集 巨 都 有 上 确 界 sup EE 和 下 确 界 inf 忆 , 这 可 分 别 记 
为 supf 和 jeff 为 此 命 9(z)] 一 es f(x) 和 h(x) = sup fz), 这 得 吾 的 
-个 下 界 9 和 - -个 上 界 h. 当 gi 和 和 hi 分 别 也 是 EE 的 下 界 和 上 午时 ， 
gz) < inf{f (2)|f € E} 一 gf2)， 
hi(x) 2 sup{f (of € E} = h(x). 


这 样 9g 和 记分 别 是 到 的 最 大 下 界 和 最 小 上 界 . 
上 极限 与 下 极限 广义 实数 序列 【zn) 有 上 极限 im Zn 一 i sup zk 这 是 一 


1 kn 


个 广义 实数 ), 也 有 下 极限 lim zn = sup a Tk (这 也 是 一 个 广义 实数 ) 总 有 


NO0 


不 等 式 lim zn 所 lim Tn 它们 相生 为 im zn 并 称 为 (Zn) 的 极限 . 


人 


(1) lim( 一 zs) = 一 lmzn 而 lim(-zn) = ~ im 1,,. 

(2) 对 于 子 列 (kn), 有 lim zn < lim zr, 有 lim zr, & lim zn. 
(3) 从 某 项 起 zn < gm 则 lim 2% Slim HL lim x, < lim gy. 
(4) 0 < lim x, < +o00 时 ， Jim (zng) = lim x Him gf. 


(5) 0 < lim xz», < +o0 时 lim{zngn) = lim wn Lm yn. 

(6) 在 有 意义 时 ， limkzn + Yn) < Hm zn + lim yn. 

(7) 在 有 意义 时 ， lim (zn 十 yn) > lim zn + lim yn. 

(8) 在 有 意义 时 ， lim(xs 十 yn) < lm zn + my, < lim(z;, + yn}. 
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1 cs， 1 
例 4 证 明 lim (1 十 二 ) 一 了 一 为 此 注意 到 


元 二 属 

nl i—1 1] 
一 一 一 -一 一 1 一 小 (一 一 1 
(2 — din 人 n ) 有 < : 

其 中 主 三 0 1 ,RR 当 一 50 时 ， 上 式 左边 极限 为 1], 当 mr 所 风 时 ， 

I nl! 作 nl La 

-一 一 一 一 六 一 一 一 一 人 一 
24 MR i 0 {nC— on 和 tl 


在 上 式 中 命 n 一 oo 得 (相对 于 7 而 言 ，m 是 周 定 的 ) 


1 i 1 EE 1 ny, 1 
之 可 < lm (1 十 元 ) 所 mL 十 二 < 二 于 
注意 到 上 下 极限 与 m 无 关 ， 可 令 m 一 00, 这 得 
1 3 1 Li To 1 nn 1 
2 < lim (1+ 3) < lim (1+ -=) < 2 7 
因此 上 极限 与 下 极限 相等 并 县 去 证明 的 等 式 成 立 ， 
上 例 体 现 了 用 上 下 极限 求 极限 时 事先 不 必 确 立 极限 的 存在 性 这 - -优点 . 


定理 2{Cauchy 收 伍 康 理 ) 关于 实数 列 {xm) 的 以 下 三 个 条 件 等 价 : 
(1) (zn) 是 收 笋 数 齐 ， 3x EE RR,ve > 0,3m 宛 1,vn > m:|zn—Xr| <e. 
(2)】 (za) 是 基本 数列 ， Ve > 0 3m 关 1yn > mi:|xn Xl < 
(3) (zn) 是 有 界 数列 并 且 极限 存在 ， 此 时 2 一 lim zn. 
此 定理 表明 本 节 的 极限 概念 与 数学 分 析 中 的 相关 概念 是 相 容 的 . 
定理 3( 单 调 完备 性 ) 单调 广义 数列 (xn) 有 极限 . 
在 递增 情形 ， lim zw = sup zn; 在 递减 情形 ， lim zn = inf Tn. 
no n>1 nom 之 
定理 4 广义 实数 列 (zx)】 的 上 极限 是 其 子 列 极限 中 的 最 大 者 ， 市 (zw) 的 下 极限 
是 其 子 列 极限 中 的 最 小 者 . 
有 极限 的 广义 实数 列 称 为 广义 实数 系 的 收 伍 序 列 ， 定 理 4 蕴 售 以 下 定理 , 
定理 5{Bolzano-Weierstrass) 广义 实数 列 都 有 收敛 子 列 ， 


广义 实数 z 都 有 正 部 z+ = zz V0 与 负 部 z ”= (一 z) Y 0, 这 可 统一 写成 
T+ 二 { 土 Y) V0. 因此 z=zt 一 x 且 |z|==zt+ 十 x- 任何 复数 z 都 有 实 部 
rez 与 虚 部 imz 合 z=rez 十 Vlimg 及 Zz 二 rez— Vlimyz. 
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数值 项 级 数 设 iEIT 时 0 < tw 所 十 bo, 命 
2 = Sup{ 2 ti| 有 限 集 FC 了. 
ET i 


这 可 记 为 并 (au : ie 中. 特别 地 ， 玉 (ws :iE 2)=0. 
没 iET 时 一 00 所 如 所 十 00. 下 式 右 端 有 意义 时 规定 
Di= DV — Dv. 
iEI YE 了 iE 
此 时 若 某 项 入 为 +oo 或 一 oo 时 ， 相 应 的 和 为 十 oo 或 一 ec， 
设 wi : i E 工 都 是 复数 ， 在 下 式 右 端 两 个 级 数 有 限时 规定 
re 十 V 一 yinmani. 
YE 了 it 了 YE 了 
以 上 定义 方式 使 级 数 和 与 求 和 顺序 无 关 ， 这 样 规定 的 级 数 都 满足 以 下 性 质 ， 
(| 2 zi| < 2 lil. 进而 ， Dr 可 和 一 和 数 有 限 当 且 仅 当 > fil 可 
4 所 it tc 安 4 它 


和 . 此 时 普 项 zx; 都 有 限量 非 寒 项 有 可 数 个 . 
(2) 2 (ari + byi) =a 2 Zi 十 0 30 zi 在 两 边 有 意义 时 成 立 . 
iET 


(7 = 二 出 有 时 ， 二 Zi 二 2，2>， 在 左边 有 意义 时 成 立 . 


i A 和 AEA 2ET 
(4) 2, zy = = 2 2, Ti = 2 多 xij 在 左边 有 意义 时 成 立 . 
Tx jEJ 了 EC 


(5)J CI 时 , 亿 项 级 对 2 Ti = 2 TX (i). 
iEJ ET 


例 5 当 J 是 可 数 集 时 ， 有 -一 稻 数 (Qi :1E J) 使 每 个 ai >0 且 2 < 十 oo. 
为 此 设 了 一 邢 , 傅 Go 一 2 7 即 可 . 

这 个 例子 看 做 寻常 ， 但 它 对 以 后 ”- 些 问题 有 重要 作用 . 
例 6 考虑 单调 因数 了: 的, 1] 一 及, 无 妨 设 它 递增 . 任 取 (0,1) 中 有 限 个 依 小 到 
大 排列 的 数 21,… ,Xn. 命 zo 一 0 而 Yn+i= 1 则 


f (zz 十 ) 一 f(xi—)f (到 1 ) ft( 


于 是 (f(z +) — f(2i—)) & f(1~) — f(0+). 因此 , 
2 f(z+) ~ f(z—) < |f(1—) — FO+). 


因此 使 f(z 十 ) 天 f(x 一 ){ 使 了 不 连续 ) 的 点 仅 x 有 可 数 个 . 


以 上 有 关 级 数 的 性 质 (3) 和 (4) 的 证 明 都 依赖 于 以 下 定理 ， 这 个 定理 与 本 书 
83.2 介绍 的 单调 收敛 定理 在 精神 上 是 - 致 的 . 


也 1 一 二 


让 
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定理 6( 级 数 形式 的 单调 收敛 定理 ) 设 .是 定向 集 ， 设 i € 工时 非 负 画 数 wi : 
J 一 下 是 递增 的 一 当下 必 时 从 ( 人 人 所 ti( 间 则 

sup > ai 让 = 2 sup us()). 

jE iET ET jEJ 

对 于 实数 x, 命 |z] = max{n E Z|n < x}. 这 是 x 的 整数 部 分 一 不 超过 

2 的 最 大 乏 数 . 如 [- 2.3] = -3 而 [2. 引 一 2. 命 (z) 一 2 一 人 加. 这 是 的 小 数 
部 分 . 如 [一 2.3] = 一 3 而 (一 2.3) = 0.7, 当 交 是 整数 时 ，[,] 在 区 间 [mm 十 了 
内 取 常 数值 n, 在 (n,n 十 1) 内 导数 恒 为 0. 


小 数 设 整 数 p > 1 而 (on) 吕 | 是 恒 满 足 0 二 a < 芝 的 整数 列 ， 则 
0 = 
岂 A < pr 
上 式 中 第 一 个 级 数 表 示 的 实数 3¥ 记 为 (0.0102 :……)p 或 简 记 为 0.alaz .…， 这 称 
为 一 个 p 进 制 小 数 . 它 满 是 0 所 x 所 1， 3 n 之 1 时 
n -1 
0<z—-y 环 一 
Dn 于 p’ 及 
(1 x 二 0 当 且 仅 当 an 恒 为 0; 而 z = 工 当 且 仅 当 an 恒 为 p 一 1. 
(2) 无 限 项 an 不 为 p 一 1 时 ，(0.0102.…)p 称 为 一 个 p 进 制 慰 准 小 数 . 
无 限 项 an 不 为 0 时 ，(0.alaz ……)p 称 为 一 个 p 进 制 无 限 小 数 ， 否 划 称 为 p 进 
制 有 限 小 数 . 
(3) p 进 制 有 限 小 数 和 p 进 制 无 限 小 数 有 可 能 表示 - "个 实数 .如 二 进 制 有 限 
小 数 (0.100………)z 与 二 进 制 无 限 小 数 【0.011 ,… )2 都 表示 1/2. 
(4 0 所 2<1 二 二 仅 当 有 一 整数 询 (an 和 1 使 


了 1 
— Lo 一 十 一 宇 1 
bo p “ 2 pi + 2 
这 等 价 于 (0.41942…')s 为 了 的 了 进 制 标 准 小 数 表示 . 
(5) 0 < y < 1 当 且 仅 当 有 了 唯一 整数 列 (bo)2.; 使 
Lo La 1 
和 ~Y 名 
这 等 价 本 {0.6152 jp 为 9 的 p 进 制 元 限 小 数 表示 . 
(6) 非 负 实数 x 都 串 表示 为 p 进 制 实数 {onantl -40.0102.… )p, 其 


中 (ai) 名 _。 为 满足 0 < ai < 了 的 整数 列 使 > 一 多 全 


(7) 有 限 小 数 也 可 写成 无 限 小 数 。 如 (0.1)s = (0. 0333... ) 
标准 p 进 制 小 数 不 允许 从 某 一 项 起 都 是 p 一 1， 如 (0.0222 .…… )s 的 标准 三 
进 制 小 数 是 《0.1)3. 这 是 有 限 小 数 


1 
一 
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习 题 
练习 1 证 明 两 个 有 交点 的 则 型 区 间 的 交集 还 是 同 再 区 间 . 
练习 2 证 明 有 公共 交点 的 开 区 间 簇 (az,zb) : i € J 之 并 忆 是 开 区 间 . 
练习 3(Darbouxj 可 导 函 数 了 : (a,5) 一 及 的 导数 值 组 成 一 个 区 阿 . 
练习 4 作 一 个 正 项 级 数 an 值 其 所 有 缺 项 级 数 的 和 构成 闭 区 间 [0,1]. 


练习 5 命 8 二 {( 四 ,四 十 ce 有 R}, 证 明 8 是 及 的 一 个 划分 . 


练习 6 设 0 科 了 < 1. 如 果 工 的 标准 十 进 制 小 数 表示 中 含 数字 1, 将 此 种 攻 归 
为 - :个 集合 五 , 试用 区 间 与 并 运算 表达 FE， 


练习 了 设 0 < zx < 1 如 果 了 的 十 进 制 小 数 表示 中 含 数字 1( 认 为 0.1 = 
0.099 .…, 这 不 含 ]), 将 此 种 z 归 为 一 个 集合 互 . 试用 区 间 运 算 表达 EB. 


练习 8 设 0<7z < 1, 用 区 间 的 运算 表达 使 7 的 标准 三 进 制 小 数 0.alez .… 表 
示 中 出 现 数字 1 的 x 全体. 


练习 9 设 (an) 是 递减 数列 值 级 数 总 an 的 和 s 有 限 . 这 个 级 数 的 所 有 缺 项 级 
数 的 和 构成 的 集 吾 是 个 区 间 当 目 仅 当 不 等 Qn 们 和 oi 恒 成 立 , 


练习 10 若 正 项 级 数 an = +00 有 lim an = 0, 则 这 个 级 数 的 所 有 缺 项 


级 数 的 和 构成 区 间 [0, 十 co]. 


练习 11 广义 实数 系 的 子 集 吾 是 可 数 个 长 度 非 零 区 间 的 无 交 并 当 且 仅 当 每 个 
jE 忆 都 对 应 至 少 一 个 长 度 非 零 的 区 间 1 使 2 ETC EE. 


练习 12 证 明 偏 序 集 (2X, CC) 的 任何 子 类 S 都 有 上 确 界 与 下 确 界 . 


81.5 Euclid 空 间 
线性 空间 民 ”*” 或 C” 中 任何 两 点 xX 和 赋予 Euclid 距离 
Iz—y= Vz on + + rn — Yn 


后 分 别称 为 实 或 复 Euclid 空间 .。 Euclid 距离 有 以 下 性 质 : 
非 负 对 称 性 。 jy 一 z| 一 民 二 名 冯 0 |z 一 二 0 当 且 仅 当 2 二 
三 角 不 等 式 ， 你 一 引 科 位 一 引 十 直 一 让 或 | 位 一 对 一 怀 一 直系 榨 一 名 ， 
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在 Euclid 空间 中 ， 以 点 2 为 球 心 以 正 数 r 为 半径 ， 定 义 
和 开 球 O[(x,7) = {y ER” :yx|<r}, 
闭 球 B(x,7) = {y € RR” :|y | 7}, 
球面 9(x,7) = {ye R"* :|y— x|= 7}. 


在 实 直 线 上 ， 它 们 分 别 是 开 区 间 {zZ 一 ?Zz 十?) 、 闭 区 间 [zt 一 7,X 十 7] 与 两 点 
集 {2 一 ?7,72 十 7?}. 在 平面 上 ， 它 们 分 别 是 开罗 盘 、 闭 圆 礁 与 联 阅 . 


Euclid 空间 的 拓扑 Euclid 空间 有" 的 子 集 UF 为 开 集 是 指 任 何 x EU 都 拥 
有 个 ”> 0 和 使 O(x,7) CU. 而 眉 "* 的 子 集 卫 为 闭 集 是 指 蝶 "\ 靖 为 开 集 . 
任何 开 覆 盖 都 有 有 限 子 材 盖 的 集合 称 为 紧 集 . 

可 列 个 开 集 的 交集 称 为 Gs- 型 集 ， 而 可 列 个 闭 集 的 并 集 称 为 了 『。- 型 集 . 

(1) 空 集 与 Euclid 空间 是 开 集 ， 空 集 与 Euclid 空间 是 闭 集 . 

(2) 任意 个 开 集 的 并 和 集 是 开 集 ， 任意 个 闭 集 的 交集 是 闭 集 . 

(3) 有 限 个 开 集 的 交集 是 开 集 ， 有 限 个 闭 集 的 并 集 是 闭 集 . 

(4) 开 集 减 闭 集 是 开 集 ， 闭 集 减 开 集 是 闭 集 . 

(5) Euclid 空间 的 开 集 都 是 Fu- 型 集 而 闭 集 都 是 Gs- 型 集 . 


Euclid 空间 中 的 有 限 子 集 下 是 闭 集 : 开 球 是 开 集 ， 闭 球 和 球面 是 闭 集 . 
定理 1(Heine-Borel) Euclid 空间 的 子 集 为 紧 集 当 且 仅 当 它 是 有 界 财 集 . 
一 般 地 ， Euclid 空间 中 任何 Fe- 型 集 都 是 可 列 个 紧 集 之 并 ， 


定理 2(Camntor) 实 直 线 上 非 空 开 集 U 本 唯一 地 表示 为 至 多 可 列 个 相互 不 变 开 
区 间 的 并 ， 这 些 开 区 间 称 为 UD 的 构成 区 何 ， 它 们 的 端点 不 在 U 中 . 


这 个 定理 刻画 了 实 直线 上 开 集 的 结 榴 ， 它 表明 实 直线 上 的 开 区 间 是 开 集 的 基 
本 构成 单元 ， 它 的 作用 类 似 于 线性 空间 中 线性 基 的 作用 . 


例 1 开 集 (sin > 0) 的 构成 区 间 是 (2k7, 287r 十 TT) :不 七 2 


设 苹 和 站 分别 是 候 "” 和 及 ”的 非 空 点 集 . 阴 数 了 :外 一 了 在 T0EX 
连续 是 指 对 任意 < > 0, 存在 65>0, 使 YE 六 满足 |x 一 Xol <<5 时 ， 
| zz) ~ f(xo)| < 5 
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定理 3 对 于 函数 了 : 关 一 卫 , 以 下 条 件 等 价 : 
(1) 了 是 连续 函数 一 逐 点 连续 的 函数 . 
(2) 对 于 及 ” 的 开 集 六 , 存在 及 ” 的 开 集 UU 使 Ji1(VNY)=UNX. 
(3) 对 于 下 ” 的 开 集 天 ,存在 及 ? 的 开 集 巨 使 1(FNY)= ENX. 
此 时 ， 了 将 苹 中 紧 集 映 为 紧 集 而 了 ev- 型 集 映 为 Fo- 型 集 . 


对 于 民 ” 的 点 z 与 非 空子 集 5, 命 d(x,5) = inf Iz 一 2|. 这 称 为 工 到 全 
的 上 距离 ， 它 是 x 的 一 致 连续 函数 ， 为 此 证 明 
[dx, 5) — aly, 5)| < lz — Yl. 


事实 上 ， 不 等 式 inf{{x 一 Zz :zeES}y |z-y+inf{jy 一 z|:zE€S} 蕴 
会 d(z,58) < jz 一 让 十 d(y,5), 同样 地 ，d(y,5) |x 一 十 dl(z, 驴 ). 


例 2 设 巨 是 有 限 个 相互 不 交 闭 和 集 已 ,.… ,Ei 的 并 ， 如 果 函 数 了 :EE 一 CC 

在 每 个 玉 上 是 常数 c;, 则 了 是 连续 是 数 .为 此 性 取 %“ E 瑟 , 则 有 i 使 x E 

Ei N(R™\ UE,). 因此 有 7 这 0 使 O(z,r7) CR"*\ UE;. 当 z EEEH 
了 7 了 


lz 一 2 过 7 时 ，>z 只 能 在 总 中， 所 以 f{z) = 了 f(x). 这 样 f 在 连续. 


设 函 数 9 : [o, 引 一 杂 的 不 连续 点 都 是 第 一 类 的 ， 命 5(a) = g(a 十 ) 与 
8 = 9g(5 一 ). 当 品 < 了 < 时 ， 命 六 z) = max{g(z), g(x 一 ), g(x 十 )}. 设 
a<T<Yy<b 使 新 x) < 9 称 z 为 9 的 一 个 右 控 点 ， 


引 理 4(F. Riesz) 不 连续 点 都 是 第 一 类 的 函数 g : [a, 一 民 的 右 控 点 全 体 
UU 是 开 集 量 其 构成 区 间 (wu, 2) 都 满足 不 等 式 9(u+) < 9(v). 


设 @< <Y<D 使 多 且 > 六 2 则 称 zz 是 g 的 一 个 左 控 点 . 


引 理 4(F. Riesz) 不 连续 点 都 是 第 一 类 的 函数 9 : [oa, 下 一 民 的 左 控 点 金 体 
U 是 开 集 且 其 构成 区 间 (tu 0) 都 满足 不 等 式 9(v 一 ) < 9， 


最 后 网 造 一 个 集合 与 函数 ， 它 们 常用 来 作为 反例 说 明 一 些 问 题 . 


例 3(Cantor 集 与 Cantor 函数 ) 将 闭 区 间 [0,1| 三 等 分 后 移 去 中 间 的 开 区 
间 (0.1, 0.2), 其 中 小 数 为 三 进 制 的 ， 剩 下 的 两 个 闭 区 间 [0,0.1] 与 [0.2,1] 分 别 
三 等 分 后 各 移 去 中 间 的 开 区 间 {0.01,0.02} 和 (0.21,0.22). 

如 此 下 去 , 这 些 被 移 去 的 开 区 间作 为 构成 区 间 并 成 -个 开 集 O. 剩 下 的 集 到 
称 为 Cantor 集 , 等 式 玉 = [0, 1]\ QO 表明 五 是 紧 集 . 第 n 次 三 等 分 移 去 的 开 
区 间 形 如 (0 站 Brn-11,0.61… Bm_12), 其 中 而 ,bn_t 非 0 即 2. 这 些 
开 区 间 有 2" 个 ， 每 个 长 度 为 1/37. 
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设 0<x<1, 将 工 写 成 标准 三 进 制 小 数 0.alaa ……， 于 是 了 E OO 当 且 公 
当 有 位 an 为 1 且 有 个 > n 使 Qi 天 0 因此 x 到 当 且 仪 当 要 么 所 有 an 
非 0 即 2 要么 只 有 一 个 an = 二 1 而 >> nn 时 = 0( 此 时 2 可 写成 非 标准 形 
式 0.a1.…an-1022,…) 当 且 仅 当 工 能 写成 三 进 制 小 数 使 其 中 每 一 位 非 0 即 2. 
注意 到 全 二 0.00... 及 1 二 0.22..., 我 们 有 


K={(0.a02...)3lvn 2 1 :on = 0,2}. 
因此 Cantor 集 KK 与 {0,2}2+ 对 等 ， 它 的 势 为 2 即 尺 , 现 合 


(0.aaaa an la 一 0. 二 一 i )2， 


这 得 扩 上 函数 gp. 因为 |0, 1] 中 数 可 用 二 进 制 小 数 表示 ， Pp(K) = [0, 1]. 当 
(0.6152.…)3 与 (0.a1az…)3 是 下 中 大 小 两 数 时 ， 

0 < (0.bb2-..:)3 — (0.0102:.)a 

ba 一 Qn 2 bn—antl 

S 十 和 3 3m ? 

其 中 1 = min{ilai 关 只 }. 上 式 表 明 an = 二 0 且 Pn 二 2. 于 是 
(0.ala2 3 — pO0.bib2 .-' )s 
—2 i 一 bi 一 之 2 


二 2 和 Ditl ~ onrl + 2 rr = 0 


对 于 & € 口 , 补充 定义 p(X) = sup{P( 人 ly E Ky 所 XY}. 显然 0 所 
ofz) 所 1 如果 yp 在 某 点 zo 不 连续 ， 因 为 p 递增 ， 可 设 efzo)j < pro 十) 
这 样 ran p 不 合 加, 1] 的 非 空子 集 (p(x0), P(xo+)), 矛盾 . 

这 样 我 们 构造 了 所 谓 的 Cantor 函 教 p : [0,1] 一 [0, 1], 它 连续 递增 且 当 了 
在 口 的 - -个 构成 区 间 (a 日 中 时 ， wp(2) = yp(a). 


下 面 计 论 线 性 空间 中 的 一 些 基 本 结论 以 备 后 面 的 应 用 . 
线性 组 合 以 区 代表 一 个 数 域 , 如 @@, 及 或 上 等 设 广 是 数 域 区 上 线性 空间 . 
如 果 2,%; 是 关中 向 量 而 ai 是 区 中 数 使 得 
T= QT 二 dnTn, 


称 工 是 221,"… ,Xn 的 线性 组 会 - 如 果 了 一 0 必 导 致 41 二:… = Qn 二 0, 称 
Z1 "1Wn 是 线性 无 关 组 ， 
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(1) 对 线性 组 合 封闭 的 子 集 称 为 线性 子 空间 ， 一 般 非 空子 集 9 的 线性 包 


spans 一 U {六 aiziloai E K; zi € S}. 
n=1 1i=] 
这 是 包含 5 的 最 小 线性 子 空间 .如 span{0} = {0}, 它 是 平凡 空间 . 

(2) 称 3 为 线性 无 关 集 是 指 9 中 任何 有 限 个 互 异 向 基线 性 无 关 . 这 即 9 
对 epan 9 中 向 基 都 有 唯一 线性 表示 ,，- -个 非 零 向 县 梅 成 一 个 线性 无 关 集 . 

(3) 对 于 Qe 区, 命 a5 = {azrlz € 5}, 如 19= 5S. 对 于 和 久 , 作 民 
数 和 差 51 土 92 一 {x 士 Z2|2Z1 E 91 ,Ta E Sol}. 

(4) 当 a, 都 非 负 且 ol 十 … 十 om 二 1 时, 称 alzl 十 ,… 十 Qnzxn 是 
TX1;"… ;Yn 的 凸 组 会 , 非 空子 集 吾 对 凸 组 合 封闭 当 且 仅 当 满足 0<E< 1 的 实 
数 t 使 1 雪 十 人 一 如 二 当 有 日 仅 当 Q 和 上 是 非 氏 实数 时 aE 十 bB = {a+ 日. 
此 时 称 吾 是 凸 业 ， 

(5) 包含 非 空子 集 5 的 所 有 出 集 之 交 cov 5 是 5 的 凸 色 一 包含 9 的 最 小 
凹 集 : 

Cov 5 = U {> tixilti 0: t= lr es}.. 
n=1 i=1 i 

从 线性 代数 知 ， 实 线性 空间 及 ”与 复线 性 空间 C” 的 线性 基 都 有 n 个 向 基 ， 

因此 它们 分 别 为 实 n 维 或 复 nn 维 线性 空间 . 


定理 5 设 义 是 数 域 区 上 非 平凡 线性 空间 [而 9 是 其 线性 无 关 集 ], 则 天 有 个 
[ 售 5 的 线性 基 或 Hamel 基 一 使 span B 一 扰 的 线性 无 关 集 BB. 


平移 对 于 线性 空间 针 的 于 集 万 与 向 量 2, 作 平 移 
r+E={rt+yly ee BE}. 


这 是 吾 在 双 射 入 一 针 ,y 己 工 十 下 的 像 集 ， 它 有 以 下 性 质 : 
(1) 平移 保持 单调 性 ， CF=3z+BCrt+t+rF. 
{2) 平移 保持 并 运算 z+ 十 {Bi ED= UU{z+ Bilie 才 . 
(3) 平移 保持 交 运算 ， xz 十 站 {BliE = [z+ Bilie I}. 
(4) 平移 保持 差 运 算 ， XY 十 (E\ 本 = (十 百 )\(z 十 本 )， 
(5) 平移 服从 结合 律 ， 了 十 (十 吾 ) = { 人 十 切 十 瑟 . 
{6) 凸 集 的 平移 还 是 凸 集 ， 但 线性 子 空间 的 平移 不 必 是 线性 子 空 间 . 


34 


习 题 
练习 1 证 明 实 直线 上 所 有 区 间 都 是 可 列 个 紧 集 的 并 ， 


练习 2 证 明 ， (1) 有 限 个 Gs- 型 集 的 并 是 Gs- 型 集 . 
(2) 有 限 个 Fu- 型 集 的 交 是 下 so- 型 集 . 
(3) 可 列 个 Gs- 型 集 的 交 是 Ga- 型 集 ， 
(4) 可 列 个 Fe- 型 集 的 并 是 Fo~ 型 集 . 


练习 3 证 明 ， 实 直线 上 所 有 区 间 都 是 Gs- 型 集 也 都 是 Fe- 型 集 . 


练习 4 如 果 Xi1 是 线性 空间 半 的 线性 子 空间 ， 证明 大 有 线性 子 空间 站 2 使 
履 是 XX 与 2 的 代数 直 和 : ” 鲜 == XX] 钙 针 2. 


练习 5(3,， Kakutani 定理 ) 设 4 和 昌 是 线性 空间 关 中 不 相交 的 凸 集 ， 则 
有 互补 的 山 集 C 和 DD 使 A4EC 有 BED. 


练习 6(Euclid 空间 的 第 二 可 数 性 ) 证 明 妇 " 中 有 可 列 个 开 集 Bk :大 E 吕 .使 
Rn 的 每 个 开 集 5 都 形 如 UU{ Bi|Be C UY. 


练习 7(Lindel5 下 ) Euclid 空间 的 任何 子 集 4 具有 Lindelaf 性 息 : 它 的 任何 
开 履 六 {Uili E 了 } 有 可 数 子 覆 壮 . 


练习 8 求 Euclid 空间 及 ”中 开 集 爹 体 〇 与 闭 集 全 体 天 的 势 ， 
练习 9 无 限 集 X 的 有 限 子 集 全 体 了 { 针 ) 与 外 对 等 . 


练习 10 设 半 是 数 域 区 上 线性 空间 ， 则 XX 的 任何 两 个 Hamel 基 羡 和 五 有 
相同 的 势 ， 将 五 的 势 记 为 dimk 革 或 dim XX, 这 称 为 双 的 线性 维 数 ， 


练习 11 设 XX 是 数 域 上 线性 空间 而 玉 是 区 的 子 域 . 将 革 与 收视 为 FF 上 
线性 空间 后 ， 二 mn 用 一 dimp 区 dimK 下. 


* 练习 12( 推 广 的 F. Riesz 引 理 ) 对 于 函数 9 : (0, 8) 一 民 , 命 
(2 十 ) 一 dm yz) :oT < hb 
Os-) = I 9(2) :a < zs <b 
(2) = g(x) V NE VY (x—) :a rhb, 
#(a) = Hat); Hb) = f(b—). 
册 设 ea<2<y<p 使 让 2) < g( 胃 , 称 z 为 9 的 一 个 右 控 点 , 其 全 体 
U 是 开 集 且 已 的 构成 区 间 (%,v) 都 满足 不 等 式 9 (wT) 所 碾 从， 


2) 设 a<y<Zz<b 使 52) < 8 称 环 是 9 的 一 个 左 控 点 ,其 全 体 
V 是 开 集 且 Y 的 构成 区 间 (4,2) 都 满足 不 等 式 8(v 一 ) 世芳， 
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练习 13 符号 同 练习 12, 当 a < x < 时 ,证明 Ja 9(z) < (2). 
练习 14 找 一 列 正 数 (zn) 使 集合 {下 zn|J CZH} 为 Cantor 集 K. 
RE 


练习 15 对 于 Cantor 集 玉 , 证 明天 十 玉 一 人 0 引 且 下 一 天 = 全 1,1. 


练习 16 任 取 Cantor 集 六 中 的 两 个 点 x 和 y, 其 三 进位 小 数 形 如 0.ala2 …， 
和 0.bib2.…, 其 中 0% 和 bh 韭 0 即 2. 

(0) 设 an 关 如 和 且 i<n 时 61 二 Bb, 则 yf 疙 3 

(2 设 同 过时 县 主 和 和 时 了 三 太 , 则 攻 一 字 闻 3 

(3) 设 |y 一 XxX 之 37, 则 in 时 机 = gi. 

(4) 命 所 (ZT) = an, 则 了: 的 一 {0,1} 是 连续 函数 


练习 17 证 明 ， 可 和 级 数 > tn 的 所有 了 缺 项 级 数 之 和 村 成 的 集 五 是 紧 集 . 


练习 18 如 果 区 间 半 上 单 射 :一 民 是 连续 函数 ， 证 明 f 严格 单调 . 


练习 19 设 XX 是 实 直线 上 的 子 集 而 了 : X 一 民 是 递增 函数 : 当 Z1 < Xx2 时 ， 
FL 所 f(x2). 如 果 了 的 值 域 是 区 问 ， 则 了 是 连续 的 . 


练习 20 能 否 从 区 间 (0,1] 与 [0,1] 对 等 得 连续 双 射 了 : (0, 1] 一 [0, 1]? 


练习 21 设 羡 和 站 是 数 域 区 上 的 线性 空间 ， 世 和 下 分 别 蚌 它们 的 线性 基 . 
证 明 映 射 4 : 羡 一 是 线性 的 当量 仅 当 天 中 有 唯一 数 科 Qavw :WE E,veEFF 
满足 以 下 条 件 ， 

(1) 任何 ww € 如 都 使 {v|aww 关 0) 是 有 限 集 , 

(2) 当空 三 》 ab 时 {其 中 b 是 系数 上 且 不 为 霉 的 项 数 是 有 限 的 )， 


己 生 吾 
AT = 》 vy aoubu. 
vEF ueEE 
此 时 可 将 4 写成 矩阵 形式 [Qavw]verweB, 这 简 记 为 [avu]FxB. 
练习 22 设 互 ,正和 总 分 别 线性 空间 半 ,Y 和 2 的 线性 基 . 设 映射 4;: 针 一 YY 


和 BB: Yam=2 都 是 线性 的 ， 它们 揭 玫 示 乞 阵 分 别 是 [Gvu]FxE 和 [Bwvl GxF. 
证 明 复 合 号 4 : 区 一 2 是 线性 的 且 其 表示 算 阵 是 | 2 buduu]GxE. 
时 亡 


第 2 章 


则 度 与 可 测 性 


前 再 介绍 了 为 建立 实 分 析 所 需要 的 基本 工具 . 实 分 析 的 第 - -个 重要 概念 是 测 
度 ， 它 是 长 度 和 面积 等 几何 量 的 推广 ， 其 重要 特征 是 可 列 可 加 性 ， 这 对 应 着 集 列 
的 无 变 并 运算 和 级 数 运算 . 测度 本 身 是 一 种 范 数 ， 因此 先 有 必要 清楚 它 的 定义 域 . 


82.1 环 与 测度 


设 某 些 集合 组 成 集 类 4 使 贸 = 【A4, 称 半 为 A 的 基本 空间 . 
(1) .4 对 有 限 并 运算 封闭 是 指 : 书 , 下 E A 时 ， 忆 UF EA. 这 可 写成 


{EUF|IE,Fe A}CA. 


(2) A 对 有 限 无 交 并 运算 封闭 是 指 : EB,FeEAE 有 ENF= 多时 , 
EuUrFeh. 
(3) A 对 有 限 交 运算 封闭 是 指 {EN FE,F eA}CA. 
(4) A 对 差 运 算 封 闭 是 措 { 吾 \ FIE, 玉 EA} C A. 此 时 
好 一 五 \ 吾 EL 


(5) .4 对 补 运算 封闭 是 指 {X \ EIBE E A} C 4. 
(6) A 对 可 列 并 运算 封闭 是 指 .4 中 序列 【 吾 "] 之 并 都 在 .4 中 . 
(7) .4 对 可 列 无 交 并 运算 封闭 是 指 .4 中 相互 不 交 序 列 之 并 都 在 .4 中 . 


环 与 代数 对 于 集合 差 运 算 与 有 限 无 交 并 运算 封闭 的 集 类 称 为 一 个 环 . 以 基本 
空间 羡 为 其 成 员 的 环 也 称 为 -个 代数 . 

(1) 空 集 是 每 个 环 的 成 员 ， 环 对 于 有 限 个 集 的 并 运算 与 交 运 算 封 闭 . 

(2) 一 艇 环 及 ; : i Ee 了 之 交 NR 还 是 环 . 

(3) 宪 集 2X 是 X 上 最 大 的 代数 ,包含 集 类 .4 的 所 有 环 且 之 交 RR(.A) 是 
包含 A4 的 最 小 环 一 这 称 为 .4 生成 的 环 . 

(4) 大 的 集 类 生成 的 环 不 会 小 ，E C 二 RE) C R(F). 


实 直线 中 开 集 全 体 不 是 环 ,因为 开 集 (0,2) 与 开 集 (0, 1) 之 差 ,2) 不 再 是 
开 集 . 
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例 1 两 个 有 限 集 的 并 与 差 是 有 限 集 ,所 以 的 全 体 有 限 子 集 组 成 环 F(X). 它 
由 天 的 单 点 子 集 全 体 5 生成 事实 上 ， R.(S) 的 最 小 性 蕴 合 R(S) C F(XY. 
反 向 不 等 式 源 自 有 限 子 集 是 有 限 个 单 点 子 集 之 并 . 
初等 分 解 与 半 环 集 类 .4 中 有 限 个 相互 不 交 的 成 员 1,… ,En 之 并 为 吾 时 ， 
称 {Ei|i 所 nn} 是 五 相对 于 .A 的 初 敬 分 和 解 ， 
(1) 设 集 类 A 是 半 环 一 它 对 有 限 交 运算 封闭 且 A 中 两 个 成 员 之 差 可 由 A 
初等 分 解 ， 则 RBA) 中 成 员 都 可 由 .4 初等 分 解 . 
分 设 己 和 大 是 半 环 , 则 Ex 大 := {Bx FIE Ee £,Fe 大 是 半 环 . 
例 2 以 及 为 基本 空间 的 集 类 Pi = {(@, 训 | 一 oo < a 所 4 了 < 十 oo} 是 半 环 ， 
(a,9\ (c,d = (a,b A dc] U (av a,b), 
(a Ne,ad = (ave,bad. 
( 左 端 点 比 右 端点 大 的 区 间 理 解 为 空 集 ). 环 有 R1 = 瓦 { 亡 ), 其 中 成 员 妃 可 由 PI 
初等 分 解 ， 五 王 (al bi] | (an, bn]. 
初等 分 解 不 唯一 .如 {(0, 2]} 与 {(0, 1], (1, 2]} 都 是 (0,2] 的 初等 分 解 . 但 
在 区 间 数 目 最 少 的 意义 下 ， 兄 1 中 成 员 都 有 唯一 初等 分 解 . 
虽然 不 要 求 环 对 可 列 并 运算 封闭 ， 但 环 中 某 些 序列 的 并 可 以 在 这 个 环 中 ， 如 
环 有 R1 就 包含 其 序列 {(2-”, 21"]|m < 多} 之 并 (0,1]. 
例 3 以 天 记 实 直线 中 紧 集 全 体 . 它 对 并 与 交 封 闭 , 但 它 非 半 环 . 这 是 因为 [0,2] 
与 [0,1] 之 差 (1,2] 不 是 紧 集 ， 但 Kl = {五 \ FB, FF € KK} 是 半 环 ， 


(El \ Dn) 门 (Eo \ 2 ) 一 (五 1 门 E2) \ (i | Fa). 
以 Ez 门 fo 代替 Fa 后 可 设 fz CC ,于 是 本 人 门 B3 = 儿 . 这 得 
(EI\FI\ (Bo \ B= ENFPN(E NTS) 
= 人 门 rr 门 (ES UL F2) = (E] \ (Es2 UU 石门 Li ((E1 门 Fy) AN E2). 


因此 ( 访 \ 瑟 ) (BB2 和 本 ) 可 被 大 1 初等 分 解 . 这样 大 1 是 半 环 . 
由 大 CK CRK) 知 及 (Kk) = R(AKI). 于 是 


R(K) ={ 1 (Bi\ Fi)lBEi, Fe K,m 1}. 


i 
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测度 设 环 上 集 函 数 4 : 及 一 展 满 足以 下 条 件 : 
(1) 空 集 是 其 零 集 一 取 值 为 零 的 集 HA(G) = 
(2) 非 负 性 ， 户 E 人 RR 时 ，0 & (EF) & 十 co 
(3) 可 列 可 加 性 。 R 中 相互 不 交 序列 () 之 并 至 仍 在 妃 中 时 ， 
HE) = MAME) + p(BE2) 十 
则 称 p 为 测度 ， 它 有 以 下 性 质 (以 下 点 集 者 来 自 只 中 ) 
(4) 有 限 可 加 性 ， RD 画 = > ulBo). 
(5) 分 测 油 量 性 (与 有 限 可 加 性 等 价 )， J(F) 二 A(FNE)+ A(F\E). 
(6) 单调 性 , 若 巨 是 下 的 子 集 , 则 (EY) & 4(F). 
(7) 可 减 性 ， 若 是 下 的 测度 有 限 子 集 ， 则 jy(F \ E=nu(F)— nFE). 
(8) 可 列 次 可 加 性 ， { 五 ,] 覆盖 召 时 ， (EB) < > M(Bi) 
(9) 连续 性 。 《请 ,) 递增 至 如 时， im MBE) = HE). 
(10) 上 连续 性 ，【〈 羽 ,) 递减 至 巨 目 某 项 测度 有 限时 ， 上 式 成 立 
(11) 序列 《 吾 ,) 的 下 限 集 为 时 ，(E) 入 lim p(Bn). 
(12) = lim EE 且 有 上 使 j( U En) 有 限时 ， Jim p(Bn) & plE). 
NO n> no0 


任何 坏 妃 上 都 有 个 计数 测度 一 有 限 集 刀 的 计数 测度 |Elo 是 巨 中 元 素 
个 数 而 无 限 集 妃 的 计数 测度 |Elo = +eo. 


引 理 (Borel-Cantelli 引 理 ) 设 jy 是 环 及 上 测度 ， 设 (五 ") 是 能 中 序列 
使 户 = lim EB 在 台中 . 若 有 大 使 2 HE) < 十 co, WA(E) = 0. 
nOC 兄 守 


下 面 提供 一 个 判断 可 列 可 加 性 的 标准 . 


定理 2 如 果 环 上 非 负 集 函数 jy : 及 一 桶 具有 分 割 测量 性 (相当 于 有 限 可 加 性 ) 
与 可 列 次 可 加 性 ， 则 它 具 有 可 列 可 加 性 . 


取 值 恒 为 有 限 数 的 测度 称 为 有 限 测度 ， 环 2” 上 计数 测度 不 是 有 限 测度 ， 它 
是 90- 有限 测度 一 环 中 任何 成 员 可 被 一 列 测度 有 限 集 所 覆盖 .、 环 2* 上 计数 测 
度 不 是 o- 有 限 的 ， 因 为 实 直 线 不 是 可 列 个 有 限 集 之 并 . 代数 上 (co-) 有 限 测度 也 
称 为 全 (0-) 有 限 测度 . 


39 


单调 类 与 o- 环 (一 ) 对 于 单调 集 列 的 极限 运算 封闭 的 集 类 At 称 为 单调 类 ， 如 
军 集 2” 是 单调 类 、 一 艇 单调 类 {Mili e 了 之 交 站 Ah 还 是 单调 类 , 集 类 .4 
i€ 


生成 的 单调 类 MI(.A) 是 包含 4 的 最 小 单调 类 ， 

(二 ) 对 于 差 运算 与 可 列 无 交 并 运算 封闭 的 集 类 S 称 为 o- 环 ， 以 基本 空间 为 
成 员 的 o- 环 也 称 为 o- 代数 . 寡 集 2* 是 万 上 最 大 的 o- 代数 和 单调 类 . 

(1) 一 徐 o- 环 {Si|i € 了 之 交 Ds 还 是 ogo- 环 ， 集 类 A 生成 的 o- 环 


S{A) 是 包含 .4 的 最 小 o- 环 . 将 4 称 为 0- 环 S(4) 的 生成 系 ， 

(2) S(£) S S(F) 的 依据 是 £5 S( 太 ). 特别 地 ，S(R(A4)) = S(-4)， 

(3) 5 是 单调 环 一 既是 单调 类 又 是 环 一 当 目 仅 当 它 是 g9- 环 . 此 时 上 对 
集 列 的 并 运算 与 交 运 算 封闭 ， 也 对 上 限 集 与 下 限 集 封闭 . 

(光合 H(A) {Bj3{Bi|n eZ} CA:ECUE,), 它 是 包含 S(A) 


的 0- 环 且 具 有 和 遗传 性 一 如 果 忆 CPe H(A), 则 EH(A). 
集 关 运 算 中 一 个 有 力 方法 是 基于 以 下 定理 的 单调 类 技巧 


定理 3( 单 调 类 定理 ) 包含 环 甩 的 单调 类 人 必 包 含 忆 生成 的 o- 环 S(R), 特 
别 地 ， 环 尼 生成 的 单调 类 M(R) 与 o- 环 S(RR) 相等 


单调 类 技巧 是 测度 论 中 常用 方法 一 通常 对 oc- 有 限 测度 有 效 ， 单 调 类 技巧 
也 可 视 为 一 种 数学 归纳 法 ， 它 与 真正 的 数学 归纳 法 可 作 如 下 对 比 ; 

(1) 用 数学 归纳 法 证 明 一 列 命题 Pn) 对 所 有 自然 数 nt 成 立 的 步 取 :证 P(n) 
在 nn 二 0 时 为 真 ; 设 n= 上 或 世上 时 PP(m) 为 真 , 证明 P(k 十 1) 为 真 最 
后 声明 P(n) 对 所 有 n€ N 成 立 . 

(2) 设 只 是 环 ， 用 单调 类 技巧 证 明 一 能 命题 P(E) 对 所 有 巨 & S(R) 成 立 
的 步 聚 : 先 证 P( 妃 ) 在 吾 E R 时 为 真 ; 设 S(RR) 中 单调 集 列 (Ba) 恒 使 P(B) 
为 真 ， 证 明 ( 互 ,) 的 极限 至 使 P(E) 为 真 一 有 时 需要 分 递增 或 递减 两 种 情形 
进行 讨论 ， 最 后 声明 P(E) 对 所 有 忆 < S(R) 为 真 


外 测度 环 尺 上 的 非 负 集 函 数 v 称 为 外 油 度 是 指 v 在 空 集 上 取 值 为 0 且 满 足 单 
亩 性 与 可 列 次 可 加 性 ， 设 上 4 是 环 及 上 测度 ， 对 任何 吾 < H(R), 作 其 外 测度 


p(B) = inf{(Y EEN 2 1} ER: Ec UE 


(1) 外 测度 Ai* 在 空 集 上 为 零 ， J/*(2) 一 0. 
(2) 外 测度 p* 具有 非 负 性 ， 0 < jp* (EB) +00. 
(3) 外 测度 4* 具有 单调 性 ， 妃 E 下 草 含 4*(E) < pn*(F). 
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(4) 外 测度 HU* 具有 可 列 次 可 加 性 : 设 耳 ( 有 R) 中 序列 (五 ") 覆盖 五, 则 
aE) EA (BE) 十 人 (五 2) 十 


(5) 外 测度 py* 是 测度 A 的 集 函 数 延 折 ， 巨 E 风 葡 会 4(E) = (EE). 
(6) 对 于 Ee HRY, (EB) = min{p* (PE C Fe S(R)}. 
(7) 如 果 及 由 半 环 A 生成 ， 则 


A (BE) = inf{ 2 pl En Bs} CA:EC UD En,}. 


例 4 以 大 记 自 然 数 集 N 的 有 限 子 集 环 ， 则 H( 开 ) = 2%, 并 且 大 上 的 计数 测 
度 由 诱导 的 外 测度 j” 仍 是 计数 测度 ， 

为 此 ， 任 取 子 集 巨 CN 及 太 中 覆盖 忆 的 序列 (Bn). 应 用 2 上 的 计数 
测度 | . |o 的 可 列 次 可 加 性 得 | 五 |o 和 总 | 可 sjo- 因此 |Blo 所 jp*(E). 反 向 不 


等 式 源 自 {n} :ne 马 是 下 中 覆盖 B 的 至 多 可 列 个 成 员 
例 5 命 尺 = {2,{0,1}}, 则 卫 (R) = {g,{0},{1},{0,1}}. 取 环 只 上 的 计 
数 测度 六 则 请 {0 = jy40,1} 二 p41} = 2. 因此 je” 不 是 测度 . 
因此 外 测度 不 一 定 是 测度 即使 它 是 测度 ， 也 不 一 定 是 最 大 测度 延 拓 . 
例 6 取 实 直线 及 的 有 限 子 集 全 体 大 及 其 上 计数 测度 .显然 HH( 太 ) 就 是 及 


的 至 多 可 列子 集 全 体 而 pr* 仍 是 计数 测度 ， 然 而 及 的 子 集 全 体 2 上 的 计数 测度 
仍 是 4 的 测 瑚 延 拓 ， 它 明显 地 也 是 p* 的 测度 延 拓 ， 


定理 4 设 4 是 环 及 上 测度 而 瑟 E H(RR)， 如果 怠 能 分 割 测量 及 中 所 有 成 
员 ， 则 吾 满足 Carathéodory 条 件 一 对 任何 F € H(R)， 


HP)= FNE) tH (FNE). 
定理 5 设 /是 环 及 上 的 测度 ， 全 体 4*- 可 测 集 组 成 一 个 包含 及 与 一 切 4*- 
零 集 的 go- 环 RR*, 而 4* 限制 在 及 * 上 后 是 4 的 一 个 完全 测度 延 拓 . 


定理 6 设 4 是 环 及 上 oa- 有 限 测度 而 五 是 jp*- 可 测 集 ， 则 丸 中 有 个 测度 有 
限 的 递增 序列 (五 ") 覆盖 忆 ( 国 而 Ar 在 及 与 S( 及 ) 上 都 e- 有 限 ). 进而 ， 
(1) 有 D,FeS(R) 使 DCECF 有 A 有 Aw*(F\D)=0. 
(2) (EE) 之 oo0 且 5>0 时 有 了 ER 使 (BAF)<e. 


定理 了 和 坏 尺 上 的 o- 有 限 测度 在 S( 及 ) 上 有 唯一 测度 还 拓 ， 
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习题 
练习 1 证 明 环 及 中 有 限 个 非 空 成 员 1,… , En 可 被 及 中 至 多 2" 一 1 个 相 
互 不 交 的 成 员 初 等 分 解 


练习 2 以 上 区间 中 哪些 是 开 闭 集 一 一 个 开 集 与 -个 闭 集 的 交集 ? 
(1) (一 cc;0)，(0, 1). 
(2) {—o00, 0], (0, 1]. 
(3) (1, +00), [0, 1], 
(4) [1, +00), [0, 1). 


练习 3 证 明 有 Rn 的 开 闭 集 (一 个 开 集 与 一 个 闭 集 之 交 ) 全 体 .4 是 半 环 ， 它 生成 
的 环 与 开 集 全 体 Os 和 闭 集 全 体 Fn 生成 的 环 都 相等 ， 


练习 4 集 类 E 在 集合 4 上 的 迹 E 丫 4= {BM AIB e EE}. 证 明 ， 
(1) E 是 (0-) 环 时 ，EmnA 也 是 (0-) 环 
(2) R(EN A) = Rn 人 
(3) S(En 4) = S(E)n A. 


练习 5 (1) 设 X 是 无 限 集 ， 证 明 4 是 关上 的 代数 但 非 0- 代数 ， 其 中 

A = {CXIE 或 E* 是 有 限 集 }. 

(2) 设 六 不 可 数 ， 证 明 8 是 0- 代数 ( 称 为 可 数 - 余 可 数 代 数 ), 其 中 

8 = {EC XE 或 E* 是 可 数 集 }. 
练习 6 设 a 和 6 居 集 合 祥 的 一 对 元 素 ， 证明 同时 包含 和 或 同时 不 包含 
它们 的 苹 中 子 集 百 全 体 4 是 0- 代数 . 
练习 7 设 上 4 是 环 尺 上 测度 使 A(E) < 十 co, 则 下 是 可 数 集 ， 其 中 

F={reE{z} eR, rn{r} > 0}. 
练习 8 设 (an) 是 正 数列 使 每 个 an 一 ai. 作 2 + 十 测度 jE) 一 2 a 
证 明 岂 的 人 起 [ji( 刀 [BC 忆 +} 是 个 区 间 
练习 9 设 (ijicr 是 环 尺 上 一 能 测度 ， 证 明 c 是 测度 ， 其 中 
olE) = mE); HE) = sup HEi). 


当 J 是 定向 集 使 i 所 j 比 含 ji 所 joj; 时 ， 证 明 如 上 的 jz 也 是 测度 . 
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练习 10 环 祥 上 取 值 恒 为 十 oo 的 集 函 数 jz : 马 一 下 满 足 非 负 性 与 可 列 次 可 
加 性 ， 它 性 测度 吗 ? 

练习 11 设 几 是 环 尺 上 的 测度 . 证 明 : 上 零 集 全 体 .4 = {Ee RIn(E) =0} 
和 A- 有 限 集 全 体 8 = { & Rw(E) < 十 coj 都 是 环 . 


练习 12 任何 环 及 上 和 集 函 数 oo :五 一 XEtz1 是 测度 一 这 称 为 Dirac 测度 . 
再 命 54alE) 一 和 6z( 户 ), 证 明 54 也 是 测度 . 


练习 13 在 2” 上 定义 集 函 数 ji, 它 在 有 限 集 上 取 窑 ， 在 无 限 集 上 取 无 穷 大 值 . 
说 明 上 具有 有 了 眼 可 加 性 ， 但 无 哥 列 可 加 性 . 


下 
练习 14 设 Hi ,JW 都 是 环 及 上 og- 有 限 测度 . 命 三 和 瞩 ， 得 胞 上 测 
度 上 证 明 jz 是 9- 有 限 的 . 


练习 15 设 j 是 o- 环 5 二 的 洞 度 ， 证 明 上 零 集 全 体 So 和 测度 是 gc- 有 限 的 
集 全 体 SS 都 是 UU- 环 


练习 16 环 尺 上 ca- 有限 测度 与 v 在 S( 及 ) 上 的 测度 延 拓 记 为 严 与 立 
(1) 证 明 十 vv 在 (RR) 上 上 有 唯一 测度 延 祈 疡 十 疼 
(2) 当 训 wv 时, 证 明天 和 未 元 


练习 17 设 j 是 环 丸 的 上 测度 .以 下 点 集 展 来 自 瑞 ( 冯 ), 证 明 ， 
H(R) 上 有 个 等 价 关系 吾 ~ 已 表示 j*(EAF) =0. 

(2) 对 于 je*- 可 测 集 思 成 立 (BUF) T(ENF) = (EB) + (FF). 
(3) 如 果 (可 ) 是 相互 不 交 的 4*- 可 测 集 列 ， 其 并 记 为 EE, 则 


WFNE=W (FNE)+A (FN EE)+.... 


( 生 设 五 扣 王 并 且 和 由 (再 = 上 (FE) < 十 96. 如 果 忆 是 jr- 可 测 集 ， 则 
下 也 是 jp*- 可 测 集 . 

(5) 设 妃 是 某 个 y*- 可 测 集 的 子 集 , 则 百 是 pj*- 可 测 集 当 且 仅 当 巨 能 
分 割 测量 玉 的 所 有 4*- 可 测 子 集 . 

(6) 设 是 某 个 jz- 可 测 集 下 的 子 集 ， 如 果 jy*() < ++00, 则 互 是 pj*- 
可 测 集 当 且 仅 当 je (到 = (EB)+ jr(P\E). 

(7 了) 设 五 U 王 是 此- 可 测 集 , 如 果 /到 ] 十 大 人) = (BUF) < 十 oo， 
则 五 和 下 都 是 jy*- 可 测 集 . 

(8) 设 Ar- 可 测 集 列 (4%) 与 4*- 可 测 集 列 (Bn) 使 A CECAB, 且 
lim pe* (了 \ An)=0, 则 互 是 jp*- 可 测 集 . 
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H(AiU A2) = pp (A1) + "(42). 
OWEUD) THENF) < HE) + (PF). 
(11) 如 果 (局 ,) 递 增 至 囊 , 则 lim p(B%) p(B) 
| (12) 满足 以 下 条 件 的 双 射 荆 : 区 一 苹 将 1*- 可 测 集 映 射 为 1*- 可 测 集 : 


| (9) 设 吾 和 配 是 不 交 的 Ar” 的 可 测 集 而 4A; C 柬 , 则 


T(E) eHR) SS EEé HOR); p(T(E)) = 4*(B). 
(13) 若 5> 0 于 有 jj*- 可 测 集 局 使 jp*{EAG) < 人 6 则 瑟 昆 入 -可 测 
集 . 


练习 18 集合 六 由 这 样 的 数列 7 一 (z1，， ; Zn ) 组 成 :每 个 分 量 zn 形 
如 总 了 一 01 HL Vir < +o0. 论 部 上 规定 等 从 关系 ~ 使 


yy maz 表 示 玉 二 21 ,za 一 二 yn， 对 应 的 等 价 类 [zj 称 为 n 级 集 ， 由 
{[%jnjzx E 革 } 生成 的 环 记 为 y Re 定义 其 上 测度 j 使 
n 1 


p(n) = 卫 训 : 


证 明 ， (1) (RR%) 吕 ;是 递增 环 列 ， 它 们 并 为 - -个 环 及 
(2) jin : n 交 1 可 铬 成 及 .上 -个 具有 有 限 可 加 性 的 集 函数 以 
(3) 不 具有 可 列 加 可 性 . 


练习 19 设 入 是 基本 空间 外 上 的 go- 环 S 上 外 测度 ， 命 
S# ={ECXIMF) = AMAFNE+AMFNEN: FeS), 
则 3# 是 o- 代数 (请 注意 S# 中 成 员 可 不 在 5S 中 ). 
练习 20 没 及 是 环 , 证 明 允 是 包 合 妨 的 一 个 代数 ， 其 中 
R={EECXYFeR: ENF ER). 
证 明 ; (1) 环 只 上 任何 测度 A 在 代数 丸 上 有 个 测度 延 拓 所 使 
A(E)= sup{A(E NFP eR}. 


(3) Ee H(R) NH, (1*(E)= 1*(E). 
(3) EE Rr* 当 目 仅 当 Fe 了 R 时 ， pW = (FNE tPFNE). 


练习 21 不 用 单调 类 定理 证 明 本 节 定 理 7. 
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练习 22 设 集 类 5S 的 基本 空间 是 节 , 记 A = {EB,E°|E € 5S}. 当 5S 是 环 时 ， 
证 明 .4 是 代数 ， 当 5 是 o- 环 时 ， 证明 .4 是 o- 代数 . 

练习 23( 推 广 的 Borel-Cantelli 引 理 ) 设 上 是 环 及 上 测度 而 ( 轧 ,) 是 H(R) 
中 序列 使 用 满足 2 (Bh) < 十 cc， 则 Ar( Bm E,)=0. 


各 安 上 
练习 24 设 集 类 {4i|iE€ .由 的 基本 空间 是 4, 作 集 类 
P={0 ElB: = 4 或 两 = A\ Ai}. 
EJ 


说 明 PP 中 成 员 相互 不 交 且 恒 有 A; = 二 [|{H EPIH CC A;}. 
练习 35 设 五 , 包 , 是 半 环 人 中 有 限 个 成 员 ， 则 全 中 有 相互 不 交 的 成 员 
让 ,……… , 使 每 个 两 有 初等 分 解 { 包 |F; 和 Bi;). 
练习 26 设 刀 是 半 环 而 六 :万 一 到 满足 以 下 条 件 : 

(1) 空 集 是 v 的 零 集 ， zf[G) = 0， 

2) 非 负 和 性， 0 & v(E) & 十 Do， 
(3) 有 限 可 加 性 ， 吾 有 初等 分 解 {Bi;} 时 ，v(E) = 9 v(Ei), 

1 

称 2 是 容 度 . 它 在 环 R(P) 上 有 了 瞧 一 容 度 延 拓 ， 
练习 27 设 人 P 是 半 环 . 称 v: PD 一 肌 为 测度 是 指 

人 空 集 是 v 的 零 集 : 2Z(G] = 0， 

{2) 非 负 性， 0 & v(tE) & 十 cc， 

(3) 可 列 可 加 性 ， 蕊 有 可 测 划 分 {Ei} 时 ，v(E) = 总 v(B;). 

此 时 v 在 环 R(P) 上 有 唯一 测度 延 拓 . 

练习 28 设 是 环 肪 上 o- 有 限 可 测 . 将 如 中 序列 (了 ,) 之 并 的 全 体 记 为 A. 
证 明 ; (1) A 对 有 限 交 运 算 和 可 列 并 运算 封闭 . 

加 (2) .4 中 每 个 成 员 五 是 及 中 某 个 序列 (五,) 的 无 交 并 ， 此 时 记 KE 一 
2 HFn), 它 与 (x) 的 取 法 无 关 . 

(3) 百 E R* 当 且 仅 当 对 任何 56> 0 存在 已 EL4 便 有 zf{EAI <5. 
练习 29 设 集 类 E 的 基本 空间 为 蕊 . 将 万 上 包 会 集 类 EE 的 所 有 代数 之 交 a() 
为 生成 的 代数 ， 它 是 包 会 £ 的 最 小 代数 .将 天 上 包 会 集 类 EE 的 所 有 o- 代 
数 之 交 ga(E) 称 为 E 生成 的 o- 代数 ， 它 是 包含 的 最 小 0- 代数 . 

证 明 af(E) = {EB,X\ElIEB eR(E)} fo(E) = {BE,X\ EE ESE)}. 
练习 30 设 py 居 环 及 上 o- 有 限 测度 , 使 及 CAM ES SRR) 的 集 类 A 对 递 
增 和 首 项 测度 有 限 的 递减 序列 的 极限 都 封闭 时 ， 证 明 AM = S(R). 
练习 31 说 明 练习 30 与 单调 类 定理 互 为 推论 . 
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82.2 Lebesgue 测度 
设 a,b E 及 ”使 诸 分 量 ai < 六 定义 ni 维 区 间 如 下 : 


(0,0| = {zlar < 1 by On < En & bn} 
= (a1,b1] xX Xx (Can, bn], 

(a,0) = {xlas < x < on < Ln < bn} 
= (01,b) Xx- x (aon, bn), 

fa, 有 = {za & wz1 <b, ,on Ln < bn} 


= ai, b1) X***X [an, pn 
io, 3 一 {zla V1 bl :Qn 和 Tn 妆 bn} 
= [61,b1] xX -x [any 的] 
区 间 (a, 吕 全体 P = Pi x .…* P1 是 半 环 , 它 生成 的 环 R; 中 成 员 都 可 由 PP 
初等 分 解 . 区间 (4, 路 是 及 ”的 开 集 ， 而 区 间 [a, 是 有 ”的 紧 集 ， 


定理 1 坏 及 上 有 了 唯一 有 限 测 上 度 m 使 任何 兄 维 区 间 【oa, 引 的 测度 就 是 它 的 见 
维 体积 一 各 边 长 度 之 积 (有 一 01)… (fb 一 Qn)- 而 mm 诱导 的 外 测度 是 


m’*(E) = inf{Y m(Ei): Ee Pr,E Cc {BE}. 
i=1 i=1 


将 以 上 定理 中 有 限 测度 mi 按 Carathéodory 条 件 进行 延 拍 ， 得 到 Ri 和 
m*. 将 如 % 改 记 为 Ln, 其 成 员 称 为 n 维 Lebesgue 可 测 集 . 将 m* 改 记 为 m 
或 | |。 这 称 为 n 维 Lebesgue 测度 ， 它 是 全 0- 有 限 的 完全 测度 .一 维 、 二 维 
与 二 维 Lebesgue 测度 分 别 是 长 度 、 面 积 与 体积 的 推广 . 

Euclid 空间 的 怠 orel 集 将 e- 环 S(R;) 记 为 其 成 员 称 为 及 ”的 Borel 
集 ， 另 外 品 , 还 有 5 个 生成 系 ， 区 间 [o, 明 全体， 区 间 ja, 0) 全体， 区 间 (总 
全 体 ， 开 集 全 体 和 紧 集 全 体 . 

(QD) n- 维 区 亲 都 是 Borel 集 且 其 Lebesgue 测度 是 其 各 边 长 度 之 积 ， 如 

mf{a,b) = dm m({a,b— efk| = (0 — a1) (bn — Qn), 


mla,b] = dm ml{a — efk,b) = (Bb1 — a1) (pn — an). 


[2) 了 ”的 Borel 集 都 是 Lebesgue 可 测 集 . 
(3) Euclid 空间 是 Borel 集 且 其 油 度 为 无 穷 大 . 于 是 闭 集 与 紧 集 都 是 Borel 
集 ， 同 祥 无 理 数 集 是 Borel 集 且 其 Lebesgue 测度 是 无 穷 大 , 
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(4) 实 直线 上 所 有 区 间 是 Borel 集 且 其 Lebesgue 测度 为 其 长 度 ， 如 
m(0, 十 ooj = ,Jim m({0,k] = 十 co 


(5) 因为 {1z} = [z, 2, 单 点 集 {7X} 是 Borel 集 且 其 Lebesgue 测度 为 零 . 
至 密 可 列 集 {如 因 , 名 ,好 ) 是 Borel 集 日 其 Lebesgue 测度 为 零 . 
(6) 实 直线 上 开 集 的 Lebesgue 测度 是 其 构成 区 间 的 长 度 总 和 ， 


特 请 注意 ， 民 ” 的 非 空 开 集 7 的 Lebesgue 测度 总 是 正 的 ， 
例 1 在 构造 Cantor 集 上 时 , 第 步 移 去 了 27-1 个 长 度 都 是 3-" 的 开 区 


间 ， 移 法 的 开 集 QO 的 Lebesgue 测度 » 2 二 1, KK 的 Lebesgue 测度 是 
=] 


m(K) = m(l0,1])— m(0)=0. 


定理 2 设 巨 是 眉 员 的 子 集 ， 则 威 立 外 正则 性 : 
m*(B) = inf{m(U)| 开 集 U 2 Ej). 
进而 以 下 条 件 相互 等 价 : 
(1) 五 是 Lebesgue 可 测 集 . 此 时 ， 成立 内 正则 性 : 
m{E) = sup{m(K)| 紧 集 K CC EE}. 


(2) 对 任何 > 0, 有 开 集 UU 使 BCUEA mVU\E<e 

(3)] 有 包 售 五 的 Gs- 型 集 避 使 "(Uo \ EB)==0. 

(4) 对 任何 > 0, 有 了 闭 集 万 使 FCE 有 mMm*(B\F)<e. 

(5) 有 含 于 如 中 的 Fo- 现 集 到 使 mr*(E\ Fo)=0. 

(6) 有 Borel 集 D 与 FF 使 DCECFRERmF\D)=0. 
此 时 车 mm(B) 有 限 , 则 < > 0 时 有 玉 ER, 使 m(BAF) < 


下 面 讨论 函数 与 Borel 集 的 关系 . 


Borel 函数 设计 和 了 分别 是 限 * 和 导 m 的 Borel 和 集 . 岗 射 ff;: 一 了 称 
为 Borel 函数 是 指 Y 中 Borel 集 玉 的 原 像 fi( 了 ) 总 是 Borel 集 . 

(1) 可 逆 映 射 了 为 Borel 同 构 是 指 f 与 1 ! 都 是 Borel 函数 .换言之 
忆 是 Borel 和 集 当日 仅 当 f( 吾 ) 是 Borel 集 . 

(2) 当 了 连续 时 ， 它 是 Borel 函数 . 若 还 有 连续 反 区 数 ， 则 它 是 Borel 
同 构 ， 

(3) 设 天 是 恨 的 Borel 集 而 了 :三 一 下 是 单调 函数 ， 则 了 是 Borel 医 
数 ， 如 果 巨 是 苇 的 Borel 集 ， 则 (5E) 是 中 的 Borel 集 . 
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(4) 设 天 是 RR? 的 可 数 集 ， 则 任何 函数 了 : 区 一 了 是 Borel 函数 . 


如 sin : 及 一 民 是 连续 两 数 ， 它 是 Borel 函数 . 限制 sn : [7/2,7/2] 一 
[一 1,1] 有 连续 反 函数 ， 因 此 这 个 限制 是 Borel 同 构 . 同样 exp : 取 一 (0, 十 00) 
是 Borel 同 构 . ， 

熟练 运用 连续 亢 数 与 Borel 集 的 关系 将 有 助 于 解决 一 些 看 似 困 难 的 问题 ， 以 
下 性 质 的 证 明 就 依赖 于 连续 函数 { 恕 平移 和 线性 变换 等 )- 


性 质 3 () 平移 不 变性 ， mm* (Zz 十 忆 ) 二 "(有 ). 如果 忆 是 Lebesgue 可 测 
集 或 Borel 集 ， 则 2 十 五 是 Lebesgue 可 测 集 或 Borel 集 . 

{2) Lebesgue 测度 非 霉 的 集 必 包 舍 一 个 非 Lebesgue 可 测 集 . 

{3)] 设 吾 与 五 分 别 是 六 维 与 了 维 Lebesgue 可 测 (Borel) 集 . 命 呈 一 天 十 
则 五 x 五 是 nn 维 上 Lebesgue 可 测 (Borel) 集 并 县 |E x Fln = |Elx|Fl. 

(4) 设 是 到 "上 可 道 实 线性 变换 ， 则 ma*(7 五 ) = | detr|m*( 五 )， 如 果 
五 是 Borel 集 或 Lebesgue 本 测 集 ， 则 其 像 集 TE 也 是 . 

(5) 设 7 是 Cr 上 可 道 复 线性 变换 ， 则 m* (TB) = | detT|2ma*{ 已 ]， 如 果 
五 姨 Borel 或 Lebesgue 可 测 集 ， 则 其 像 集 TE 也 是 . 


这 里 det r 是 线性 变换 了 表示 为 方 阵 时 的 行列 式 ，(4) 和 {5) 体现 了 实 线性 
变换 和 复线 性 变换 对 测度 在 形式 上 的 不 同 影响 ， 但 在 本 质 上 (5) 是 (4 的 推论 . 


例 2 求 平面 点 集 召 := {(z, 胃 jz 一 YE QQ} 的 Lebesgue 测度 ， 为 此 作 可 道 线 
性 变换 了 : 民 ? 一 展 使 T(z, 引 二 (2 一 也 十 功 ; 则 互 =771(Q x 区 ). 因此 


m(E)= |det7 Ilm(@ x R) = 0. 


称 限 ” 的 子 集 二 为 上 维 线性 流 形 是 指 有 XY E 民 ” 和 一 个 下 维 线性 子 空间 
工 使 XX 二 工 十 工 , 这 是 一 个 线性 子 空间 的 平移 ， 平面 上 的 直线 是 1 维 的 线性 流 
形 ， 而 3 维 空间 中 的 平面 是 2 维 的 线性 流 形 . 


例 3 当下 去 如 时 ， 权 ”中 的 天 维 线性 流 形 和 是 Borel 集 且 是 只 维 Lebesgue 
索 集 .为 此 ， 取 到” 上 可 道 线性 变换 了 使 工 = 二 7T(R* x {0}). 于 是 
用 一 1det 了 | 及 x0=0. 


例 4 由 玉 "” 中 了 叶 个 线性 无 关 的 向 量 六 … ,加 张 成 的 平行 27: 面体 
E= {t+ .+tbalD Et ,ty & 1} 


屁 紧 集 且 其 Lebesgue 测度 是 | det[b1,-… , 如,]|. 为 此 命 了 是 方 阵 四 1,…… ,bn]， 
则 结论 源 自 等 式 五 = 7(|0, 1]”). 
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习题 
练习 1 设 0<r<1 及 s 三 7/(1 十 27). 移 去 位 于 了 = f0,1] 中 间 位 置 的 长 度 
是 sm 站 的 开 区 向， 剩 下 两 个 闭 区 何 五 和 五 . 移 去 分 别 位 于 五 和 12 中 间 位 
置 的 两 个 长 度 是 s2m(7) 的 开 区 间 ， 番 下 4 个 闭 区 间 ， 这 个 过 程 进 行 下 去 ， 刹 下 


-个 Cantor 型 集 EB-. 试 求 EB 的 Lebesgue 测度 并 证 明 Ey 不 包含 长 度 非 堆 
的 区 间 ， 


练习 2 设 集 9 由 [0,1) 中 这 样 的 点 x 组 成 ， 在 x 的 十 进位 小 数 0.p1pa … 表 
示 中 ， 数 字 2{ 如 果 存 在 ) 的 第 一 次 出 现 比 数字 3( 如 果 存 在 } 的 第 一 次 出 现 早 ， 判 
断 5 是 否 是 Borel 集 ， 如 果 是 ， 求 出 它 的 Lebesgue 测度 . 

练习 3 设 0<e<1. 构造 Cantor 击 集 天 ce 如 下 ， 移 去 位 于 f0,1] 中 间 位 置 的 
长 度 是 c 的 开 区 间 ， 炙 下 两 个 闭 区 间 五 和 五. 移 去 分 别 位 于 五 和 J2 中 间 位 置 
的 两 个 长 度 是 cnmna( 五 ) 的 开 区 间 ， 各 刺 下 两 个 闭 区 间 ， 这 个 过 程 进行 下 去 ， 剩 下 
集 KKK.. 试 求 五 。 的 Lebesgue 测度 . 

练习 4 移 去 单位 正方 形 中 间 面 积 为 1/9 的 开 正 方形 ， 剩 下 8 个 等 大 正方 形 ， 移 
去 这 8 个 正方 形 中 间 面 积 为 (1 /9)2 的 开 正方 形 ， 剩 下 64 个 等 大 正方 形 ， 如 此 
下 去 ， 剩 下 的 集 五 称 为 Sierpinski 地 毯 ， 求 其 面积 并 用 兰 进 位 小 数 表 示 其 中 点 
的 坐标 分 量 . 

练习 5 设 户 CC 及 使 m*(E) < 十 co. 命 ff) = mMm*(E 人 个 (一 00, 人 2])， 丙 数 
了 :了 下 一 下 连续 吗 ? 

练习 6 设 五 是 下 的 Lebesgue 可 测 三 Borelj 集 . 证 明 {E{ | 天 是 一 个 区 
间 ， 其 中 下 取 遍 五 的 Lebesgue 可 测 [或 Borel] 集 . 

练习 了 是 否 有 真 含 于 [一 1,1] 的 闭 集 下 使 m() = 2? 

练习 8 求 |0,1] 中 Lebesgue 测度 为 1 的 集 列 { 志 n} 之 交 的 Lebesgue 测度 . 
练习 9 试 作 直线 上 一 个 Gs 型 集 巨 使 当 & < 时 (0 中 六 EB 与 (a,b)\E 
的 Lebesgue 测度 为 正 ， 


练习 10 设 {rnln E 名 +-} 是 直线 中 的 有 理 数 全 体 ， 作 开 集 


1 1 
U = mm 一 一 rm 十 一 ). 
+ 


证 明 对 于 直线 的 任何 团 集 天 对 称 差 AR 的 Lebesgue 测度 为 正 . 
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练习 11 设 巨 是 民 * 中 Lebesgue 可 测 集 , 证 明 lim m(EN(z+E)) = m(B). 


练习 12 设 mm( 五 ) < 十 co, 证 明 lim ml(E+z}AK) = 0. 


练习 13 设 态 是 及 "中 Lebesgue 可 测 集 日 m(B) > 0, 证 明 ; 
(1) 存在 x E 昌 使 7 >0 时 ，m(ENMO({zx,7r)) > 0. 
(2) 存在 ?>0 使 O(0,7) CE 一 ={z- yr,y eB}. 
(3) 存在 2,y E 吾 使 了 一 9 有 的 坐标 分 指 都 为 无 理 数 . 
(4) 存在 ,2E 吾 使 z 一 8 有 的 坐标 分 量 都 为 有 理 数 ， 


练习 14 设 五 旦 及 ”中 Lebesgue 零 集 ,证 明 玉 "” 吾 在 了 下 ”中 稠密 一 对 任 
何 x € 及 "和 任何 7 >>0, 存 在 xER?*\ 巨 司 |z 一 x| <>. 


练习 15 没 己 是 到 ”中 Lebesgue 可 测 集 使 对 任何 区 间 (a, 昌 成立 ma*( 吾 门 
(a,9]) 二 mtb 一 al/2, 试 求 五 的 Lebesgue 测度 . 


练习 16 设 Euclid 空间 亚 ” 的 点 集 召 和 到 能 被 两 个 不 交 开 集 50 与 了 分 离 : 
CU 而 PCV, 证 明 ov(EUF)=m(E)+m*(F). 
练习 17 设 {ili < n} 是 [0,1] 中 Lebesgue 可 测 集 使 > m(E) > nn 一 1 
一 
证 明 瑟 二 门 五 非 Lebesgue 零 集 . 
1 二 1 


练习 18 证 明 ， 平 而 上 位 于 坐标 轴 上 的 任何 点 集 区 的 面积 为 堆 . 


练习 19 证 明 : 设 0 gx 1, 使 其 十 进位 小 数 不 舍 数字 7 的 x 组 成 一 个 Borel 
集 五 并 求 其 测度 | 将 0.7 这 样 的 小 数 表示 成 0.6999 .…, 它 不 省 中 


练习 20 设 5 是 有” 的 子 集合 
5 ={zeER"wr>0:mrOlz mn5) > 0}. 
证 明 : 它 是 财 集 且 mn*(S\5 )=0, 进 而 而 US2 二 可 U5 
练习 21 试 作 及 ”的 :个 闭 集 至 使 巨 中 的 点 都 非 有 理 点 且 ma(E) > 0. 


练习 22 设 户 是 [0,1]* 的 有 限 子 集 , 其 计数 为 尺 . 设 五 是 [0， 1]”* 的 Lebesgue 
可 测 集 使 km(E) > 22. 证 明 ， 巨 中 有 两 点 和 VY 且 让 中 有 两 点 a 和 5 使 


TT—y=a—bA0. 
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练习 23 设 巨 是 下 中 Lebesgue 可 测 集 . 设 a@E 了 而 ec>0 人 使 当 |zl <e 
时 ，& 十 立 和 一 和 中 有 一 点 在 吾 中 ,证明 mm( 瑟 ) 六 


练习 24(Vitali 覆 痊 定理 ) 设 实 上 直线 上 某 些 闭 区 间 往 了 是 Lebesgue 外 测度 
有 限 集 王 的 Vitali 覆盖 一 对 任何 6 > 0, 有 


则 了 中 有 有 有限 个 相互 不 交 的 成 员 卫 ,.… ,Tn 使 
IB\CUUI < 


练习 25(Sierpinski 覆盖 定理 ) 设 集 类 .7 中 成 员 都 为 实 直 线 上 的 长 度 非 零 的 
区 间 ， 这 些 区 间 的 左 端 点 集 包 含有 界 集 5, 则 对 6 > 0, 可 取 了 中 有 限 个 相互 不 
交 的 成 员 1,…… ,Ew 使 


IS\ (BiU--.U En <é. 
练习 26 当 书 是 及 的 Borel 集 时 , 命 J(E) 为 五 门生 的 计数 测度 |E 个 QQjo. 


全 ) 证 明 ， 上: B81 一 及 是 全 0- 有 限 测度 . 
{2) 找 个 Borel 集 巨 使 WV 取 遍 包含 的 开 集 时 ，4(E) < infy(V). 


练习 27 设 实 直线 上 有 界 拷 区 间 [o, 中 有 些 子 区 间 las, :i 二 1,… ,全 
(Di 0)+ 二 (bn an) =b—a. 
如 晒 关 了 时 [at, bj] 和 [ay,8j] 相交 至 多 一 点 ， 则 
[a, 0] = Utles, bali < ®}. 


练习 28 设 a<bHc<d 则 [a,0] -fod =[a-d,b-d. 
练习 29 用 练习 27-28 的 绪论 证 明 81.4 练习 11 中 KK 一 KK= [1,1l. 


82.3 可 测 映 射 


如 果 0- 环 多 的 基本 空间 是 大, 则 称 (X, 人) 为 可 测 空间 而 如 中 成 员 为 
克 的 可 测 入 ,可 将 0- 环视 为 六 上 一 个 可 测 结构 ， 可 测 结构 对 于 可 测 空间 的 重 
要 性 就 像 线 狂 结构 对 于 线性 空间 的 重要 性 

基本 空间 不 一 定 是 可 测 集 、 如 及 ”是 可 测 空间 区", 28) 的 可 测 集 但 非 可 测 
空间 (R”,C) 的 可 测 集 ， 其 中 C 代表 R" 中 全 体 可 数 了 集 
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可 测 子 空间 如 果 Y 是 可 测 空 间 (2Z,S) 的 非 空子 集 ， 则 . (了 ,5 站) 也 是 一 个 
可 测 空间 .这 可 视 为 (2Z,S) 的 一 个 子 空间 . 

中 ) 设 和 CYC2Z, 则 (SN 了 NX=SNMX. 因此 关 作为 2 的 子 空 
问 和 作为 了 的 子 空间 有 相同 的 可 测 结 物 . 

(2) 对 于 及 ”的 子 集 并, 命 BI{X) = Bn 站 芷 ,其 成 员 称 为 区 的 Borel 
集 . 好 (天 ) 是 由 集 类 {Un 于 IU 是 Buclid 空间 的 开 集 } 生成 的 o- 环 . 于 是 
(XX,8(X)) 成 为 一 个 (Borel) 可 测 空间 . 

设 巨 与 下 分别 是 可 测 空间 (XY,RR) 与 (Y,S) 的 可 测 集 , 称 百 x 王 是 
义 X 的 可 测定 形 ， 其 全体 有 已 * 5 是 半 环 . 
乘积 可 测 室 间 设 (X, 有 R) 与 (Y, 5) 是 可 测 空间 . 由 玉 *G 生成 的 环 与 o- 环 分 
别 记 为 丸 xG 与 及 x5. 环 有 RxS 中 成 员 都 有 相对 于 可 测 和 矩形 的 初等 分 解 . 

(1) 有 限 个 og- 环 51,.… ,5n 的 乘积 51 Xx … x Sn 是 由 可 测 惩 体 全 体 

Si Sn = {El xX :x En|E! EH], ,En E Sn} 


生成 的 og 环 . 将 (XX1 XXX 和 aol x … X om] 称 为 乘积 可 测 空间 ， 
{2) ( 截 口 保持 可 测 性 ) 如 果 WW 是 乘积 可 测 空间 (X x Y, RR x S) 中 可 测 
集 ， 则 其 截 口 Wz 与 WY 分 别 是 了 与 站 的 可 测 集 . 
(3) 对 于 自然 数 尺 与 4 命 吕 二 此 十 4 则 她 二 Bx x 及. 进而 
B(X x Y) = B(XY x B(Y). 
(4) 对 于 Lebesgue 可 测 结 构 而 言 ， Lk X Ar C Ln( 这 是 真 包含 ). 


可 测 划 分 如 果 可 测 空间 (六 ,人 S} 中 至 多 可 齐 个 相互 不 交 的 可 测 集 {En} 之 并 为 
可 测 集 五 , 则 称 {Ean} 是 五 的 一 个 可 测 划 分 . 如 { 五 } 就 是 五 的 可 测 划分 . 

需要 注意 ， 可 测 划 分 与 划分 的 区 别 ;， 可 测 划 分 只 有 可 数 个 成 员 旦 成 员 可 为 空 
集 ， 划 分 可 有 任意 个 成 员 但 成 员 不 能 为 空 集 . 

设 D' 和 D 是 巨 的 可 测 划 分 如 果 任 何 D € D 都 有 个 可 测 划分 {D' < 
D'|D' ES D}, 则 称 D' 是 DD 的 细 分 . 记 为 D<D' 或 D'> 了 D. 

自 反 性 ， 了 是 五 的 可 测 划 分 时 ， 卫 忒 也 . 

反 称 性 ， 了 P<D’ HD < 人 DH D=D' 

传递 性 : DPD<D'H 有 HD <D” 时 DD<D". 

定向 性 。 D1 与 Ds。 有 个 组 分 Di Y Do. 当 了 1 和 Ds 不 会 空 集 时 ， 

D1 V Ds = {DiN DslDi € D1, Ds € Ds} \ {0}; 
当 D] 或 Ds 以 空 集 为 成 员 时 ， 
力 1 YD, = {Di NM DD € Di, D2 E D2}. 


在 Borel 空间 (及 ,581) 中 , 集 类 {{1}, 42}, {3}} 是 全, 2,3} 的 可 测 划分 ， 
而 {(n 一 1,n]|n & 名 } 是 及 的 可 测 划分 , 集 类 {{7x}lwm < 及 } 不 是 实 直 线 的 
可 测 划 分 ， 因 其 有 不 可 数 个 成 员 。 {{1}, {2}, {3}, {4}} 是 {{1,2}, {3,4}} 与 
{人 ,3]}, {2,4}} 的 细 分 . 
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可 测 映射 设 (XX, 及 ) 和 (YS) 是 带 o- 代数 的 可 测 空间 ， 使 Y 的 可 测 集 下 原 
像 1 (五 ) 是 于 的 可 测 集 的 映射 了 : 区 一 了 称 为 可 测 映 射 有 时 也 以 表达 式 
了: (及 ) 一 (YS) 来 表示 是 可 测 映射 . 

判断 可 测 性 有 以 下 方法 . 

(1) 好 集 原 理 : 在 映射 了 : 三 一 了 下， 如 果 任 何 下 € 9 的 原 像 是 X 的 可 
测 集 ， 则 任何 严 E S(9) 的 原 像 1 (F) 也 是 蕊 的 可 测 集 . 

(2) 复 会 保持 可 测 性 ; 设 了 ( 及 一 (Y,5) 与 9: (YS5) 一 (2, 了 (是 可 
测 贞 射 ), 则 gf : ( 关 ,R) 一 (Z, 了 (是 可 测 映 射 ). 务 请 读者 注意 ,这 里 两 个 映射 
对 于 要 求 用 同一 个 o- 代数 5. 

(3) 限 制 保 持 可 测 性 : 设 9 :4 一 吾 是 可 测 映射 了 :和 一 了 的 限制 , 则 9 
是 可 浏 映射， 其 中 4 和 BB 分 别 作 为 瑟 与 Y 的 可 测 子 空间 ， 

(4) 夫 接 保持 可 测 性 : 设 Xi : i € J 了 是 可 测 空 间 及 中 可 数 个 订 测 集 作 为 可 
测 子 空间 ， 于 : 2 € J 是 可 测 空 间 YY 中 可 数 个 子 集 作为 可 测 子 空间 ， 可 数 个 可 
测 映 射 天 : Xi 一 (i & 骨 可 黏 成 一 个 映射 了 : 三 一 丫 时 ， 了 是 可 测 映 射 . 

( 品 乘 积 保 持 可 测 性 : 设 Fr Zn) 一 (万 (z) ,万 (zn))》， 刚 映 射 

了 :XXX Xn Tx-..xY, 
可 测 当 且 仅 当 每 个 万 : 2 一 Yi 是 可 测 映射 务 请 读者 注意 ， 若 元 特别 凡 明 ， 
乘积 空间 上 的 可 测 结 构 只 取 冬 积 可 测 结构 ， 

() 薪 积 和 投影 保持 可 测 性 : 设 f(z) 二 (万 (四 ,所 (Tz)), 则 映射 

f:X ox...xY, 
可 测 当 且 仅 当 其 分 量 所 : 关 一 都 可 测 . 

(7) 截 口 保持 可 测 性 : 设 WW CX XxY 而 了 :W 一 2Z 是 可 测 映 射 则 截 吕 
Fa) : Wa 一 世 与 截 口 矿区: W? 一 Z 是 可 测 蜡 射 ， 

如 果 三 可 测 且 将 可 测 集 映 为 可 测 集 ， 则 称 为 双 可 测 映射 . 如 果 是 可 道 
的 双 可 测 映 射 ， 则 称 了 为 可 测 同 构 . 如 恒 等 映 射 这 : 不 一 芒 是 可 测 同 构 . 

例 1 对 换 了 :全 XY 一 站 X 天 (7 人 Fy (9y,2) 是 双 射 ， 它 还 是 可 测 同 构 ， 
对 于 Y X 革 的 可 测 托 形 玉 X 吾 ,yx 盏 一 百 x 斑 是 XxY 的 可 测算 
形 ， 据 好 集 原 理 ， ? 是 可 测 映射 ， 类 位 地 可 说 明 ~y-! 也 可 测 . 

例 2 常 值 映射 了 : 苹 一 了 王 go 是 可 测 映 射 这 是 因为 加 € 下 时， 
fF)=X; 而 WF NH fl(F)= 8. 
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例 3 投影 7 :x 全 妨 是 可 测 映 射 。 以 7 为 例 ， 当 
万 是 到 的 可 测 集 时 ， 了 TI 本 = 页 x Yo x… x 了, 是 可 测 集 . 


可 测 消 数 设 下 是 带 o- 代数 的 可 测 空 间 . 如 果 了 是 Euclid 空间 的 Borel 集 ， 
并 且 的 任何 Borel 子 集 五 在 映射 了: 天 一 站 下 的 原 像 1-1( 下 是 六 的 
可 测 集 ， 则 称 请: 瑟 一 了 是 可 测 函 数 . 

(1) Borel 函数 当然 是 可 测 函 数 , 而 可 测 函 数 又 是 可 测 映 射 . 一 般 Borel 函数 
不 一 定 连续 . 如 (0, 1] 的 特征 函数 x 是 不 连续 的 Borel 函数 . 这 是 因为 Xi(F) 
只 有 和 4 种 可 能 儿 , (0,1], 民 \ {0,1], 民 . 

(2) (X 是 Borel 集 时 ) 子 集 马 的 特征 函数 X 是 (Borel) 可 测 函 数 当 且 仅 
当 召 是 可 测 (Borel) 集 . 这 源 自 X 六 五 ) 的 四 种 可 能 。 名 ,EE, 半 和 \ 忆 入， 

(3) 可 测 两 数 了 : 六 一 C 的 实 部 re 了 与 虚 部 im 六 符号 sgn 与 模 | 让， 
共 罗 f 都 是 可 测 画 数 ， 另 外， 可 测 函 数 的 线性 组 合 af 十 bg, 点 态 积 fg 与 点 态 
商 f/9( 莫 求 9 无 寄 点 ) 也 是 可 测 函 数 . 


上 面 出 现 的 符号 ， 对 于 复数 z = 如 十 V1v, 以 三 与 jz| 分 别 表 示 其 共 罗 
一 VY 一 lv 与 模 V2 十 如 . 以 rez 与 imz 分 别 表示 其 实 部 & 与 虚 部 v, 这 得 
到 儿 个 连续 函数 Te: C 一 人 与 im :CC 一人, 对 于 非 零 复数 2, 命 sgnz 二 2/|2| 
而 命 sgn0 = 0. 这 得 Borel 函数 sgn : C 一 于. 


例 4 以 代表 Euclid 空间. 可 测 函 数 了 : 关 一 了 的 图 像 各 了 是 可 测 集 . 为 此 
命 h(z, 胃 = (FUz), 切 , 这 得 可 测 函 数 及 :了 x 一 YxY 了 使 gr f= hh 1(F)， 
其 中 三 是 Y x 站 的 对 角 线 {(y,)|y 5 Y}. 因为 天 是 闭 集 (因而 是 Borel 集 )， 
所 以 中 了 是 可 测 集 . 

为 积分 理论 与 应 用 ， 需 要 讨论 可 取 无 穷 大 值 的 可 测 函 数 ， 作 到 上 c- 代数 

B={E,EU{-00},EU{to0}, EU {+o0}E € B81}, 

其 成 员 是 /" 义 实数 系 及 的 Borel 集 ， 如 {一 00} 与 {十 00} 都 是 Borel 集 . 
定理 1 对 于 可 测 空间 上 的 函数 有 : 六 一 民 , 以 下 条 件 等 价 : 

(1) f 是 可 测 函 数 ， 民 的 Borel 集 下 的 原 像 广 区 8) 是 可 测 集 . 
2) 对 于 EER, (了 所 加 或 (> 冲 | 是 六 的 可 测 集 . 

) 对 于 PE 机, {f < 四 [或 (ff 之 门 ] 是 王 的 可 测 集 . 

4) 子 集 {(z;, 引 Fe) < y < 十 00} 是 和 xx 下 的 可 测 集 . 
5) 子 集 {(z, 衣 f(z) <Yy<+ooj 是 互 xx 了 的 可 测 集 , 
7 


) 对 于 beE 民 , (f < 眉 威 (f > 是 XX 的 可 测 集 

) 对 于 5 E 下 (7 < 或 (f 之 站 | 是 天 的 是 可 测 集 . 

) 子 集 {(z, 切 | 一 oo 乞 y< (zi 是 天 xx 下 的 可 测 集 . 
) 子 和 集 {fz, 吕 一 co<gy< f(z)} 是 三 x 限 的 可 测 集 . 


( 
(3 
( 
( 
(6 
( 
(8 
(9 
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例 5 设 g9,h: 契 一 现 是 可 测 画 数 ， 则 曲 这 梯形 
E={(z,ylg(r) < y & h(z)} 
是 匡 x 朋 的 可 测 集 ， 这 是 因为 
E={(x,))9(7) & y < +o0} 
N{(z,0)| -oo & yy & h(x)}. 
(二 命 产 = 旨 则 五 = 娃 9. 因此 g 的 图 像 gfg9 是 到 的 可 测 集 . 
(2) 子 集 (9 < 月 是 起 的 可 测 集 (同样 (h < 们 是 可 测 集 )， 这 是 因为 
(g <h)=U{t <nN(r <Alr eQ}. 
(3) 子 集 (9 < 及 和 (g = 及 都 是 可 测 集 ， 这 是 因为 
(gh)= 了 XX\ (< yg), 
(g = =(g<\ (9 <. 
例 6 设 义 是 Buclid 空间 中 的 至 多 可 列 集 , 则 六 上 任何 函数 了 都 是 Borel 函 
数 ， 这 是 因为 原 像 11( 玉 ) 是 至 多 可 列 集 ， 因 而 是 Borel 集 . 


例 7 了 Riemann 函数 吾 是 Borel 冰 数 .这 是 因为 限制 (有 R : 外 一 现 ) 与 限制 
( 忆 : 民 \ 2 一 及) 都 是 Borel 应 数 . 

又 Dirichlet 函数 DD 是 Borel 前 数 .这 是 因为 D = xQ. 
性 质 2 对 子 可 测 两 数列 户 方 , 户 …… : 外 一 焉 , 以 下 汕 数 可 测 : 

(1) 上 确 滤 本 数 sup fu, 它 在 x 处 取 值 为 sup fn(T}. 

(2) 下 确 界 函 数 jnf fn, 它 在 x 处 取信 为 inf fn(x). 

(3) 上 候 限 函数 ,im fn, 它 在 x 处 取信 为 inf sup fm(z). 

(4) 下 极限 咕 数 jm fs; 它 在 处 取 慎 为 sup inf fml7). 

(5) 正 部 f+ 与 负 部 了-, 其 中 f+(z) = ( 土 /(x)) v0 

(6) 模 函 数 1, 它 在 z 的 取 值 为 |f(z)|. 

(位 积 态 疡 、 和 万 十 产 与 商户 / 户 (有 意义 时 ) 旦 可 测 函 数 ， 

项 数 的 正 负 部 提供 了 分 解 ， 了 = 一 了 { 且 |f|= ++/). 这 是 了 


的 所 有 正 负 分 解 中 最 小 一 对 ， 非 负 函 数 天使 f= 所 一 入 时 ，f+ 所 且 
1 fo. 


ST TT A 
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例 8 将 [0,1) 中 的 数 z 用 2- 进位 标准 小 数 写成 0.alaa … 定义 Pn{Z) 一 an 
则 吉 : 芝 一 民 是 Borel 函 数 . 事实 上 , 当 a 二 0,1 时 
(bn 一 oj 一 | f0.ai oan 10 Da dn i102 "Vi < Nn: ea = 0,1}. 
这 是 Borel 集 . 因此 际 : [0,1) 一 民 Borel 函数 . 
定理 3 可 测 阔 数 列 (fn) 的 点 态 极限 /是 可 测 函 数 ， 


多 贰 式 是 连续 函数 中 比较 好 的 函数 ， 求 多 项 式 的 值 只 用 到 四 则 运算 ， 其 导 沙 
数 与 不 定 积分 也 是 多 项 式 .如 果 将 连续 函数 换 为 可 测 函 数 ， 那 么 与 多 项 式 相对 应 
的 角色 就 是 离散 未 数 一 取 可 数 个 值 的 可 测 函 数 . 如 Riemann 吗 数 是 离散 Borel 
函数 .， 取 有 限 个 值 的 可 测 函 数 也 称 为 简单 函数 ， 


定理 4 设 了 :三 一 到 是 可 测 函 数 ， 则 有 离散 函数 列 ( 户 : 站 一 到) 使 
(1) 当 0g fz) < +o08N, 0g f(z) < folz) & gf), 
(2) 当 02 f(z) > -0 时 0 f(r7) 2 f(r) 2 .2 (7), 
(3) 当 f(z) = 士 ce 时 ， 记 (2) = 户 (四 = 一 士 co， 
(4 在 可 测 集 (| /| < oc) 上 ， (f) 一 致 导 近 了. 

如 果 有 和 界 或 在 (4) 中 要 求 点 态 收敛 ， 则 每 个 户 可 取 为 简单 函数 ， 


本 中 ，“ 台 近 ” 就 是 “ 收 仑 于 ”的 意思 ， 一 致 壳 近 就 是 一 致 收 化 . 
定理 5 设 上 :三 一 人 是 可 测 函 数 ， 则 有 - - 致 逼近 的 离散 函数 列 (fn) 使 
Fl Ifal sg) 
如 果 了 足 有 界 函 数 或 仅 要 求 点 态 收 仇 ， 则 每 个 岂可 取 为 简单 耳 数 . 
一 般 地 ， 函 数 了 是 简单 的 当 上 且 仅 当 它 形 如 Xr 其 中 {Xk} 是 有 限 
多 个 (相互 木 交 ) 的 可 测 集 ,为 此 设 (外) = {agj, 命 Xk 二 f({ax}) 即 可 . 


定理 6 设 了: 贸 一 及 是 可 测 空间 大 上 非 负 可 测 函 数 ， 则 有 非 负 实 数列 【cn) 
与 可 测 集 列 (Ew) 情 上 = 》 cnXE, 


本 节 最 后 介绍 一 些 有 关 o- 环 的 性 质 . 


性 质 7 (1) SCENA4)= 8S(E)jNn4, 其 中 ENA=1{ENAIE cE}. 
全 Si 一 SR = SUU) S HU 
(3) 设 EC2X 而 C27Y, 则 S(E) x S(F) = 8S(E * 大). 
(4) 设 ACEX 有 HEBEY, 则 (RNMNA) x (SNB)= (RxSN(Ax B). 
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习题 
练习 1 在 实 直线 上 ， 命 f(z) = 1/z, 了 (0) = 十 0o, 证 明 了 是 Borel 两 数 . 


练习 2 设 (XX, 及 ) 和 (YS) 是 可 测 空 间 ， 让 明 彝 积 0- 代数 天 x 5 是 使 两 个 
投影 T:XEXY 一 瑟 及 T; x 站 一 丫 都 可 测 的 最 小 9- 代数 . 


练习 3 设 有 可 测 空间 (Xi, 及;) 与 有 一 簇 映 射 {天 : XX: 一 了 |i & 站 证明 在 
Y 于 有 个 使 每 个 fi 都 可 测 的 最 大 o- 代数 5. 


练习 4 设 有 可 测 空 间 (了 ,6i) 与 映射 入 {天 : 关 一 了 |i Ee 下, 命 
ofli 蕊 1) 一 S{fr (Fli 所 了 F: E Si}, 
证 明 它 是 使 每 个 所 都 可 测 的 最 小 0- 代数 .这 称 为 {fli & 了 生成 的 0- 代数 . 


练习 5 证 明 以 下 基数 将 Borel 集 映 为 Borel 集 ， 并 求 它们 作为 可 测 函 数 时 各 自 
生成 的 o- 代数 5. 

(1) 符号 函数 sgnzZ( 当 了 >>0 时 ，sgnaz= 一 1 当下 <0 时 ，sgnzw 一 一 
3gn0 二 0. 这 可 统一 定义 为 sgn 7 一 sp riz 十 全) 

(2) 取 整 函数 [z] 或 不 超过 的 最 大 整数 [x] = max{n € Zin & zx}. 

(3) 正 芝 函 数 sin x. 

(4) 正切 棚 数 tanz :六 一 及 ,其 中 匀 = UU (了 + 2nn, 了 + 2nn). 


在世 
(5) 指数 隐 数 exp x : 展 一 (0, 十 oo0}. 
(6) 取 小 数 函 数 (7), 即 实数 z 的 小 数 部 分 ， (zj] = 72 一 [9]. 


练习 6 证 明 以 下 函数 是 Borel 函数 (其 中 区 代表 及 或 CC): 
(1) 和 差 ， 区 ”x KR? 一 人 R77, PT 二 
(2) 数 乘 ，， 区 x 区 ”一 RR" : (4, 7) 上 07， 
(3) 平移 ， 有 ?一 区 ? :7 王 到 十 2 其 中 尺 & 区 ”是 固定 的 . 
(4) 线性 映射 ， 区 ”一 区 ;x mm TZ; 其 中 是 一 个 m xn 人 乔 阵 . 
(5) 取 最 大 值 ， 联 xX 了 到 一 取 : (x,y) 下 max{7x,y}. 
(6) 取 最 小 值 ， 民 x 倪 一 倪 : (x,Y) 中 min{z,Y}). 
(7) 模 ， 下 ”一 下:zr* |z|， 
(8) 投影 区 "一 区 :7rrai 其 中 zi 是 工 的 第 i 个 分 量 . 
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练习 了 证 明 号 是 Borel 集 ， 其 中 
{1) EFE={(r) ERx RIOg<r+iye2a0gr-ys 1). 
(2 B {(a, x7) E Rx RV: (一 iazi < 1}. 
(3] E = {(2,) EE Rx Rlmax{z,y} < 100, min{7z,Y} 2 10}. 
(4)] E = 1{r €R": |x|e Q}. 


练习 8 如 果 g,f : 六 一 人 是 可 测 消 数 而 p > 0, 证 明 |flP,， expof 与 
Vf 十 上? 是 可 测 函 数 . 


练习 9 设 f:C 一 C 是 Borel 函数 ,证明 : 
(1) 丽 数 (z,g] 收 f(z 土 胡 是 C2? 上 的 Borel 函数 
(2) 浮 数 (X,Y) 嘱 f(xy) 是 C2? 上 的 Borel 函数 . 
(3) 函数 (2 切 请 f(z/ 旭 是 Cx 人 Cx 上 的 Borel 函数 . 
(4) 
(5) 
¢ 


4) 函数 (2, 及 王 了 (ze 上 十 | 加 2 是 Cx C+ 上 的 Borel 函数 . 
5) 函数 {z, 人 mmaxfz 让) 是 眉 x 有 民 上 的 Borel 函数 ， 
6) 函数 (z, 2 mr f(min{z,y}) 是 入 x 及 上 的 Borel 函数 . 


练习 10 设 上 :天 一 到 的 平方 户 :X 一 及 是 可 测 函 数 并 且 (f > 0) 是 可 测 
集 ， 证 明 矿 屋 可 测 函 数 ， 
练习 11 设 函 数 f : X 一 展 满足 ， 对 任何 有 理 数 5 点 集 ({f < 电 是 可 测 集 ， 
证 明 了 是 可 测 函 数 . 
练习 12 证 明 ， 来 直线 上 以 下 站 个 集 半生 成 的 环 帮 是 本 

(1) 民 中 全 体 区 间 (&, 十 co)， 

(2) 有 中 合体 区 加 1) 

(3) 到 中 全 体 区 间 {一 00,). 

(4) 及 中 全 体 区 间 (一 co, 引 ， 
练习 13 设 ( 久 , 6S, 4) 是 ec- 有 限 测 度 空 间 ， 证 明 任 何 可 测 集 吾 都 有 个 测度 有 
限 可 测 划 分 {Ew}, 也 有 个 以 五 为 极限 的 浏 席 有 限 递 增 可 济 集 列 
* 练习 14 证 明 : 闭 区 间 [0,1] 和 Cantor 集 天 是 Borel 同 构 的 ， 
练习 15 设 { 声 :了 革 一 民 |i Ee 了 是 Borel 和 集 关上 一 些 连 续 函 数 , 证明 sup i 

4 毛 


与 inf fi 是 Borel 函数 ， 如 果 每 个 fi 仅 是 Borel 函数 ， 结 论 又 会 怎样 ? 


练习 16 证 明 ， 有 无 限 个 可 测 集 的 可 测 空间 (已 ,S) 至 少 有 N 个 可 测 集 . 
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练习 17 可 测 空间 ( 兰 ,S) 的 非 空 可 测 集 五 称 为 原子 是 指 它 无 非 空 可 测 真 子 集 . 
证 明 两 个 有 交点 的 源 子 i 和 Ez 必 相 等 . 
* 练习 18 设 可 测 空间 (六,S) 是 可 数 生 成 的 一 有 和 集 列 (A5) 使 
S=S({An|n 2 1)). 
证 明 (1) 六 是 原子 空间 -一 它 为 其 原子 之 并 . 
(2) 七 的 每 个 非 空 可 测 集 BB 是 与 BB 有 交点 的 原子 的 无 交 并 . 
(3) 二 的 原子 都 形 如 门 五 其 中 每 个 五 。 是 A 或 补 集 A5. 


记 交 1 
(和 天 至 Cantor 集 乓 的 某 个 子 集 了 有 一 个 满 的 双 可 测 函 数 了 :二 一 工 
使 六 zi) 二 A(X2) 当 且 仪 当 zl 和 z2 在 乒 的 同一 个 原子 中 ， 


练习 19 设 蔷 是 Euclid 空间 有 R” 中 的 非 空 Borel 集 ， 证 明 : 
(1) 羡 的 Borel 集 类 B(X) 是 可 数 生成 的 且 其 原子 都 是 单 点 集 . 
(2) 了 至 Cantor 集 KK 的 某 个 子 集 了 有 个 Borel 同 构 了 : X 一 了 了 . 


练习 20(A- 运算 ) 以 S 代表 正 整数 列 a = (a1, az，…) 全 栖 , 设 2 是 一 个 集 
类 ， PO) {f :ZZ X86}. 对 于 feF(E), 记 


(HD=U NN) Fim;AE) = {MA € FO).- 


慷 忆 EE 


证 明 (1) A(E) 对 可 数 并 与 可 数 交 运算 封闭 . 
(2) A(A(E)) = A(E) (TT A 是 个 宪 等 运算 ). 
(3) 设 9 是 正则 的 -一 恒 有 g(i 十 1,8) Cg(i,a), 则 


U U 门 gti 二 k+l,a Qatarl. …) = U 站 g(i + k,b). 


IE 有 HA aEB keEDL bEB EP 
(4) 设 6 对 有 限 交 运算 封闭 ， 有 - -个 正则 9 E F(E) 使 M{f) = M (9). 
练习 21 证 明 ， 可 导 画 数 了 : (a,b) 一 CC 的 导 画 数 是 Borel 函数 . 
练习 22 证 明 ， 可 测 空间 X 上 了 数 了 是 离散 的 当 且 仅 当 它 形 如 2 axXRe， 其 
中 {EE} 是 至 多 可 列 个 相互 不 交 的 可 测 集 . 
练习 23 设 : X 一 C 是 可 测 函 数 ， 证 明 有 可 测 函 数 0 : X -一 到 使 
f(z) = |f(z)lexp(V—10(7)) :z eX. 

练习 24 设 有 : X 一 了 是 两 个 可 测 空间 之 间 的 可 测 映 射 如 果 上 是 X 上 测 
度 , 证 明 f 诱导 了 了 上 一 个 浏 度 v 使 五 为 的 可 测 集 时 v(F) = jf-1(F). 
练习 25 设 和 CC 民 使 XE 时 有 g > 区 满足 不 等 式 区 ,yj) 和 针对 于 隐 数 
让: 一 民 命 有 (7) 二 ,jm f(z) 及 f(z) = lm f(2). 证明 及 和 到 是 
世上 了 orel 函数 , 
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82.4 测度 空间 
前 面 讨论 的 可 测 郊 数 主要 基于 可 测 空间 ,以 后 讨论 的 可 测 函 数 主要 基于 测度 
空间 一 带 测度 的 可 测 空 间 (, 5S, 内 ), 这 可 简 记 为 【天 由)， 
例 1 使 P{0) = 1 的 测度 空间 (Q, 下 ,PP) 称 为 概率 空间 ， 如 命 
和 1 = {i Ki, k= 1,2,3,4,5,6}, 
其 中 (万) 代表 搓 3 次 贫 子 后 依次 得 到 的 点 数 ， 它 发 生 的 概率 为 1/216. 又 命 
na = {HHH, HHT, HTH, THH, HTT, THT, TTH, TTT}, 


其 中 HTH 代表 毛 3 次 硬币 所 到 的 面 依 次 为 正面 、 反面 和 正面 , 它 发 生 的 概率 为 
1/8, 其 他 字符 串 有 类 似 的 解释 . 


当 言及 测度 空间 ( 怀 , S, 月 是 (全 ) 有 限 或 {全 )o- 有 限 或 完全 测度 空间 时 是 
指 测度 4 具有 相应 的 性 质 ， 以 后 总 要 求 5 是 rr- 代数 . 


几乎 处 处 设 命 题 了 与 测度 空间 (Xn) 的 点 2 有 关 . 称 卫 在 大 上 区 乎 处 处 
成 立 恩 指 使 不 成 立 的 z 全 体 DD 含 于 - -个 零 集中 .这 相当 于 ww*(D) = 0. 请 
注意 ， 不 要 求 已 是 可 测 集 ， 因 天 本 身 可 测 ， DD 有 外 测度 ， 

(1) 对 于 测度 空间 (六 ,4) 上 的 函数 了 与 9, 式 子 1 二 9g 表示 了 与 g 所 乎 处 
处 相等 -一 它们 在 - 个 零 集 外 处 处 取 值 相等 ， 这 等 价 于 py*(f 了 关 9g) 二 0， 如 在 
Lebesgue 测度 下 ， Dirichlet 函数 和 Riemann 图 数 都 儿 乎 处 处 等 手 0. 

式 子 f<g 表示 了 几乎 处 处 小 于 g: 存在 零 集 吾 使 刀 全 天 \ 盏 时 ， 
AT) < 9(X). 这 相当 于 请 ( 了 9) = 0. 同样 可 解释 fg. 

(2) 对 于 ( 民 ， HL) 上 丙 数 列 (fn), 式 子 im f=f 或 lim fn 一 f, a.6. 表示 
(fn) 几乎 处 处 收敛 于 f: 有 个 鹤 集 召 使 和 < XX\ 巨 时 lim 反 (z) = f(z). 

在 积分 理论 中 发 挥 重 要 作用 的 是 以 下 收 敦 性 ， 
依 测度 收效 称 测度 空间 上 函数 列 (fi : 天 一 CC) 依 测度 收 仇 于 函数 了 :天 一 民 
是 指 对 任何 = > 0，lim_p*(|/n 一 并 > e) = 0. 这 意味 着 

Ve > 0,v6>0,d21vn2l:r (ff) < dt. 


也 意味 着 对 于 事先 指定 的 任何 误差 2, 函数 fi 与 了 的 误差 不 小 于 = 的 点 全 体 
(fs 一 了 | 之) 浙 近 地 为 “ 空 集 " 一 其 测度 欧 间 于 零 . 

(1) 测度 空间 上 函数 列 {fi :天 一 下 ) 依 测 度 收 但 当 且 仅 当 它 是 依 测 度 基本 
序列 一 对 任何 E> 小 lim ye*(jfm 一 如 | 宛 &) = 二 0, 此 时 ， 如果 (如 ) 是 可 


测 函 数列 ， 则 它 依 测度 退 近 - -个 可 测 函 数 ， 
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(2) 在 几乎 处 处 相等 的 意义 下， 一 数列 依 测度 收 伍 的 极限 是 唯一 的 
(3) 线性 组 人 台 与 取 模 保持 依 测 度 收 敏 与 几乎 处 处 收 往 . 

(4) 依 测度 收 化 《和 几乎 处 处 收敛 ) 保持 几乎 处 处 小 于 等 于 关系 . 

(5) 在 几乎 处 处 相等 的 意义 下 ， 函 数列 几乎 处 处 收 襄 的 极限 是 唯一 的 . 
(6) 几乎 处 处 收 化 的 可 测 函 数列 几乎 处 处 近 近 一 个 可 测 函 数 . 


例 2 区 间 (0,1) 上 的 函数 列 (万 : z 忆 2”) 依 Lebesgue 测度 逼近 0， 为 此 设 
0 <e<1, 则 (|fn| 之 6) = [En 1), 其 Lebesgue 测度 趋向 于 0. 


例 3 取 区 间 (0,1] 中 子 集 ((i 一 1) /nifn| 的 特征 函数 fi- 将 它们 排 成 一 到 
fi1, fa1, f22,° ,fnl, fn2, ;fnns : 


因数 所 ;i 在 此 序列 中 排 存 第 二 n(n 一 1)/2 十 i 位 , 将 它 记 为 9k. 当 D0<E<1 
时 ， {|g#| 宇 2 二 (全 一 1)/n,ijn|, 其 长 度 1/n. 当 上 大 趋向 无 穷 大 时 ， nn 也 赵 
则 无 窃 大， 因此 (9%) 依 Lebesgue 测度 逼近 零 函 数 . 


依 测度 收敛 不 草 含 几乎 处 处 收 伍 .为 此 考察 例 3. 任意 固定 zo E (0,1]. 当 
人 t 之 2 时 , 总 有 in 和 jn 使 fi (20) = 1 而 fr;, (Tz0) 二 0. 因此 (9kj 有 两 
个 子 列 : 一 个 在 zo 的 极限 为 0 而 另 一 个 在 zo 的 极限 为 1. 因此 (gk) 点 点 不 收 
敏 . 但 (gk) 的 子 列 【 太 1) 点 态 膛 近 0. 这 有 以 下 更 论 基础 . 


定理 1(F, Riesz) 如 果 测 度 空 间 上 范 数 列 【 户 :三 一 区) 依 测度 收敛 于 郴 数 
:太一 人, 则 有 子 列 (fk,) 几乎 处 处 收敛 于 地 

(几乎 ) 处 处 收 伍 自然 不 草 含 一 致 政 伍 ,然而 在 定 条 件 下 ， 几 乎 处 处 收 化 差 
不 多 就 是 一 致 收 伍 . 这 个 “ 状 不 多 "” 指 的 是 差 一 个 测度 任意 小 的 集 . 
定理 2( 工 , 更 . EropoB) 设 全 有 限 测度 空间 上 可 测 冰 数列 (fn :一 CC) 儿 
平 处 处 收敛 于 可 测 函 数 了: 外 一 C. 对 任何 5 > 0, 有 可 测 集 忆 使 h(E) < 6 
而 (所) 在 六 和 巨 上 一 致 收 合 于 了. . 

几乎 处 处 收 敏 不 草 含 依 测度 收 伊 . 为 此 取 [0,n| 的 特征 函数 高， 函数 列 (fn} 
点 态 开 近 上, 当 站 之 EE 之 1 时 ，(| 所 一 | 宕 8) = (wm 十 00), 其 Lebesgue 测度 
桓 为 无 穷 大 ， 因 此 (所) 不 依 Lebesgue 测度 台 近 1. 
定理 3(Lebesgue) 如 果 全 有 限 测度 空间 上 可 测 表 数列 【 产 : 着 > C) 几乎 处 
处 收 化 于 可 测 函 数 卫 : 天 一 CC, 则 (J) 依 测度 收敛 于 . 


依 测度 收敛 有 如 下 重要 特征 . 
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定理 4 设 有 测度 空间 (XX, 允 ,4) 上 西数 列 f, 了, f2,… :XX 一 CC. 
(1) 机 数 列 (5,) 依 测度 收 误 于 了 当 且 仅 当 (fr) 的 任何 子 列 (所) 都 有 子 
列 (站 使 5 > 0 时 , 有 子 集 轧 使 (Be) <6 且 (1 在 避 上 一 致 收 合 于 了 . 
(2) 如 果 j(X} < 十 oc 且 了 与 fn 都 可 测 ， 则 (fn) 依 测度 收敛 于 f 当 且 
仅 当 ( 反 ) 的 任何 子 列 ( 凡 ) 都 有 几乎 处 处 收 伍 于 f 的 子 列 (六 ). 


推论 5 设 全 有 限 测度 空间 二 的 可 测 函 数列 (所) 与 《gn) 分 嘿 依 测度 收敛 于 可 测 
国 数 与 9, 则 (1) (fng9n) 依 测度 收 伍 于 fg9. 

(2) 对 任何 p> 0, 《|fnP) 依 测 度 收 合子 1. 

(3) 当 9n 与 9 处 处 非 零 时 ， (fn/gn) 依 测度 收 证 于 f/g. 


称 了 :和 一 了 是 Lebesgue 可 测 是 数 是 措 ， 三 是 Lebesgue 可 测 集 ， 而 
Y 居 {Buclid 空间 或 广义 实数 系 的 )Borel 集 使 了 的 任何 Borel 子 集 五 的 原 像 
FL 了 是 于 的 Lebesgue 可 测 子 集 . 


例 和 4 如 果 下 是 Lebesgue 零 集 ,， 刚 基 上 任何 疯 数 三 都 是 Lebesgue 可 测 消 
数 . 这 是 因为 原 像 1-1{ 玉 ) 总 是 Lebesgue 零 集 . 


Dirichlet 函数 是 Lebesgue 可 测 冯 数 . 它 无 连续 点 ， 但 它 限 制 在 无 理 数 集 
民 \ 上 是 连续 西数 量 图 |1 = 0, 请 注意 无 理 数 集 不 是 实 直 线 的 闭 集 ， 


定理 6( 且 . H., JIy3ma) 设 了 是 七 上 的 Tebesgnue 可 测 函 数 . 对 于 4 > 0， 
有 含 于 站 的 闭 集 忆 使 mH{X \ 加 ) < 5 并 有 昌 了 限制 在 上 上 是 连续 函数 . 


需要 注意 的 是 JIYy3lr 定理 并 没有 说 占 的 点 了 是 f 的 连续 点 ， 而 只 是 说 2 
是 限制 (了 : 避 一 C) 的 连续 点 一 对 任何 > 0, 存在 5> 0, 当 z E 吾 ( 注 意 不 
是 zEX) 直 jz 一 xz| <6 时 |f(z})— fz)| < ee. 


定理 7 了 (H. H. JIy3MH) 对 于 Lebesgue 可 测 函 数 :六 一 及 和 任意 5$ > 0， 
存在 连续 两 数 9 : 针 一 及 使 m(f 产 9) < suplg|(X) < sup1fI(X). 


Borel 集 是 Lebesgue 可 测 集 表明 Borel 捕 数 也 是 Lebesgue 可 测 疯 数 ， 
由 于 存在 非 Lebesgue 可 测 集 ， 所 以 存在 非 Lebesgue 可 测 函 数 . 由 于 存在 非 
Bore] 集 的 Lebesgue 可 调集 ， 所 以 存在 非 Borel 函数 的 Lebesgue 可 测 函 数 . 
以 下 定理 表明 Lebesgue 可 测 哨 数 本 质 上 是 Borel 峭 数 . 


定理 8 Lebesgue 可 测 通 数 六: 六 一 和 在 一 个 零 集 外 是 Borel 函数 . 
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练习 1 设 {Xj 此) 是 全 有 限 测 度 空间 ， 可 测 函 数列 【入 ; 站 一 人) 几乎 处 处 通 
近 可 测 函 数 了 当 且 仅 当 8 > 0 时 ， lim p(sup (fm —f|>e)=0. 


练习 2 设 对 任何 X,Y E 展 " 成 立 f(z 十 中 = f(z) 十 f(y). 试 证 明 Lebesgue 
可 测 函 数 f: 及 ”一 展 是 连续 函数 ， 


练习 3 将 及” 看 成 史上 的 向 量 空间 ， 取 其 基 BB. 每 个 x E 了 及 ”有 了 唯 - -线性 组 
合 工 = > aefzye (系数 ae(z] 都 是 有 理 数 旦 不 为 鹤 的 系数 仅 有 有 限 项 }. 


EB 
人 1) 还 明 ， 对 任何 有 理 数 7 与 5 和 对 性 何 向 量 与 成 立 

: Cefyz 十 5) = re (KX) + sQe ld). 
} 证 明 ， 涵 数 ae : 下” 一 耻 不 是 Lebesgue 可 测 函 数 . 
] 证 明 ， 当 5 是 实数 时 ， (ae < 站 非 Lebesgue 可 测 集 . 
) 证 明 ， 当 b 是 实数 时 ， 【ae < b) 非 Lebesgue 可 测 集 . 
] 证 明 ， 当 b 是 有 理 数 时 ， (ae 二 0) 非 Lebesgue 可 测 集 . 
) 说 明 召 的 势 为 以 这 保证 了 以 下 结论 合理 性 )， 
) 对 于 自然 数 k, 找 出 十 1 个 有 理 线性 无 关 的 实数 ， 
练习 4 设 函 数 站: (0@, 门 一 民 合 a<z<y<b 时 

f( f(z) + fy) 


如 果 了 在 开 区 间 (zo 一 7?, zo 十 7) 有 上 界 ， 证 明 f 在 xo 连续 . 
练习 5 设 Lebesgue 可 测 函 数 有 : 民 一 肥 对 任何 实数 2 与 成 立 


(EY) < 人 


iy < 
2 


证 明 了 是 连续 的 下 凸 淆 数 . 

练 可 6 找 个 闭 集 玉 使 m{ 展 \ 下 < 0.1 并 且 函 数 [z] 在 已 上 过 续 . 
练习 了 写 出 并 证 明 jy3z 定理 的 逆 命 题 . 

练习 8 构造 -- 个 非 Borel 集 的 Lebesgue 可 测 集 . 


练习 9 证 明 两 个 Borel 肖 数 了 :一 YY 和 到 :YY 一 2 的 复合 hf 是 Borel 
柄 数 ， 将 Borel 水 数 换 成 Lebesgue 可 测 函 数 后 的 结论 对 吗 ? 
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练习 10 设 了 : 针 一 及 是 Lebesgue 测度 有 限 集 上 的 Lebesgue 简单 函数 而 
6 > 0, 证 明 有 连续 函数 上 及: 汪 一 民 使 min7 hmaxf Hm(f 上 h) <56. 


练习 11 设 了 :|0,27] 一 及 尾 Lebesgue 可 测 函 数 ， 证 明 ， 
(1) 存在 一 列 有 理 系 数 多 项 式 (所 ) 在 [0,27| 上 几乎 处 处 通 近 了 . 
(2) 存在 一 列 有 理 系 数 三 角 多 项 式 (gn) 在 [0,27] 上 几乎 处 处 逼近 六 


练习 12 证 明 存在 [0,2w] 上 的 连续 函数 项 级 数 hi 十 hz 十 .…, 将 其 添加 括号 
后 订 以 几乎 处 处 逼近 事先 指定 的 任何 Lebesgue 可 测 函 数 了 : [0,27] 一 它 ， 


练习 13 考虑 Lebesgue 可 测 集 汪 上 的 函数 ， 证 明 ， 
(1) 与 个 Lebesgue 可 测 函 数 几乎 处 处 相等 的 酉 数 也 Lebesgue 可 测 . 
(2) Lebesgue 可 测 函 数列 的 几乎 处 处 收敛 的 极限 是 Lebesgue 可 测 函 数 . 
(3) Lebesgue 9J 测 函数 列 依 测 度 收 敛 的 极限 是 Lebesgue 可 测 函 数 ， 
(4) 
( 


4) Lebesgue 可 测 集 上 几乎 处 处 连续 的 函数 是 Lebesgue 可 测 函 数 . 
5) 与 一 个 连续 函数 几乎 处 处 相等 的 丽 数 是 否 几乎 处 处 连续 ? 


练习 14 求 Lebesgue 可 测 函 数 了 : 及" 一 权 全 体 工 的 势 . 

练习 15 设 4(XX) < 十 co, 证 明 对 于 可 油画 数列 (fn: 对 一 CC) 存在 正 数列 
(cn) 使 (cnj%) 几乎 处 处 逼近 0， 

练习 16 证 明 : 对 于 人 有 限 测度 空 间 (XX， A) 上 几乎 处 处 逼近 0 的 可 测 函 数列 
(fn), 存在 数列 (cn) 使 二 lcn| = +oeo 且 > len fn (x)|<00. 


练习 17 设 ( 取 , 凡 ) 是 全 有 限 测度 空间 ， 设 可 测 函 数列 (所 : 久 一 区 ) 依 测度 
收 合 于 可 测 函 数 了 :多 一 区. 如 果 gp : 区 一 C 是 连续 函数 ， 证 明 复 合 函数 列 
(wfn) 依 测 度 逼近 复合 函数 pf, 其 中 区 代表 民 或 C， 


练习 18 设 测度 空间 (X, yx) 上 浮 数 列 (fij) 各 ， 依 测 度 吾 近 函 数 卢 ， 而 函数 列 
{ 方 ) 关 ;， 依 测 度 担 近 函 数 了 ,证明 (天;) 有 子 列 依 测度 逼近 了 . 


练习 19 设 测度 空间 (XX, 4) 上 可 测 函 数列 (六)】 依 测度 避 近 可 测 函 数 f, 而 且 
当 nn 安 1 时 fn fntl; 证 明 (fn) 几乎 处 处 逼近 地 


练习 20 设 ( 久 ,5,4) 是 o- 有 限 测度 空间 , 将 8 中 成 员 称 为 可 测 集 ， 而 将 S* 
中 成 员 称 为 4*- 训 测 集 . 设 百 是 J* 可 测 集 而 了 是 召 上 p+- 可 测 函 数 一 当 
下 是 展 中 Borel 集 时 ， 了 -1( 下 ) 是 巨 中 4*- 可 测 集 ， 证 明 吾 有 可 测 集 C 使 
(EE\G) = 0 有 是 了 限制 在 G 上 是 可 测 函 数 . 
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练习 21 设 疯 数 序列 (所 : 着 一 及)% 点 态 递 增 至 函数 :外 一 展 . 当 c 是 
实数 时 ， 证 明 集 列 (所 > 0c))2 | 递增 至 (f > 四 


练习 22 证 明 ， 集 询 (f < 1 一 1/n) :n= 1,2,.…… 递增 且 其 极限 是 (f < 1). 
练习 23 设 (cn) 是 正 实数 列 使 lim ca = 0 县 二 = +oo. 设 汪 :和 一 机 
旦 非 贫 可 测 丽 数 ， 证 明 有 可 测 集 列 ( 配 ) 使 /一 cnx 


练习 24 设 和 感 2 上 的 外 测度 ， 称 站 的 子 集 吾 为- 可 测 的 是 指 
AF)= MFNE)+AMFNE):FCX. 


对 于 函数 了 : 站 一 至, 证 明 以 下 条 件 等 价 ， 
(1) 了 是 入 可 测 函 数 ，b 是 实数 时 ， (了 寡 中 是 入 可 测 集 . 
(2) 下 是 久 的 子 集 且 当 一 oo < a < 了 < 十 00 时 ， 


MP(F & 0)) + PF 2 0)) «AP). 


练习 25 设 概率 空间 (X, 1) 中 可 测 集 列 ( 情 ,) 的 并 为 召 而 交 为 下. 
是 当 0<ec<1l 时 总 有 个 关 满 足 En) > ,证 明 (8B) =1. 
(2) 设 恒 有 4(En) = 1 证 明 jp( 四 ==1. 
(3) 设 sup 人 En) 二 1 而 0 <c<1, 则 多 | 有 可 数 子 集 了 使 


Dl- AE)) < +o0, 4(() Bi)>¢. 
iEJ iEJ 


练习 26 设 (让 ,14) 是 完全 概率 空间 , 设 下 是 区 中 非 可 测 集 ,证 明 有 常数 e 使 
0 <c<1 且 当 避 是 满足 K( 百 ) 之 c 的 可 测 集 时 ， 王 门 吾 非 可 测 集 . 


练习 27 设 ( :天 一 下 )ss | 是 金 有 限 测度 空间 (站 ,1) 上 的 可 测 函数 列 ， 证 
明 ，【 户 ) 几乎 姓 处 通 近 0 当 且 仅 当 (gn) 依 测 度 玩 近 0, 其 中 gn = sup [Fl. 


练习 28 证 明 ， 测度 空间 (XX, 由 上 丽 数 列 (fi ) 依 测 度 记过 f 当 且 仅 当 Ee >> 0 
时 ， 有 个 mm 使 n>m 时 jw(|fn 一 了) < 


练习 29 计数 测度 空间 ( 蔷 ,2X, | . lo0) 上 函数 列 (fn) 依 测 度 遗 近 f 当 且 仅 当 
(fr)】- 数 剖 近 了 
练习 30 设 (二 ,HA) 是 测度 空间 ， 证 明 : 

(1) = 具有 自 反 性 、 对 称 性 与 传递 性 ， 

(2) < 具有 自 反 性 与 传递 性 ， 但 不 一 定 有 反 称 性 , 

(3) 六 9 当 且 羽 当 FSg 与 9 乏 了 


第 3 章 


积分 与 可 积 性 
形式 上 ， Riemann 积分 ] f(z)dz 中 需要 一 个 被 积 函 数 f : jc, 引 一 下 和 


小 区 疝 的 dz， 它 还 有 一 个 本 质 的 因素 一 积分 的 定义 方式 ， 在 第 二 章 中 ， 小 区 
闻 的 长 度 被 推广 为 测度 ， 而 Riemann 可 积 网 数 则 被 推广 为 可 油 敬 数 ， 因 此 推广 
Riemann 积分 就 只 剩 下 定义 方式 了 . 


83,1 积分 及 其 性 质 
本 节 讨 论 的 积分 有 多 种 定义 方式 ， 下 面 用 其 特征 来 定义 . 


非 负 可 测 议 数 的 积分 与 其 性 质 测度 空间 (发 , x) 上 非 负 可 测 浮 数 了 :大 一 下 都 
对 应 唯一 非 负 广义 实数 了 (zu(dz) 满足 以 下 (1) 和 (2): 
x 


(1) 当 了 是 可 测 集 吾 的 特征 函数 时 ， f fenlds) = (BY, 


(2) 当 所 都 是 非 负 可 测 函 数 且 了 二 二 疡 时 


{fplan) = 三才 六 (nl 
将 】 7(z)wtdz) 简 记 为 】 dl 这 称 为 了 在 义 上 的 积分 它 有 以 下 性 质 
XX 
(3) 当 0 < eg + 时 ， } ef lo) nds) 一 c FA(eo) 
(4) 当 cn 关 0 且 瑟 。 是 可 测 集 使 = 2 cnXp。 时 ( 见 92.3 定理 人 )， 
Jan = Deny( En). 
x nn 


这 可 视 为 非 负 可 测 函 数 积分 的 定义 ， 据 以 上 性 质 ， 以 后 在 证 明 有 关 积 分 的 其 些 通 
用 结论 时 ， 常 可 设 f 是 可 测 集 的 特征 函数 . 


Pe 
符号 Adz) 可 直观 地 理解 为 “无 穷 小 可 测 集 dz 的 测度 ”, 而 f(x)p(dr) 可 
晶 解 为 “无 穷 小 曲 边 梯形 {(t,) 睹 E dx,0 yf 由 } 的 面积 ”. 
例 1 Dirichlet 阔 数 DD 二 Xg 关于 Lebesgue 测度 的 积分 
{ De)m(da) = m(Q) = 


据 积分 的 性 质 (4)， 当 要 说 明 一 个 关于 积分 的 结论 对 于 所 有 非 负 可 测 函 数 成 
立时 ， 只 要 说 明 结论 对 于 可 测 集 的 特征 函数 成 立 就 可 以 了 . 


例 2 计数 测度 空间 (天 ,| .|o) 上 非 负 可 测 函 数 的 积分 三 了 (zx)ldxlo = 2 f(x). 
其 沁 所 
为 此 可 设 了 = XE, 上 式 两 端 为 | 五 |o 和 2 XE(T). 它们 相等 . 
， 下 她 


廿 例 表 明 级 数 为 函数 关于 计数 测度 的 积分 ， 因此 积分 是 级 数 的 推广 . 


例 3 设 (M4, 1) 是 全 0- 有 限 测度 空间 使 p(2M) > 小 证 明 于 上 有 可 测 函 数 妈 
使 0< 刀 < 之 +o0 且 wap = 1. 这 可 视 为 1. 生 例 5 的 积分 形式 . 
M 


为 此 取 M 的 测度 有 限 可 测 划 分 {ln E 中 ,将 其 中 淮 集 并 至 一 个 非 鹤 人 
上 后 可 设 ,部 非 夫 集 . 取 on > 0 使 开 on 一 下 命 岂 一 沁 rn 则 
neEJ Th ny 


a 过 n= 1. 
wap = > By xda = 0 


neJ 


将 非 负 可 测 函数 f 限制 在 可 测 集 吾 上 后 同样 可 定义 积分 fdjy. 特别 地 ， 
Fa 
了 fdn = 0. 本 书 约定 ， 在 任何 情形 下 积分 有 限 的 通 数 称 为 可 积 函 数 . 
记 


一 般 可 测 函 数 的 积分 与 性 质 (一 ) 设 了 : 鲜 一 及 是 可 测 通 数 而 百 是 三 的 可 测 
集 ， 如 果 了 的 正 部 f+ 或 负 部 广 在 忆 上 可 积 ， 规 定 f 在 巨 上 的 积分 


ffap= {ftdp— {fdy. 
EE E 五 


{二 ) 设 了 :六 一 的 实 部 与 庶 部 在 吾 上 可 积 ， 规 定 了 在 吾 上 的 积分 
1 ar = frefadnrt+ vl fim fdx. 
E E E 


(三 ) 以 上 规定 的 积分 有 以 下 性 质 ， 
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(1) 可 列 可 加 性 ; 设 了 在 测度 空间 (XX, jw) 上 的 积分 存在 ， 则 了 在 每 个 可 测 
子 集 上 积分 存在 ， 进 而 当 {BB,} 是 的 可 测 划分 时 ， 
f fz)nladr) = fF Frntds). 
E . nn En 
(2) 单调 性 ， 设 可 测 函 数 g, 及 :一 及 满足 gg&h. 
(2a) 设 9 的 负 部 在 天 上 可 积 ， 则 的 负 部 在 蕊 上 可 积 . 


(2b) 设 h 的 正 部 在 天 上 可 积 ， 则 9 的 正 部 在 万 上 可 积 . 
(2c) 设 9 与 hh 在 关上 的 积分 存在 , 则 gdp < hadp. 
有 


(2d) 设 9g 与 hh 在 外 上 积分 有 限 且 相等 则 9 与 内 几乎 处 处 相等 ， 
(3) 了 在 鲜 上 可 积 时 ，(|f1 > 0) 是 o- 有 限 集 且 了 几乎 处 处 有 限 ， 
(4) |f| 在 疙 上 积分 为 零 当 且 仅 当 了 在 及 上 几乎 处 处 为 零 
(5) 线性 性 ; 设 & 和 5b 是 有 限 数 ， 下 式 在 右边 有 意义 时 成 立 


[af + bho)adp = a faut bf gap. 
x 
(6) 共 胃 性 : 设 了 :对 一 人 可 积 ， 则 {fap = | fd 
{7) 绝对 性 与 绝对 可 积 性 ， 设 在 节 上 积分 存在 ， 则 
1 Fr)n(ar)| & flf(r) nlar). 
大 大 


进而 ， 在 所 上 可 积 当 上 且 权 当 |f| 在 天 上 可 积 . 
(8) 正则 性 ， 设 了 :天 一 人 是 可 积 函 数 而 < > 0 则 天 有 个 测度 有 限 集 五 
使 9 在 吾 上 有 界 且 厂 id < a. 
XE 


(9) 绝对 连续 性 ， 设 9 : 邯 一 C 是 可 积 耳 数 而 & > 0, 则 有 5>0 使 站 的 
可 测 集 斑 满足 p(F) <5 时 ，| lgldp < 
F 


例 4 零 集 马上 可 测 函数 了 的 积分 都 为 0. 事实 上 ， 


ylfladrp & (+oo)u(E) = 0. 


可 见 , 增加 或 减 去 个 零 集 后 不 影响 积分 的 值 . 这 为 积分 理论 与 应 用 带 来 方便 ， 


68 


例 5 在 可 测 空间 (六,S) 上 到 Dirac 测度 bo : 百 王 xg(a), 则 六 上 任何 可 测 
函数 广 的 积分 都 存在 是 /fd6。 = f(a), 即 了 在 a 赋值 . 
为 此 设 上 为 可 测 集 E 的 特征 了 遂 数 ， 则 上 式 两 端 分 别 是 bal 玉 ) 与 XE(@). 
Lebesgue 可 测 函 数 关于 Lebesgue 测度 的 积分 f(x}m{adzx) 存在 时 称 为 
Lebesgue 积分 ， 这 可 简 记 为 二 了 (zjdz， 对 于 Riemann 晴 数 中 而 言 ， 


JRfzyarz = f Odr + f R(x)dr =0. 
隘 了 总 他 


定理 1(Lebesgue) 有 界 函 数 了 : fa, 如一 恨 是 Riemann 可 积 的 当日 仅 当 其 
不 连续 点 全 体 是 Lebesgue 地 集 . 此 时 其 Lebesgue 积分 与 Riemann 积分 相 
等 . 
一 般 区 间 上 广义 Riemann 可 积 函 数 都 儿 乎 处 处 连续 ， 因 而 是 Lebesgue 可 
测 函 数 . 现 设 了 苹 任 意 区 间 而 :了 一 民 几乎 处 处 连续 . 如 果 | 及 广义 Riemann 
可 积 ， 则 了 是 Lebesgue 可 积 ， 此 时 ， 丙 个 积分 相同 ,人 奴 由 广义 Riemann 可 积 
性 不 能 说 明 Lebesgue 可 积 性 ， 尽 管 如 此 ， 有 时 可 利用 广义 Riemann 积分 来 计 
算 Lebesgue 积分 . 
例 6 设 a> 0 且 b 是 实数 ， 因为 非 负 可 测 函 数 的 积分 总 存在 ， 所 以 
i+oo 一 az? [bz]2n _ 十 eo 六 2mT2m 一 1 _ 2 
上 一 和 一 -了 aa 
D2n m2n~1 十 5 bp +oo 一 az [8z]2n 一 2 


JE dan Gn -a 


be" 一 此 下 Tb sl 
an Fe we 


上 例 中 用 于 广义 Riemann 积分 的 分 部 积分 公式 ,下面 再 用 它 算 一 例 积 分 . 


例 了 命 f(z) = (sinz)/z 及 IO) = 1， 据 数学 分 析 知 了 在 中 .上 的 广义 
Riemann 积分 为 直 + 但 | 了 | 不 是 广义 Riemann 可 积 的 ,因此 了 不 是 Lebesgue 
可 积 函 数 . 但 | 中” 是 Lebesgue 可 积 也 数 : 


Oo 严 
了 (2) dr = 2 lim, Jinzjzd- 了) 


dz 


二 ow 
fg -2 f gr = 
国 


—2 lim 
p00 
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习 题 
练习 1 设 f 是 可 测 空间 (天 ,S) 上 非 负 可 测 阔 数 . 郑 了 是 定向 集 而 ji(i E 胃 
是 上 上 一 簇 测 度 使 i 了 时 ji 二 4, 命 KB) = Sup Ha 人 三 六 证 明 坟 是 测度 且 
YE 


sup { f dus = f fap. 
tiETX - 天 


练习 2 设 (到 ,有 是 全 有 限 测度 空间 ， 证 明 可 测 函 数 上 :天 一 人 可 积 当 且 仅 当 
级 数 二 np(n 所 | 用 < 如 士 1) 可 和 当 且 仅 当 级 数 4(|f| 之 no) 可 和 ， 
中 一 n=1 


练习 3 设 9 是 测度 空间 (X, J) 上 复 值 可 测 函 数 
(1) 如 果 吾 是 测度 有 限 集 且 9 在 如 上 有 界 ， 证 明 g 在 巨 上 可 积 . 
(2) 当 Xo 是 o- 有 限 集 时 ， 证 明 有 递增 至 Xo 的 测度 有 限 序列 ( 瑟 ,) 使 9 
在 每 个 马 , 上 有 界 . 


练习 4 设 全 c- 有 限 测 度 空 间 {六 , yr) 上 可 测 孙 数 9, 产 : 大 一 及 满足 当 再 
是 使 9[ 再 ) U h(E) 有 界 的 测度 有 限 集 时 ， gdp 二 hdj. 证 明 g&h. 
E ,EE 


练习 5 设 KK 是 Cantor 集 而 口 是 构造 KK 时 称 去 的 开 集 ， 以 下 分 段 定义 的 函 
数 了 是否 Riemann 可 积 或 Lebesgue 可 积 ? 在 可 能 情形 下 求 它 的 积分 . 

(1) 当 z € [0,1\QH, f(z) =sing; rE [0,1NGYQNH, f(r)=2. 

(2) 当 z € 下 时 ，f(z) = x2; 当 zz 在 OO 的 某 个 第 nn 级 构成 区 间 时 ， 
flx) = 2 ™. 

(3) 当 z 在 天 门 B 中 时 ， jz) = coszf 其 中 吾 是 个 非 Lebesgue 可 测 
集 ); 当 x 是 [0,1] 中 其 它 点 时 ， f(z) = zx4. 

(4 当 z 在 下 中 时 ， 了 (x) = 100; 当 %w 在 OO 的 构成 区 间 (a, 中 中 时 ， 


练习 6 设 / :加 一 及 满足 0<a<5<1 时 在 [ai 上 了 Riemann 
可 积 . 证 明 了 在 [0,1] 上 几乎 处 处 连续 . 


练习 了 设 [0,1] 上 Riemann 可 积 函 数列 【 户 ) - 致 吏 近 f, 证 明 了 也 Riemann 
可 积 且 


1 


lim 1 folds = | Ho 


下 站 
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练习 8 设 了 是 全 0- 有 限 测度 空间 (XX, 1) 土 有 界 非 负 可 测 范 数 . 设 常 数 c > 0 
和 和 a> 一 1 使 +>0 时 ，g(f > 信之 ct 证 明了 可 积 . 
练习 9 设 了 :要 一 下 是 Lebesgue 可 积 函 数 并 且 在 原点 可 导 . 如 果 f(0) = 0， 
证 明 聘 数 9(zZ) = (2)/z 是 Lebesgue 可 积 函 数 ， 
练习 10 设 了 是 测度 空间 (六, 4) 上 只 取 正 值 的 可 测 函 数 而 0 < 上 < 1. 证 明 有 
常数 上 使 LCE) 之 5 的 可 测 集 号 满足 不 等 式 ， Fear ec 

a 


练习 11 对 于 有 界 函 数 了 : [0,1] 一 展 ， 以 an 和 bms 分 别 记 f 在 区 间 
[Gi 一 1)/nt,ijnl] 上 的 下 泣 界 与 上 确 界 ， 定 义 [a 上 的 阶梯 函数 的 递增 序列 
(gn,) 和 递减 序列 (hw) 使 9n(0) = hn(0) = f(0) 且 
gn(2) = Qni:i—1 
Pa) 一 [i : 1 
栈 数 列 (gn】 和 (hn) 的 极限 分 别 记 为 g 和 hh. 证 明 (1] 函数 了 是 Riemann 可 
积 的 当 号 仅 当 (2)g 二 hh 当 且 仅 当 (3)f 几乎 处 处 连续 . 


练习 12 设 了 是 (0, 十 oo) 上 非 负 Lebesgue 可 积 函 数 , 证 明 人 ,十 ceo) 上 有 非 
负 Lebesgue 可 测 函 数 9 使 f9 可 积 且 Lm, g(2} = +o0. 
练习 13 设 (XX, ) 是 全 有 限 测度 空间 而 了 : 天 一 到 是 非 负 可 测 函 数 . 如果 
56>0, 记 B= (mn-6<f<nd) 和 思 =(f = +oo), 证 明 

2 ndn(En) + (+oo)n(E) ~ én(X) 


n 守 1 


< J fd < 2 nép(En) 十 (to0)u(E). 


所 了 六 一， 
nl 


练习 14 将 上 0,1) 中 数 z 写成 进 制 标准 小 数 0.01az … 后 ，an 记 成 bn(2). 
1 

试 证 明 加 : [0, 1) 一 退 是 右 连续 的 Borel 函数 并 求 /bn (2)dz. 
0 


练习 15 设 全 限 测 度 空间 { 久 , 4) 上 可 积 函 数列 (所) 一 敦 收 合子 f, 证 明了 可 
积 且 mJ Ifn — Flay = 0. 


练习 16 设 : X 一 区 是 全 限 测 度 空 间 (Xj) 上 非 负 可 测 函 数 ， 证 明 


oil i-l i 

li —pu(—— gf<- 

im 2 HH 了 < 
-lim tugf< = /fd 
nt nn ”和 S 元 六 岂 ， 


71 


练习 17 设 /是 有 限 测 度 空间 【已 ,A) 上 非 负 可 测 函 数 . 当 DD 取 遍 六 的 由 有 
限 个 可 测 集 组 成 的 可 测 划分 时 ， 证 明 sup L(f,D) = ffdpn, 其 中 


Lf,D)= 2 inf f(A)n(d). 


AED 


练习 18( 积 分 第 一 均值 定理 ) 设 测度 空间 (已 /六 上 函数 了: 大 一 月 的 积分 存 
在 . 设 一 00 0 所 5 所 二 00 使 of&B, 则 


ap(X) < / fdp & bu(X). 


练习 19 试 证 明 了 : 闵 一 C 是 一 个 子 集 巨 的 特征 函数 当 且 仅 当 疡 = f. 
练习 20 设 了 是 全 o- 有 限 测度 空间 (X,y) 上 复 值 可 测 函 数 使 
| f fifidp = 100:i,7= 1,2,..., 
区 
证 明 f 与 -个 可 测 集 瑟 的 特征 函数 几乎 处 处 相等 . 


83.2 积分 极限 定理 
称 测度 空间 天 上 函数 9 是 函数 得 {|i € 了 } 的 控制 函数 是 指 每 个 4 E 工 
使 |fi|<g. 


定理 1(Lebesgue 控制 收 伊 定理) 设 浏 度 空间 ( 民 , P) 上 可 测 画 数列 (fn) 依 
测度 收敛 或 几乎 处 处 收 化 于 可 测 函 数 厂 如果 {fn} 有 个 可 积 的 控制 函数 9, 则 
fn 与 了 了 都 可 积 ， 并 且 


Jim f fn(e)pldz) = | fr)p(dr). 
x 


例 1 因为 nin(1+1/(n ++mz3)) 1/(1 十 72), 所 以 


dre] 


_ | x 
n(l + v2) Rl1+r2 


lim fnln(l+ 
nOR 


定理 1 中 的 控制 可 积 函 数 不 可 省 ， 如 实 直线 上 示 数 列 my/(n2 + 22) 点 态 收 
人 敏 于 霍 ， 但 其 积分 序列 极限 不 为 7, 其 原因 在 于 它 没有 控制 可 积 函 数 ， 
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.+ dz 、 设 

例 2 求 极限 im (Ten 为 此 将 被 积 阔 数 记 为 fn. 设 n 之 2 

当 0 zl 时 所 (7) 1/vz. 当 z 宛 1 时 ， 抽 (2) < 4/ 因此 ,车 记 
g(r)= {1/vi:0<z <14/r :7 1), 


则 9: (0, 十 00) 一 及 是 Lebesgue 可 积 函 数量 是 (fn,)nz2 的 控制 请 数 ， 因为 
(fn) 点 态 收 仇 于 exp( 一 7), 从 而 所 求 极限 是 1. 


控制 收敛 定理 有 个 简单 推论 一 有 界 收 效 定 理 : 设 全 有 限 测度 空间 (X, 1) 上 
可 油 函 数列 {f") 依 测度 收 合 或 几乎 处 处 收 化 于 可 测 阔 数 六 如果 有 限 非 负 实数 
c 使 每 个 |fn|&c, 则 


lim f f(x)n(dr) = J flz 
Noo 寻 


例 3 据 有 界 收敛 定理 得 lim f(sinz)"dz = [0dz ==0. 
mn 0 


事实 上 ， 控 制 收 数 定理 也 可 作为 有 界 收 敛 定 理 的 推论 ， 


定理 2( 单 调 收 合 定 理 ， Levi 引 理 ) 没 f, 和 / 是 测度 空间 (外 ,1) 上 可 测 询 
数 . 
(1) 如 果 负 部 可 积 函 数列 〔 户 : 羡 一 及 ) 递增 至 f : 大 一 区, 则 


lim | fn(z)pldr) = | flr)p(dr) 
XxX XxX 
(2) 如 果 正 部 可 积 汕 数列 【fi) 递 威 至 了 则 上 式 成 立 . 
例 4 用 单 亩 收敛 定理 求 极限 tm fa 十 ~)"e Yd 请 注意 这 时 的 积分 区 域 
nnnocn0 
不 是 固定 的 ， 但 我 们 可 用 特征 阔 数 将 它 变 成 固定 区 域 上 的 积分 ， 
iim f(1+2)"e-2dz = lm f xlon(WO + <)ne-2ge 
用 一 oo 站 Vs no 名 


FE 1 4+ Tjne-2gr = fe-rdr=1 
= Lim, Xeon (7)( + a)"e += je z=1. 


单调 收 全 定理 中 的 负 部 可 积 或 正 部 可 积 可 视 为 一 种 控制 条 件 . 
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定理 3(Fatou 引 理 ) 设 (fn : XX 一 民 ) 是 测度 空间 ( 关 , 1) 上 可 测 函 数列 ， 
(1) 如 果 有 个 负 部 可 积 肖 数 9 使 每 个 fn 之 9, 则 
} lim flw)uldr) < lm 二 fnlz) uldzr). 


(2) 如 果 有 个 正 部 可 积 函数 9 使 每 个 所 g, 则 
Ti / fn(r)u(dr) < 了 im fn(z)n(dz).. 


可 将 Fatou 引 理 简 述 为 ， 上 限 上 控 ， 下 限 下 控 ， 双 限 双 控 ， Fatou 引 理 中 
的 不 等 导 一 般 是 不 能 改 成 等 如 下 式 两 边 分 别 为 1 与 并 : 


/ lim Tid < lim fo ep 


no 本 由 一 ? CD 分 


定理 4 设 (f) 是 测度 空间 (天 ,由 上 可 测 函 数列 使 级 数 5 fldp 可 和 和， 
入 一 1 大 


则 二 六 几乎 处 处 可 和 于 一 个 可 积 孙 教 f, 并 且 
f Fauldr) = 六 Jutda) 
n=1 并 


以 上 诸 定 理 1 ~4 都 孔 为 推论 ， 它 们 可 以 视 为 一 个 命题 的 4 种 等 价 陈述 形 
式 ， Fatou 引 理 的 主要 应 用 是 判断 浮 数 的 可 积 性 ， 这 见 下 举例 . 


例 5 设 可 测 函 数列 《 刻 ) 几乎 处 处 对 近 可 测 函 数 了 . 如 果 sup | 入 lor < +o%, 
1X 
则 了 可 积 ， 为 此 去 个 鹤 集 后 可 设 《f) 处 处 壹 近 f. 据 Fatou 引 理 得 
二 il < lim || < 十 co. 


这 里 用 Fatot 引 理 的 理由 在 于 | 所 | 之 0 而 函数 0 是 可 积 的 . 
例 6 设 a>0, 利用 83.1 例 6 得 
nn 2 
Fee Ode = fT exp(G). 


TU — 00 (2n n)! 
2 (br)2n 
(2n)! 


一 oz2 = ,|/ 二 exbf 一 二 
| ep ar?) cos brdz fiom rt 


于 是 可 对 级 数 > 1)"e 逐 项 积分 : 


?4 


练习 2 用 Eropos 定理 证 明 有 界 政 敛 定理 ， 
练习 3 用 有 界 收敛 定理 证 明 控 制 收 伍 定理 与 单调 收 敏 定理 . 


练习 4 设 非 负 可 积 了 数列 (fi :天 一 取 ) 依 测 度 政 伍 于 非 负 可 积 函 数 了 :入 一 
及 . 如 果 lim fnadp = fdp, 求 极限 lim |fn 一 fldy. 
Xx XX Wi 


十 cm 
练习 5 设 了 :了 权 一 人 的 Lebesgue 积分 为 10. 求证 函数 项 级 数 > Fn27] 
几乎 处 处 收敛 于 一 个 可 积 函 数 gz 并 求 9 的 Lebesgue 积分 . 
练习 6 设 :10,1| 一 到 是 Lebesgue 可 测 函 数 ， 证 明 


Jim, fleos(rf (ej) de = mlf1(2)) 


练习 了 求 Wf 一 dr 和 (2) lim a, {0 — 3) exp Sar, 


1 
练习 8 设 测 度 空间 (X,/) 上 可 测 函 数列 (/») 恒 满 足 /|jnldp < 5 证明 
( 扩 ) 几乎 处 处 收 数 于 0 
练习 9 设 (Bs) 是 概率 空间 (X, /) 中 可 测 集 列 恒 使 k( Bo) > 0.2. 设 (an) 是 


非 负数 列 使 级 数 二 anXB。 儿 乎 处 处 收敛 ， 证 明 工 an 收 烧 ， 
练习 10 设 ! 是 正 整 数 ， 求 极限 im f (cos nz)dz. 


练习 11 设 『 和 所 是 全 o- 有 限 测度 空间 【于 ,有 上 可 积 函 数 使 对 任何 可 浏 集 
瑟 , 数列 (三 fndn) 名 1 递增 至 fdp. 证明 (fn) 吕 .1 几乎 处 处 递增 至 了 
E 加 


练习 12 设 J 是 测度 空间 (天 ,站 上 广 广 实 值 可 测 效 数 . 如 果 有 在 上 可 积 函 数 
9 和 可 积 函 数 h 使 9 了 hh, 证 明 f 可 积 . 
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练习 13 设 了 : [ae, 中 一 习 是 有 界 丽 数 . 对 于 fo, 的 分 点 组 
P:ia= zo < XT = b, 
命 M; 和 ms; 分 别 是 了 在 区 间 [2 -1,2i] 上 的 上 确 界 和 下 确 界 并 命 


L= sup(L(P) = > me 一 Xi_1)), 
U = igf(U(P) = 二 Mi(ei -2 


分 别称 为 了 的 Darboux 下 积分 和 上 积分 . 设 w 是 了 的 据 幅 函数 
wr) = inf sup{|f (71) — fz2)| : Ir — x| <， 
证 明 w : [a,09] 一 如 是 非 负 Borel 函数 且 
b 
fw(z)drz =U—L. 


以 此 证 明 关 于 Riemann 可 积 函 数 的 Lebesgue 定理 . 

练习 14 设 a 和 5 是 实数 当 工 > 0 时 , 命 f(r) 一 Zasimnze. 
(1) 求 a 和 上 5 的 范围 使 在 (0,1] 上 Lebesgue 可 知 ? 
(2) 求 & 和 5 的 范围 局 了 在 [1], 二 00) 上 Lebesgue 可 积 ? 


83.3 重 积 分 与 系 次 积分 
计算 重 积分 一 关于 乘积 测度 的 积分 一 需要 用 到 累 次 积分 ， 这 相当 于 在 积 
分 号 下 求 积分 ， 它 能 把 “名 维 ”积分 化 为 “一 维 ” 积 分 . 
定理 1 设 (XX, 台 ,上 和 (YY,5,v) 是 9- 有 限 测度 空间 而 _CG 是 乘积 可 测 空间 
( 卫 x 了 有 Rx 5) 的 可 测 集 ， 则 天 上 函数 x 五 v{Gs) 非 负 可 测 且 YY 上 函数 
y 局 (GY) 非 负 可 测 使 
二 7(G=)w(da) = MAO)v(dy). 


上 式 记 为 (xifG), 则 天 xz 是 天 xxG 上 唯 -测度 使 每 个 可 测 矩 形 包 x 王 
的 测度 为 u(y( 户 ). 对 换 下 XY 一 了 xz 呈 (2Z] 是 保 测 变换 - 
测度 jy x v 是 og- 有 限 的 ， 称 为 滋 积 测度 ， 需要 注意 的 是 完全 测度 的 乘积 测 

度 不 必 完 全 ， 如 n 维 Lebesgue 测度 | | 它 是 完全 的 ， 但 

(Rt, Lk, | " | xX (R™*, Lnk, | “ | 有 天 (有 R”, Ln, | “ ln). 
上 式 左 端的 胶 积 测度 空间 是 不 完全 的 ， 这 样 高 维 Lebesgue 可 测 函 数 的 截 口 不 一 
定 是 Lebesgue 可 测 函 数 ， 如 果 不 考虑 完全 性 ， 对 于 Borel 空间 ， 则 有 

(R®, Be, |: |g) x (RS, Ba | nn) = (R™, Bn, | : |n). 
因此 高 维 Borel 可 测 函 数 的 截 口 仍然 是 Borel 阔 数 ， 
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例 1( 非 负 可 测 函数 积分 的 几何 之 义 ) 设 f 是 著 上 非 负 可 测 沙 数 ， 记 
G= {x,Wr EX,0 < ye f(r)}. 
这 是 牙 x 下 的 可 测 集 ， 其 乘积 济 度 就 是 积分 六 了 dy. 事实 上 ， 


G= (Xx|0,+o0) N {(z, Wy & f(z)}. 
据 2.3 定理 1 知 @ 可 测 ， 其 在 x- 截 口 是 [0, f(z)]. 用 定理 1 即 可 . 


定理 2(Tonelli) 设 (六 ,和 (Y,v) 是 o- 有限 测 度 空 间 . 设 /十 乘 积 测度 
空间 (六 x Yj xz 土 非 负 可 测 函 数 ， 则 
(1) 函数 一 三 FUz, 轨 zag) 在 革 上 非 负 可 浏 . 
YY 


(2) 淆 数 y 呈 f(z, 切 K(dz) 在 Y 上 非 负 可 测 . 
四 了 fdljx ) - fen fa = fe Far 
对 于 基 xY 上 一 般 可 测 函 数 f, 形式 地 记 gz = f(z,y)v(dy). 如 果 有 
.的 零 集 Xo 使 9 在 基 \ Xo 上 积分 存在 ， 记 
J pd) | Fle,y)v (dy) = gz) pl dz), 


这 称 为 了 的 一 个 二 次 积分 ， 同 样 可 以 定义 另 一 个 二 深 积 分 (车 它 存在 ): 
/ vdy) | f(x, udr) = 3 h(yjv(dy), 


其 中 形式 地 定义 h(y = fle， 3JR(Gz) 


定理 3(Fubini) 乘积 测度 空间 Xx x YY, X Vv) 上 函数 f 的 积分 存在 时 ， 
fFapx w= an fav = fev | fdp. 


仅 由 可 测 函 数 三 的 两 个 二 次 积分 有 限 且 相等 不 能 保证 广 关于 屁 积 测度 可 
积 、 如 设 蕊 一 了 = [一 1,1], 取 Lebesgue 测度 ， 作 函数 ff: 革 xY 一 了 使 
vyY 2 2 
一 一 了) 0, 
0,22 + 二 0. 


了 了 


Borel 耳 数 f :Xx 一 肛 的 本 个 一 次 可 分 帮 有 限 目 相 坟 
1 


ff raat |) d= 


由 于 站 在 册 1] x [0, 上 不 可 积 哆 FT 因此 它 在 蔷 x YY 上 就 不 可 积 . 
fdr | Ta ys a dy =— he 271) = +oo 


注 记 例 1 人 Tonelli 定理 和 Fubini 定理 不 适用 于 Lebesgue 
积分 , 但 (有 R", Bn,| :|n) 是 (R*, Bk, | |k) 与 【有 ”有 | 天) 的 乘积 测 
度 空间 且 Lebesgue 可 测 函 数 本 质 上 是 Borel 函数 ， 对 Lebesgue 积分 仍 可 用 
Tonelli 定理 和 Fubini 定理 . 


若 要 计算 乘积 测度 空间 上 任意 可 测 集 上 函数 的 积分 ， 可 考虑 以 上 公式， 
定理 4 设 G 是 乘积 测度 空间 (XX x 了 ,yx 2) 的 可 测 集 , 则 {zjx(Gz) > 0} 是 
羡 的 可 测 集 而 {yx(GY) > 0} 是 了 的 可 测 集 ， 当 了 在 G 上 的 积分 存在 时 ， 

JJauxDs 了 HKdz) | flz,y)v(dy) 


TG)I>0 
= ff vadr) f Flr, yu(dr). 
vip(Gr)>0 Gr 
如 设 五 ={fzEC:|zl 和 所? 这 是 十 商 上 图 各 显然 D; 不 空当 且 仅 当 
一 二 人 全 7, 此 时 Dz 是 区 间 [一 Vr2 一 22,Y72 一 02. 而 m(Dz)>0 当 重 
仅 当 一 r < 之 < 之 7. 因此 关于 Lebesgue 测度 
VTS 一 2 
Svardy= Ji fry)dy. 
D 一 了 一 wwTE 一 YE 


这 与 数学 分 析 中 的 有 关公 式 是 一 致 的 


定理 5 设 蕊 和 1 是 到” 中 非 空 开 集 而 了 :七 一 了 连续 可 微 . 如 果 吾 是 大 
中 Lebesgue 可 测 集 ， 则 (EE} 是 Lebesgue 可 测 集 旧 


ml(f(E)) < ldet f'(x)|m(dz). 
若 9 是 Y 上 韭 负 Borel 函数 ， 则 
jbo gy ml(dy) < 二 9 2]]| det 产 (z)|mkaz)， 


上 下 定理 中 的 Jacobi 矩阵 产 (z)] = [Be 


都 连续 可 微 ， 则 称 上 为 Cn- 同 凸 . 


]jnxn 如 果子 可逆 且 了 和 三 
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定理 6 设 了 :不 一 站 为 肛 *; 的 非 空 开 集 之 间 的 CT 同 胚 , 则 万 是 下 的 
Lebesgue 可 测 集 当 昌 仅 当 f{ 玉 ) 居 丫 的 Lebesgue 可 测 集 ， 此 时 

m(7( 五 )) = ldet f(x mlaz). 


当 g 是 了 上 的 Lebesgue 可 测 函 数 时 ， 下 式 在 一 边 有 意义 时 成 立 : 
二 gy)m =J g( f(z)| det Pr(zjlmtaz) 


以 上 定理 的 管 单 推论 是 Lebesgue 积分 的 平移 不 变性 ， 
ff f(z+udz = [ flr)dr. 
Rn RR" 


Euclid 空间 民 * 的 极 坐 标 是 2 = ry, 其 中 7 = |z| 而 y 在 单位 球面 $1 
上 . 在 Borel 集 代 数 B(S"™-1) 上 有 唯一 测度 ow_1(dy) 使 
(1) 对 于 正 交 阵 了 和 5"! 的 Boref 集 5, ow_1(T(E)) = on1(E). 
(2) gn_1(9"™1) = 2[0.5m 二 .5 天 5 本 /mt 其 中 [z] 表示 取 整 数 而 
1 1 x 3 XxX…X n,n 是 奇数 ， 
TY x 4 x …- x n,n 是 侦 数 . 
当 n 二 2 时，S7 就 是 平面 上 的 园 周 ， 其 上 的 测度 cl 就 是 它 的 弧 长 测度 ， 


它 的 总 长 度 为 27. 而 32 是 三 维 空间 中 的 单位 球面 ， 其 面积 为 47- 
以 下 尾 任 意 维 数 Puclid 空间 上 的 极 坐 标 公式 : 


yjmlda = ] ol)1 Foy) dr 


-1 


= fr iar ff fryo(dy). 
自 雁 下 一 1 


在 平面 取 : 的 极 坐 标 xX =”eos0 与 二 rsing 下 ， 
27 oo 
{f(r, ydrdy = f dd f g(r cosd,rsinO)rdr. 
到? 0 0 
在 空间 耻 ? 的 球 坐 标 二 rsinpcos 上 yy 二 7Sinpsin0,z 二 recogswp 下 ， 


2m x oc 
f fr,y, zdrdydz = { ff fx,y, 2)r? sin padrdpdd. 
到 3 0na 


了 对 
定理 了 7 设 汪 :三 一 了 是 Cn 的 开 集 之 间 的 全 纯 映 射 , 如 果 百 是 总 的 
Lebesgue 可 测 集 ， 刚 五) 是 了 的 Lebesgue 可 测 集 且 
m(f(B)) < J ldet f(z) Nm(dz). 


此 处 f(z) = [yn 当 g 是 f(X) 上 非 负 Borel 函数 时 ， 
2 


f glw)mldw) & fo(f (2) | det fF’'(z) mm(dz). 
(XxX) X 
如 果 了 : 芒 一 站 还 是 C" 的 开 集 之 馈 的 双全 纯 映射 , 则 巨 是 针 的 
Lebesgue 可 测 集 当 和 是 仅 当 f( 忆 ) 是 的 Lebesgue 可 测 集 ， 此 时 
m(f{E)) = J | det f'(z)m(dz). 
进而 当 9 是 上 的 Lebesgue 可 测 函 数 时 ， 下 式 在 一 边 有 意义 时 成 立 : 
{9(w)m(dw) = f glf(z)laet f(z) lm(dz). 


习题 
练习 1 证 明 平面 子 集 = {(X, 人 如 |zy E Q@} 是 Borel 集 并 求 其 Lebesgue 测 
度 . 


练习 2 求 平面 子 集 豆 的 Lebesgue 测度 ， 其 中 
E= {zy < zy 1:sins <1/2,cos(r + # Q}. 


练习 3 设 户 与 下 是 们 ”中 的 Borel 集 ,证明 2 mm 五 一 2] 门 五 ) 是 非 负 
Borel 函数 并 用 巨 和 下 的 Lebesgue 测度 表 村 积分 mm((E 一 xz) 几 Fdx. 
到 mm 


练习 4 设 (X11) 是 概率 空间 而 函数 卫 : 三 一 出 , +oe) 是 可 测 函 数 ， 证 明 

A fap fin fa < J flnfdp. 
练习 计算 积分 让 HD fi, Du(d) 和 | HB) fli, Np(di). 其 中 性 
是 计数 测度 ， 而 了 (人 = 一 2 f(i,i 十 1) = 2 在 其 余 情 形 Fi 力 = 0. 
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练习 6 设 f(x) = 23. 试 证 明 ' 了 将 实 直线 上 的 Lebesgue 可 测 集 {或 Lebesgue 
零 集 } 映射 成 为 Lebesgue 可 测 集 (或 Lebesgue 零 集 ). 
练习 了 求 积分 exp( 一 |z] Ydz, 其 中 |z]? = zx 十 ,… 二 2. 

禽 "™ 
练习 8(Sard) 设 久 和 YY 是 及 ”中 非 空 开 集 而 8 : 污 一 是 连续 可 微 ， 证 
明 加 将 其 临界 点 (使 (x) 不 可 北 的 点 了) 全 体 加 映 为 Lebesgue 零 集 . 


练习 9 设 DD 为 Dirichlet 函数 而 RR 为 Riemann 函数 ，2 = (0,1] x (0,1]， 
求 积分 


f (Ry) + Dt{ry))aray. 


练习 10 设 了 是 可 测 空间 ,少数 有: 民 xY 一 CC. 使 ae 及 时 截 口 f(a,-) 是 
可 测 函 数 ， be Y 时 截 口 f{.,5) 是 连续 函数 ， 证 明 f 是 可 测 函 数 '. 


练习 11 设 (XX, 4) 和 (了 Y,v) 是 全 0- 有 限 测 度 空间 而 了: 尖 x 了 一 及 是 可 测 
确 数 . 设 关于 只 的 几乎 所 有 YE 天 使 截 口 f(x,…) 关于 v 几乎 处 处 有 限 ， 试 证 
明 关 于 v 的 几乎 所 有 yy E 耻 使 截 口 f{., yy) 关于 儿 乎 处 处 有 限 . 


练习 12 判断 以 下 函数 在 正方 形 (0, 1] x (0, 1] 上 是 否 可 积 


加 
je, 细 一 [到 二 


练习 13 设 {(X, 1 和 {7,v) 是 慨 率 空间 而 忆 是 乘积 测度 空间 (时 x ,jx 0) 
的 可 测 集 使 RAY E XX|v(Ex) 六 0.5} 二 1, 证 明 viy EYIE(EY) 衬 0.5 > 10. 
练习 14 全 go- 有限 测度 空间 ( 羡 ,4) 上 可 测 函 数 了 的 分布 函数 Ar :tt 上 
AH > 吉大 正 半 轴 上 右 连 续 的 非 负 递减 函数 . 证明， 当 0 < p< 十 oo 时 ， 


[pp 
f Pa = f pA (tr™1dt. 
x 0 


练习 15({ 禄 是 {Zu Geng, Tsu Keng) 原理 或 Cavajieri 原理 ) 设 (X, 内) 
和 (Y,v) 是 0- 有 限 测 度 空间 .如 果 避 和 五 是 ( 革 xY 了 px wv) 的 可 测 集 使 
v(Gs) = v(H4) 对 [几乎 | 所 有 x EE 六 成亲, 则 (xv)(G) = (x w(H). 


练习 16 作 计 数 测度 空间 {2, 22, 各 和 概率 空间 ([0, 1), 8[0, 1), mm), 证明 
{三 ， 22， LH) Xx ([0, 1), B10, 1), m) 全 (R, Bi, m). 
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练习 17 作 概 率 空 间 (ii Hi) 一 ({0, 1}, 2{0.1}, pi) 使 
作 乘 积 空间 (X,S,1) = 了 (Xi, Si 4). 将 S 中 成 员 称 为 X 的 Borel 集 . 
nn 二] 
(1) 对 于 x E€ 天 证明 单 点 集 {2%} 是 Borel 集 且 jy{x} = 0. 
(2) 设 zi : 六 一 Xi 是 向 第 i 个 分 量 的 投影 命 
F= {re Xdnvin: ni(z) = 1} 
及 YY 二 半 和 五 , 证 明 它们 是 XX 的 Borel 集 且 HA 五 ) =0. 
(3) 对 于 z EY, 作 二 进位 标准 小 数 f(z) = 学 允 : 证 明 f:Y 一 [0,1) 
1 


是 Borel 同 构 且 当 G 为 [0,1) 中 Borel 集 时 ，4f-1(G) = m(G). 


33.4 几 个 积分 不 等 式 
设 0<< 十 oo,. 对 于 测度 空间 (XX, 1) 上 可 测 函 数 六 命 
lfle=( f(z)Pu(dr))s. 

这 称 为 了 的 L?- 模 ， 它 有 限时 称 了 为 户 广 可 积 西数 . 如 了 p>> 工时， 岂 ,十 oo] 
上 函数 9 :2 mm 1 /Zz 关于 Lebesgue 测度 的 LP- 模 为 gllp = (2 一 1)5, 现 命 
fl = min{a € [0, +00] : |figalpa(|f| > o) = 0} 
=min{fbs = sup |f(2)| :x(E)=0}, 

ZERX\E 


这 称 为 了 的 本 性 最 大 模 , 它 有 限时 称 了 为 本 性 有 界 画 数 ， 
例 1 设 革 = [0,1]U{2}. 命 f(2)=1 而 当 0 专 x 所 1 时 , 命 f(7) 二 0. 则 
f :六 一 CC 是 连续 函数 , 且 上 foo 二 0 而 sup{|f(z)| :x EX}=1. 

可 见 即使 是 连续 函数 ， 上 的 本 性 最 大 模 与 其 上 确 界 也 不 一 定 相等 . 


性 质 1 以 下 函数 是 测度 空间 (天 ,4) 上 的 可 测 函 数 ， 
(1) 韭 负 性 :0 < ‖ 虽 |。 且 此 式 等 号 成 立 当 且 仅 当 f=0; 
(2) 齐 次 性 ， 设 a 是 复数 ， 则 laf lip = lal|| fll. 
(3)Se6pmrea 不 等 式 : 设 0<p< +o0, 则 ery(|f| 之 6) < 目 fs. 


{4) 插值 不 等 式 : 设 0< Pi <p<Pa<m 及 9 一 吏 如 加 ,区 


fl < NFS HFS < max{ fl yl 
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、 1 1 
(5)Hiider 不 等 式 : 设 0 < p,p1,… ,pn 所 二 oo 使 一 2 则 
i 二 1] Hs: 


fe frilly € fl fn, 
在 pi; 与 上 二 llp, 都 有 限时 ，. 上 式 为 等 式 当 且 仅 当 


(Ce ) 人 (1 ) 


(6)Minkowski 不 等 式 : 设 1 入 了 到 二 co, 出 
+ flly & |Allis + fzlls. 


在 p < 十 oo 且 | 用。 都 有 限时 ， 上 式 取 等 式 当 且 仅 当 方 /为 = 亡 川 户 | 
(7)Minkowski 不 等 式 , 设 /是 全 o- 有 限 乘积 测度 空间 (X x Y, yx 岂 ) 
上 的 可 测 请 数 而 1 所 P < 十 oo, 则 (积分 的 LP- 模 不 超过 了 P- 模 的 积分 ) 


YY Fe Wlv(d)) Pa(dr))? < JY if(z, Whadr)) ?vlady). 
这 可 简 记 为 | (fC lv td) ly < | fC pv ay). 


一 般 地 , 司 1/p 十 1f9 = 1( 此 时 pg = 二 Pp 十 外 的 广义 实数 对 只 和 了 称 为 共 
苑 数 对 , 如 (2,2) 和 (3, 1.5) 是 两 对 共 郝 数 ， 又 1 和 十 co 也 是 共 碟 数 对 . 


定理 2 设 了 趾 测度 空间 (Xj 凡 ) 上 可 测 效 数 ， 设 1 < 了 < 十 %o 而 4 是 ?的 共 
元 数 ， 在 0 < flp < 十 00 情形 ， 存 在 90 使 lgolla = 上 且 |fi = y foodn. 


在 (lf > 0) 是 o- 有 限 集 情形 ， 
1 = sup{llfglli : llells < 1}. 
这 表明 LP- 模 可 用 共 罗 配 对 还 原 出 来 ， 此 性 质 在 泛 函 分 析 中 有 重要 作用 . 


设 1<p 所 +co, 测度 空间 (XX, 4) 上 使 fj。 有 限 的 可 测 衣 数 了 全体 记 为 
TP{X, 门 , 其 中 几乎 处 处 相等 的 函数 可 视 为 一 个 函数 . 


定理 3 设 1 <p 所 十 oo0. 对 于 LP(X,j4) 中 序列 (fr), 以 下 条 件 等 价 : 
(1) 冰 数 列 《 户 ) 是 基本 序列 。 lim jf 一 fillp ==0. 
(2) 有 个 fe PC 由 使 lim fn 一 fllp = 0( 在 P 有 限时 ， 称 (f) 依 


P 方 平均 收 傅 于 f. 在 p 元 限时 ， 称 (让) 几乎 入 敛 于 放 . 
(3) 在 p= 十 oo 时 ，【 诛 ) 在 一 个 零 集 外 一 致 寻 过 某 个 可 测 疯 数 六 


称 9 为 丸 - 简单 阔 数 是 指 有 环 及 有 有 限 个 成 员 Bi 使 g = > CiXE,. 
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定理 4 设 (XX,S,4) 是 测度 空间 而 如 是 某 些 测度 有 限 集 组 成 的 环 使 5 和 R*. 
投 1 所 和 所 pa 之 二 00 而 0<e<1. 设 针 上 函数 了 经 p1 方 可 积 又 po 方 可 
积 ， 则 有 有 R- 简单 函数 9 使 


maxfll7 ~ gly :pi <p sp} <e. 
当天 是 Lebesgue 可 测 集 而 4 是 Lebesgue 测度 时 ， 有 连续 函数 使 
max{||f 一 hlly :Pl 秋风 入 pa} 之 E， 


当 Lebesgue 可 测 集 天 上 取 Lebesgue 测度 mr 时 ， L?{X,2m) 简 记 为 
LP( 久 ). 对 于 了 :有 R* 一 人 和 we 有 R?, 以 ja 十 .) 表示 函数 gz Au 十 2). 


定理 5(Lebesgue 积分 的 平均 连续 性 ) 设 1<p<+oo 而 了 ETL?(R?), 则 
,mf ) -yt 


当 了 是 半 上 的 2B 方 Lebesgue 可 积 函 数 时 , 可 在 七 外 补充 定义 了 {x) 二 0 
使 了 成 为 焉 ”上 pp 方 Lebesgue 可 积 函 数 . 


例 2 设 臣 上 函数 了 的 Lebesgue 积分 存在 ， 则 
2 
lim f lsinxylf yay = ~ { fly)ay. 
光一 0 让 开交 


(1) 当 9 其 区 隔 (a, 员 的 特征 函数 时 ， 取 (az 一 az/r 的 整数 部 分 有, 则 


br— 人 na Ek .brimari+n 
TT 


开 趾 则 开放 


了 gf 人 |sin ryldy = flsinavldy = 一 f [sin yldy 


鼠 下 十 天 开 
= 上 lsing| + f lsinyl ， 站 ，7 
oF 了 在 沁 十 虎 末 补 
.kk ba 
因为 |J|<2/z 有 HH lim -= , 所 以 
旦 一 十 ca 工 TT 


lim f gl)lsinzyldy = { 9(W)dy 
Tm 取 臣 


(2) 当 9 是 相对 于 Ri 的 简单 函数 时 ， 上 式 成 立 . ， 
(3) 在 了 可 积 时 , 记 p(f) = im | fa(]sinzy| 一 一 )f(y)dyl, 岗 


pf) & pf ~ 9) + pl9) < 2) ~ gi 


Bd 


据 定理 4, 可 使 |f 一 gli 任意 地 小 ， 于 是 p(f) = 0. 
(4) 在 了 非 负 且 积 分 为 十 oo 时 ,车 |x| nn 且 f(z) 世 n, 合 (7) = f(z); 
否则 ， f(z) = 0. 于 是 


十 oo 十 ce 
了 flsinzyldy > | frly)|sinzyldy. 
对 上 式 右边 用 可 积 情 形 的 结论 ， 命 x 一 oo. 用 单调 政 敛 定理， 傅 ni 一 co 得 


_ 十 5 . 9 十 co 
lim f f(y)lsinzyldy >— | flWdy = +o0. 
一 oo 


(5) 在 了 的 积分 为 +oo 时 , 对 丹 与 广 分 别 用 (4) 和 (3) 即 可 . 
为 讨论 偏 导数 ， 下 面 设 ei 是 第 i 位 是 1 其 它 位 为 0 的 ni 维 向 量 . 
定理 6 设 f,9: 民 * 一 CC 是 Borel 函数 使 9 二 人 0 站 
( 员 ) 设 1 p<+oo 使 了 和 g 都 p 方 可 积 则 9 是 了 的 工 ?- 恼 导数 : 
+te)— ft 
p 
(2) 设 9 关于 第 个 变 且 一 致 连续 ， 则 9 是 了 的 LX 一 偏 导数 : 
‘+tei)— ft 


lim 
t+ 


lim 


t—D 
当 上 了 与 9 都 连续 且 9 是 f 的 L™- 偏 导数 时 ，g9 也 是 f 的 常规 意义 下 的 
导数 ， 归 纳 地 可 定义 高 阶 LP- 偏 导 数 88 了 ,其 中 8 = (B41,… ,Bn). 


定理 7(Jensen 不 等 式 ) 设 (X, 4) 是 概率 空间 而 了 和 2 是 到 中 区 间 . 设 可 
测 消 数 了 ; 至 一 了 与 连续 上 巧遇 数 :Y 一 2 使 了 与 苏 f 的 积分 存在 ， 则 


wp Fra(dr) < fp(f ru(dr). 
和 充 


注意 到 级 数 是 计数 测度 空间 上 的 积分 ， H5lder 不 等 式 有 以 下 级 数 形式 ， 
于 lzigil < (Tesh) 5 ly). 
读者 不 难 写 出 征 理 3 的 级 数 形 式 ， 同 样 Ninkowski 不 等 式 有 以 下 级 数 形式 ， 
Ori + vil)s & (2 zi 十 (2 [wl?)?. 
定理 8 p 方 可 积 函 数列 (所 :天 一 亿 ) 依 p 方 平均 收银 当 日 仅 当 
(1) 对 于 & > 0, 存在 测度 有 限 集 百 使 每 个 fxx\gsllp <&; 
(2) 对 于 Ee > 0, 存在 5>0 使 及 书 ) <5 时 恒 有 fnxrlly < si 
(3) 对 于 < > 0 和 测度 有 限 集 吾 , 有 lim nu(E(lfn — fi| 2 8))} = 0. 


这 三 条 依次 称 为 等 度 正则 性 ， 等 度 连 续 性 ， 依 有 限 测度 收 全 性 
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习 题 
练习 1 在 名 上 取 一 维 Lebesgue 测度 ， 求 其 上 函数 f 的 本 性 上 确 界 , 
练习 2 设 /是 全 有 限 测度 空间 上 可 测 函 数 ,证 明 im.lyle = Il， 
练习 3 设 a < 上 b, 证 明 没有 严格 递增 起 整数 列 ( ko) 使 函数 列 (cos kz)?2_, 在 
区 间 [a, 8] 上 几乎 处 外 收 钱 于 0. 
练习 4 设 概率 空间 (六 ,jy) 上 可 测 函 数 三 满足 0.1 < |f| < 10, 证 明 
2 fiP)22 = ep 人 in | 了 la)， 


练习 5 设 『 是 概率 空 间 上 可 测 函 数 ， 证 明 Df < | 站 2 所 上 fa-… 
练习 6 证 明 ， 对 于 概率 空间 上 可 测 鸳 数 : 天 一 (0, 十 00) 成 立 


HL) 
A fede)} es 之 1 


练 7 设 1<p<+coo 且 (fr: [64,8 一 CC) 是 p 方 可 积 函数 列 使 lim||f 一 
flly =0, 证 明 a 2 6 lim|f f(t)dt = f(t)at. 
练习 8(Schur) 设 (和 ,由 与 (Y 四 是 全 9- 有 限 测 度 空 间 而 1 所 p 所 十 oo 
设 有 非 负 实数 c 使 非 负 可 测 函 数 五 : 汉 xX 了 一 到 满 中 

| Klzx,Wu(dr)sc: yeY, 

x 

CE 

Y 


对 于 天 了 ;如 下 定义 的 g 满足 |gjlp 拟 cllf||s- 
一 JE ru(dr) :yeY. 


练习 9(Schur) 设 (和 ,站 是 全 0o- 有 限 测 度 空 间 . 设 1 < p,9 < 十 co 是 一 对 
共 郝 数 , 设 4 是 下 xyY 上 非 负 可 测 函 数 而 凡是 著 上 可 测 函 数 使 0 二 站 < 十 co 


且 
也 A(z, Why pdy) EPRI(r) : £ EX, 
fh T)P ACz, yldr) yrh?(y) : y EX. 


设 了 是 天 上 非 负 可 测 函 数 , 则 以 下 定 文 的 g 满足 上 8 所 By| 有 > 
= J 4 yf (Aday). 
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练习 10 设 (Em) 是 全 9- 有 限 测度 空间 ( 沪 , 4) 中 测度 有 限 焦 列 而 了 是 三 上 
可 测 函 数 使 lim |xg, 一 了 ldp = 0, 证 明 有 个 测度 有 限 集 巨 使 /二 xs. 


练习 11 设 全 限 测度 空间 (站 , 4) 上 非 负 可 积 函 数列 【 记 ) 依 测度 逼近 非 负 可 积 
函数 f, 证明 lim 六 fndn = fdn 当 且 仅 当 8 > 0 时 , 存在 5 > 0 使 对 正 整 
no0Y YY 
数 nn 和 对 满足 K#() < 6 的 可 测 集 五 , 有 [fndy < 
吾 
练习 12 设 向 和 gn 是 有 限 测 度 空 间 (XJ) 上 可 积 函 数 使 | 向 | 所 9%w， 如 果 
(fn)】 逐 点 逼近 了 贷 (gn) 逐 点 通 近 可 积 函 数 9 且 lim | gndj = godn, 证 
Rox 站 
明 im f fudk 一 f fon. 
x x 


练习 13 设 f 是 概率 空间 ( 芒 ,y) 上 可 测 函 数 使 0 < | fl。 < 十 oo0; 证 明 
lm (| 了 | 三 je = 
练习 14( 反 向 HBlder 不 等 式 ) 设 0<Dp< 工 而 4 大 ?的 共 冰 数 . 设 9 几乎 
处 处 非 零 且 0 < jlgljs < 十 oo, 证明 fglli 之 flplglls 
练习 15( 反 向 Minkowski 不 等 式 ) 设 0<p<1 而 友 非 负 训 测 ， 证明 
| fills + folly & Jifi + Folly. 


练习 16( 推 广 的 eGprmes 不 等 式 ) 设 f 是 测度 空间 { 革 , 4) 上 上 可 测 函 数 ， 
设 芒 :|0, 十 00] 一 9, 十 o0] 是 递增 函数 而 < > 0, 证 明 


A S fw aD)uldz). 


练习 17(Ciarkson 不 等 式 ) 设 1<p2 而 9 是 PP 的 共 罗 数 ,证 明 


(1)g,he Lr (9+ hl +lg— nls)s < 2: (lg 则 + | 天 | 加) 
(2)g,h € L? 时 (|g+ hl + lle— hl)s > 27 (lols + ele)s. 
(3)g,he Le 时, (lg+hlls+ lg — hle)? > 28(glg + Hl). 
(4)g,h e Ls 时 (lg+hlla + lg— lls)? < 25(ole 十 | 二 


SB? 


练习 18 设 X; :i Ee J 是 一 簇 相 卫 不 交 的 非 空 集合 ，5i :iEJ 是 XX; 上 oo- 
坏 而 jo 是 Si 上 测度 , 命 基 一休 和 及 
iEJ 
S={U Avie J : A; € 5; {tA; 天 名 | 是 可 数 集 } 
iEJ 
= {ECXNViE :ENX: ES: (iENXN RE 可 数 集 }. 
证 明 ， (1) 5S 是 上 0o- 环 ， 它 是 代数 当 且 仅 当 .J 是 可 数 集 且 5S; 都 是 代数 . 
(2) S 土 有 个 测度 只 使 jp(E) = 2 HEN 全 它 是 0- 有 限 的 当 上 且 仅 当 
4 所 
每 个 jt; 是 vo- 有 限 的 ， 
(3) 当 了 可 数 时 ， :六 一 CC 可 测 当 且 仅 当 每 个 f= fx 可 测 . 此 时 
lls = :ie ND:1lsgp<+%, 
flo = suplllfilleo : i € 已. 


”练习 19 设 ( 义 , 4) 是 概率 空间 使 所 有 可 测 函 雪 了: 关 一 人 都 可 积 ,证 明 f 
本 性 有 界 ， 进而， 与 某 个 简单 函数 几乎 处 处 相等 ， 


练习 20 设 了 是 测度 空间 (X, 4) 上 可 测 函 数 . 
(1) 构造 可 测 画 数 及 使 上 hoo < 1 生生 h== fhdp 
(2) 在 (|f| > 0) 是 0- 有限 集 情形 ， fll = sup{| [fg9|: lg < 二 


练习 21 用 插值 木 等 式 证 明 使 所 一 站 彰 。 有 限 的 p 全 体 是 个 (可 能 空 的 ) 区 间 . 


83.5 仿 参 变量 的 积分 
对 于 大 x 了 上 函数 hh, 形式 地 记 f(z) = hlz,y)v(dy). 它 有 意义 时 称 为 
Y 
含 参 变量 积分 . 


定理 工 (积分 号 下 求 极限 ) 设 X 是 Euclid 空间 的 - -个 点 集 ，(Y,v) 是 全 o- 有 
限 测度 空间 函数 户 : 关 x YY 一 满足 以 下 条 件 ， 

(1) 对 于 所 有 x E 关 , 截 口 六 2) :站 一 CC 是 可 测 蚌 数 ， 

(2) 函数 族 {(x, ")|x E 大 有 个 控制 可 积 函 数 g :了 一 下， 

(3) 使 lim hz,9) 一 以 x0,9) 不 成 立 的 4 全 体 是 个 堆 集 ， 


则 了 在 zo 连续 : Jim Rh(z,2) = h(xo, Wr(dy). 
工 Taoy Y 


以 后 用 85 了 表示 混合 偏 导数 列 -… 86" 了 ,其 中 f = (B81,… ,Bn) 的 每 个 
分 量 B; 都 是 非 负 整数 . 约定 |8| = 所 二.… 十 Bi 而 BI = B14!.… Bl. 无 限 可 
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微 的 两 数 也 称 为 光滑 浮 数 . 约定 a 到 有 表示 诸 分 量 aa < 应 , 回顾 -下 Leibniz 
公式 ! 设 六 9 都 让 阶 连续 可 微 ， 则 |8| 有 时 


A! 
如 
2 (fg) = 2 ol — ot a a 
定理 2( 积 分 号 下 求 导数 ) 设 函 数 及: (a, 中 x Y + C 满足 以 下 条 件 
(1) 所 有 x € (a， 使 本 数 y 吕 上 h(x, 和 在 Y 上 可 积 ， 
(2) 晴 数 族 {ym 一 一 0, 内; zo} 有 个 控制 可 积 函 数 
(3) 几乎 所 有 y EY 使 偏 导数 (By 及 (xo, 9) 存在 ， 
则 了 在 zo 可 导 且 f(x0) = | h(xo, yrv(dy). 


— OO og. 


设 9, 刻 : 民 ” 一 CC 是 Borel 函数 ， 形 式 地 作 卷 积 
(9 *h)(2) = f g(x — hly)dy. 
及 " 
性 质 3 设 1<p,gr<+oo 使 1fr = 二 1/p 十 1/q9 一 1. 设 9e Lr(R") 及 
he LI2( 怕 "), 则 成 立 Young 不 等 式 |9* | < igllplalls. 
(1) 在 pp 有限 且 9 是 p 的 共 轿 数 时 ， 9* 六 有 界 且 一 致 连续 .进而 
Ig* (2) — g* hy)| < gots t+) — gy + )lpilals. 
(2) 若 s 是 7 的 共 郝 数量 fe Ls(R"™), 则 
J f(r)(g * hz}dzr = 4 4 fz + g(r)h(y)drdy. 
(4) 结合 律 。 (g* 了 )*h = g*(f*h). 
(5) 奖 措 律 ， 9* 丰 一 产 # 0. 
(6) 分 配 律 ， 了 #x (9 十 尹 一 了 9 十 了 + 让. 
(7) 如 果 9 有 L?- 仿 导 数 人 Og, 则 在 L"- 意义 上 页 (9g* hh} = (Bg) x*hh. 
尽管 卷 积 类 位 于 数 的 乘法 , 但 它 没有 单位 , 然而 据 以 下 定理 知 它 有 近似 单位 . 
定理 4 设 非 负 Borel 星 数 扫 : 肛 ”一 耻 的 Lebesgue 积分 为 1. 当 mr>0 且 
2 ER" 时 ， 命 pr] = 志 Y(=). 对 于 末 数 六: RR" 一 CC， 
(1) 车 有 界 且 (一 致 ) 连续 ， 则 了 一 0 时 了 * or( 一 致 通 近 了 . 
(2) 闪 1& p< +co 且 了 为 了 方 可 积 , 则 im]f*pr 一 lls=0. 
引 着 | 囊 >1 时 go 及 = 和 则 orz 一 ff fr- rz)ple)dz. 


lzig1 


这 表明 (prjr>o 是 卷 积 的 近似 单位 ， 以 后 常用 光滑 近似 单位 . 


89 
例 1 当 |z| 之 1 时 , 命 p(T) 一 0; 当 |z|<1 时 , 命 
1 
PT) = cexp(— Ta) 
其 中 常数 c > 0 使 站 pflzjar = 1. 据 数 学 分 析 知 p 居 光 消 函 数 ， 函 数 pr 的 所 


有 偏 导数 9~ypr 都 是 其 L9- 偏 导数 ， 其 中 1 < 9 +00. 


对 于 ,yy E 民 ”, 作 其 数量 积 TY T+ Tnyn. 设 f:R*—>C 
是 Lebesgue 可 积 函数 ， 作 了 的 Fourier 变换 站 与 Fourier 地 变换 六 如 下 


= 4 exp(—2rv—1z .yf (Wdy, 
= expf27w 一 lz . y) f(y)dy 
例 2 当 7 > 0 时 , 命 pr(z) = exp( 一 7|z/?7|2)/r", 据 Fubini 定理 得 


Pr(r) -二 T J exp( 一 如 — 27V—1zyy)dy; 
了“ j=1R 
=exp(-zr?|z|) = piyr(z)/r” (此 据 83.2 例 6). 
同样 宗 (z) = pyy(z)/r7. 请 注意 ， (prjr>o 是 卷 积 的 近似 单位 . 
上 例 的 方法 可 引出 一 个 公式 ; 当 g(x) == (X21) … gn (zn) 时 ，9 的 Fourier 
变换 可 用 分 离 变 量 法 求 ， (7z) 二 而 (71) Gn (Tn). 
性 质 5 全 R" 一 C 是 Lebesgue 可 积 函 数 ， 
{1) f(x) = f(—z), f= fj 及 了 = 了 
(2) 的 9 了 是 一 致 连续 画 数 旦 ||, |F| < 由. 
(3) f*9 = 3( 因 此 ， Fourier 变换 将 卷 积 化 为 乘积 )， 
(fxg=fg, ffo— {fo /fof5. 
(5) 大 是 正 整 数 使 z |z 上 fz) 可 积 ， 则 |a| 气 开 时 #9 了 可 积 并 且 
ac 了 = (i+2rv -Dh eer, 
其 中 约定 (&* 了 (7) = 2? -za* FF(Z). _ _ 
(6) f € LA(R") NDR") HH fllz = fz = fllz. 
(7) fg ELIR) NIAR") HF, = (fF, = (f,9), 其 中 
(f,9) = { f(x)g(z)dz. 


有 些 书 定义 Fourier( 道 ) 变换 不 用 27 因子 ， 此 时 应 将 以 上 (6) 与 (7) 中 的 
等 式 右边 分 别 乘 上 V(27)y 与 (27)m， 
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定理 6(Fourier 变换 的 反 演 ) Lebesgue 可 积 函 数 f : R* 一 C 的 Fourier 

变换 了 也 Lebesgue 可 积 当 且 仅 其 Fourier 道 变换 f 也 Lebesgue 可 积 ， 此 时 
7(z)= 4 exp(2rV—1z yf(y)dy. 


/oj= exp(—2rV 1s -yy)f (ydy. 


这 即 f= 二 让 此 式 在 连续 时 恒 为 等 式 . 
这 说 明了 称 了 为 Fourier 道 变换 的 理由 ， 
定理 7(Riemann-Lebesgue 引 理 ) 设  : 及 ”一 CC 是 Lebesgue 可 积 函 


数 ， 则 
jn f(s) = lim f(x) = 0. 


习题 
练习 1 称 消 数 9 : 2 人 是 紧 支 撑 的 是 指 有 紧 集 工 使 
(9 关中 SECSR. 


设 纪 是 至" 的 开 集 而 1 pi 所 Dp 所 pp2 < 十 cc. 

(1) 设 UU 是 9 的 开 集 而 天 是 非 空 紧 集 使 KK CU, 则 有 紧 支撑 的 光 滞 函数 
9 :人 一 人 使 Xk 羡 9 人 Xv. 

(2) 车 了 ELF(O) nLm2(O), 则 有 紧 支 撑 的 光滑 函数 9 使 


Hf — glly <E:DSEDPE pa. 
(3) 设 了: 0 一 C 局 部 p 方 可 积 ，4 取 遍 9 中 紧 集 时 ， 
fllp,a = ( |FfzjlPdz)z < 十 eo. 


当 7( 与 4 有 关 地 ) 尽 够 小 时 ， 了 * pr 有 意义 是 lim yx pr 一 flp,4 =0. 
练习 2 命 g(z) 一 f(z +), 证 明 (2) = exp(27vVlu. x)f(z). 
练习 3 设 r : 了 Rn 一 及" 是 可 逆 线 性 变换 , 证 明 f67-1 = | detr| 六 orT. 


练习 44 设 :有 民 一 CC 是 Lebesgue 可 积 函 数 且 c > 0, 证 明 (i I 了 ))o ， 几乎 
处 处 带 近 0. 
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绒 习 后 设 妃 和 瑟 是 亚 "” 中 Lebesgue 可 测 集 使 记 十 了 CO. 
(1) 当 五 和 五 都 非 Lebesgue 零 集 时 ， 证 明 G 包含 一 个 非 空 开 集 UD. 
(2) 当 巨 和 下 都 是 Lebesgue 零 集 时 ， CG 也 可 能 包含 一 个 非 空 开 集 . 
TT 
练习 6 设 纱 :下 一 CC 是 周期 为 的 有 界 可 测 函 数 使 { bled 三 元 证明 对 
任何 Lebesgue 可 各 函数 三: 取 一 克成 立 


im VE v= /10 


以 此 结论 证 明 83.4 例 2 和 铝 .5 中 1 维 情形 的 Riemann-Lebesgue 引 理 ， 
练习 7 试 证 明 没 有 Lebesgue 可 积 函 数 e ; 有 下" 一 人 使 了 :下 "一 筷 为 坚 支 
撑 的 光滑 函数 时 ， er* 了 = 三 三 
练习 8 设 了 与 9 分别 是 一 维 区 间 (@, 中 与 (7, 的 特征 函数 求 它们 的 Fourier 
变换 并 直接 证 明 

了 flz)5(z)dr = { jlz)g(z)dz 


练习 9 当 忆 足下 "” 的 Lebesgue 可 测 集 是 f: 久 一 CC 居 Lebesgue 可 积 函 


数 时 ， 证 明 
lim f (79 ] m(dy) = 
一 soX \ sin(z . y)f (9) 


练习 10 设 (Xi;, Si Hi) :1 二 1,… ,nn 是 全 0- 有限 测度 空间 ， 人 RR; 是 5; 的 
子 环 使 Si CRY. 设 及 二 RI Rn, 设 1&pi gp < 十 cc. 

如 果 了 : 闫 1 x ….X Xn 一作 是 pi 方 可 积 的 又 是 po 方 可 积 的 , 则 有 简单 
函数 9g 二 2, QiXE; 使 Ei 都 是 天 的 成 员 且 


max{||f 一 gllp :pi pgp} <e. 


练习 11 用 1 维 情形 的 Riemann-Lebesgue 3 引 | 理 证 明 多 维和 情形 的 Riemann- 
Lebesgue 引 埋 . 


第 生 童 


微分 与 不 定 积分 


在 Riemann 积分 的 范 咕 中 ， 一些 函数 可 用 其 导 阴 数 的 不 定 积分 表达 ， 本章 
的 主要 内 容 是 先 将 这 种 想法 推广 至 Lebesgue 积分 的 范畴 中 ， 然 后 讨论 一 般 测度 
的 不 定 积分 问题 . . 


84.1 有 卉 灾 差 函数 
对 于 [a, 英 的 分 点 组 吕 :a = 二 x0 之 … 之 zx 一 了, 请 数 : [a, 目 一 C 关 
于 了 的 变 差 V{f,P) = 多 |f {wi 1) — fxa)l. 


全 变 关 与 其 性 质 当 P 取 遍 [a, 踢 的 分 点 组 时 ， 得 了 的 全 变 差 如 下 : 
b 
Vf=supV(f,P)= im V(f,P). 
a a SP 一 0 


如 设 广 是 递增 汪 数 ， 则 W 了 = TY(P P) = 了 (0) - f(a). 
(1) 非 负 性 ， Ve 之 0. 它 为 零 当 且 仅 当 是 常数 耳 数 . 
(2) 齐 次 性 ， Yo (yf) = |y| Ve 了 其 中 7 为 复数 
(3) 次 可 加 性 ， Vi(f +9) < Vf+Vig. 
(4) 次 可 减 性 ， 在 全 变 差 有 限 的 情形 下 ， | Vt 一 Vtg| < Ve(f -9). 
(5) max{ Viref Viimf Vi < Vf= V7. 
(6) 车 于 在 (a, 内 是 常数 , 则 Vz 了 = |f(at) 一 f(a)|+|f(0) 一 了 (6 一)|. 
(7) 下 半 连 续 性 ， 如果 (天) 点 态 表 过 六 网 V < lm Ve 下. 


(8) 对 区 间 的 可 加 性 : 车 a <e<b 则 Vf=Vef+ViF. 
(9 记 | 放 = SUP ， Fe 站 则 


Vz(APa) < AN VS fo + fal VA 
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(10) 若 有 正 数 c 使 26 则 VP 有 < (Ve 

(11) 当 了: [a, 日 一 民 连续 时 Ve 了 = V, exp(V—1f). 

若 将 了 视 为 复 平面 上 一 条 参数 曲线 , 则 VJ 为 其 长 度 , 以 上 (11) 表明 落 于 
实 轴 上 的 连续 曲线 了 与 落 于 单位 图 周 的 曲线 exp(V-I 六 是 等 长 的 ， 
例 1 命 f(t) =exp(V-=1t), 据 (11) 得 Yo" 了 = 2r. 这 是 单位 圆周 的 长 度 . 


it 
任意 区 间 苹 上 函数 g :XY 一 人 的 全 变 差 Vs = sup{V 9lls; 相 和文}. 当 


久 分 别 是 (a,5), (a, 句 , [a,) 时 ， 这 可 分 别 记 为 Y 9， Y 9， Y g. 同样 规定 9 的 
全 变 基 沿 数 Vg 使 其 在 a 的 值 为 0 面 在 6 的 信 为 9 的 全 变 关 


有 界 变 差 函 数 全 变 差 有 限 的 函数 了 称 为 有 界 变 兰 函数 .相应 的 递增 函数 V 三 : 
ZrrVz 称 为 了 上 的 全 变 兰 函数 ， 

(1) 有 界 变 差 画 数 是 有 界 Borel 函数 ， 

(2) 函数 有 界 变 差 当 且 仅 当 其 实 部 与 虚 部 有 界 变 差 . 

(3) 有 界 变 差 函数 的 共 扬 与 模 都 有 界 变 差 ， 

(4) 有 界 变 差 画 数 的 线性 组 合 与 点 态 匀 积 都 基 有 界 变 差 函数 . 

{5) 有 界 变 差 函数 的 不 连续 点 都 是 第 一 类 的 县 它们 有 可 数 个 . 

《6) 有 界 变 差 尔 数 与 其 全 变 差 函数 有 相同 的 左 连续 点 和 右 连续 点 . 

(7) 有 界 变 差 函数 不 必 连 续 ， 连 续 函 数 不 必 有 界 变 束 . 


有 界 变 差 函数 的 大 多 数 性 质 可 从 考察 单调 丁 数 而 得 到 ， 这 基于 以 下 定理 . 


定理 1(Jordan 分 解 ) 设 9: [a,b] 一 民 是 有 界 变 差 函数 ， 则 有 唯一 一 对 递增 
网 数 04 使 9g 二 9(0) +4 一 t- 且 VYg=V4 十 V0. 


以 上 分 解 中 的 b+ 称 为 9 移 正 负 变 闫 函数， 它们 由 下 式 确立 ， 
vi (2) = Noe) Ge) - go) 


例 2 设 万 是 聚 的 订 列 子 集 和 而 llor| + 站 < +oo. 作 跳跃 画 数 
rE 
f(z) = (ore 一 站 十 应 人 页 (位 一 了 ))， 


(1) 不 在 DD 中 的 实数 zo 是 f 的 连续 点 ， 为 此 将 上 式 中 第 项 记 为 gx (2)， 
它 在 zo 过 纺 级 数 gr 一 致 再 近 .于 是 在 zo 连续 
TT 在 
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(2) 函数 了 在 了 的 在 丰台 用 fr) 一 了 (7 一 ) = ar 而 其 在 ” 的 右 方 跳 耻 
度 Fr+) 一 了 (7) = 应 . 事实 上 , 据 (1) 知 跳 皮 函 数 一 9; 在 7 连续 . 于 是 了 
与 和 在 了 A 

(3) 若 了 在 (c,d) 内 连续 ， 则 它 在 (c,d) 内 是 常数 当 c < 之 xX < dd 时 ， 


fx)= 2 ort+ 2 应 . 
reED:ret TED:r<e 
{4) 跳 妈 函 数 , 了 在 [a, 划 上 的 全 变 差 

b 

Vf 一 2 《Xi 人) 十 jos|xre 晤 (站 )， 
为 此 取 递 增 至 DD 的 有 限 集 序列 (Da) 并 命 f, = - 乞 9r; 则 fx 在 (a, 站 内 的 
不 连续 点 与 区 间 端 点 形成 一个 分 上 组 如 ,… ,如 , 则 所 在 在 【全 -1 入 ) 内 是 常数 
至 委 有 一 个 E 万 使 信 _1 < "< 生生 多 有 -个 sE 了 使 -1 8 会 久 ， 
于 是 


Vn 一 二 [fn (iit+) 一 fn (yi-1)| 十 [fn (vi) — fn(ti~)| 


= (ET Bx 的 + lorixew sa) 
i=1 rED, TED,, - 
= 2 (orlxco,n(™) + |Brixto,s) (7)). 
reD, ， 
为 ( 户 ) 一 致 逼近 f, 据 全 变 莽 的 下 半 连 续 性 (VY* PS lim VY? f) 知 
W 了 全 2 (erlxeaat) + |B- |Xra,s) (7)). 
将 上 式 中 于 换 为 跳 函 数 了 一 户 且 将 对 应 的 DD 换 为 D\ Dn 得 
5 b 
iIVf—V fal VE(f — f,) 
< 7 (xca(gm + [orixecaatr)). 
reEDN Dn 


可 见 ， 对 万 的 全 变 差 取 极 限 即 得 了 的 全 变 差 . 
(5) 跳 聊 函数 了 的 全 变 差 函数 (VY 了) (7) 二 g(x) 一 g(a), 其 中 


g(2) = or 一 他 十 他 全 如 一 门 ) 
二 2 (|r |X (0,2] (7) 十 [B87]X 00,2) (7)). 
reED 


这 是 跳 除 函数 ， 因 此 实 值 跳 除 函数 的 正 负 变 差 函数 者 是 跳 聊 函数 . 
上 例 充分 应 用 了 全 变 差 的 基本 性 质 来 解决 问题 . 
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定理 2(Helly 选取 原理 ) 区 间 [a,b] 上 逐 点 有 界 并 且 全 变 差 一 致 有 界 的 兰 数 列 
(fn) 有 子 列 (fi, ) 逐 点 逼近 一 个 有 界 变 差 本 数 了 . 
以 后 常用 右 连 续 的 有 界 变 差 函 数 ， 一 般 的 有 界 变 差 沙 数 可 右 连 续 化 如 下 . 


定理 3 设 1 : [e, 引 一 C 是 有 界 变 差 画 数 , 命 g(a) = f(a) 而 g(b) = f(b); 
当 @a < < 了 时, 命 下 7) = zf) 栈 数 g 是 在 (a,5) 右 连 续 且 在 区 间 端点 
及 了 的 连续 点 与 了 等 值 的 唯一 函数 . 进而 Yg VY 了. 


对 于 函数  : [a, 日 一 及 与 实数 y, 方程 (2) = yy 的 实 根 个 数 记 为 ?()， 
其 取 值 范围 是 0, 1,2,.… ,co. 称 ? 为 了 的 Banach 指示 函数 . 
定理 4(Banach) 连续 函数 了 : fa, 蛋 一 了 的 Banach 指示 函数 ” : 慷 一 奴 
是 非 负 Borel 请 数量 


[mu 


Vf -了 了 Y(y)ady. 


据 此 定理 ， 了 有 界 变 差 当 且 仅 当 7 可 积 . 此 时 刀 乎 所 有 使 方程 f(z) 二 9 
有 有 限 个 解 ， 使 f{z) 二 y 有 无 限 个 解 的 y 组 成 一 个 Lebesgue 零 集 . 
例 3 函数 sin : [0， 27] 一 到 的 Banach 指示 消 数 的 值 
Y= {0:Ww > ll:ly=i2:0<y<13:y=0}. 
所 以 YYy)dy = 4. 这 也 是 sin 在 [0, 2x] 的 全 变 差 . 
Dini 导数 对 于 函数 了 : |[a, 引 一 录 和 和 ja; 中 中 不 同 两 点 了 与 妃 命 
Ap(z,y) = fy) 一 Fr) 


yr 
(01) 当 a x <5 时， 定义 了 在 了 在 两 个 右 Dini 导数 如 下 : 
Df(z)= lm Ay(z,g) =inf sup Ayl(z,Y), 
下 一 了 十 了 2 Tr 
D+f{x) = J Aj(z,Y) = sup 。iR ,ACF); 
它们 相等 时 记 为 六 (2). 这 称 为 了 在 了 的 右 导数 ， 
(2) 当 &a < 区 5 时 ， 定义 了 在 zx 的 两 个 左 Dini 导数 如 下 ， 
D f= lm Aslsy) = nf sup ,Ar(z,%), 


D_fz)= lim Ay(z,Y) = sup if. AF (TW); : 
Yi rT Toy 
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它们 相等 时 记 为 产 (z), 这 称 为 了 在 7 的 左 导数 ， 

(3) 命 Df(z) 与 五 Flz)] 分 别 是 了 在 2 的 最 小 Dini 导数 与 最 大 Dini 导 
数 ， 它 们 相等 时 记 为 (7x). 这 称 为 在 XY 的 导数 ， 此 地 导数 允许 取 值 为 士 co. 
而 了 在 x 可 导 是 指 一 oo < 产 (z) < 十 oo， 

(4) 将 了 : (a,b) 一 民 的 连续 点 集 记 为 A 而 不 连续 点 集 记 为 也 . 

(4a) 上 是 广 文 实数 时 ， A(D+f 之 引 与 A(D+4f & 引 都 是 Gs 型 集 . 

(4b) t 是 广义 实数 时 ， A(LDf > 与 4(Df < 都 是 Gs- 型 集 . 

(4c) 了 的 不 可 导 连 续 感 全 体 41 是 Gso- 型 集 一 可 数 个 Gs 型 集 的 并 . 

(4d) 了 的 左右 导数 都 存在 但 不 相等 的 点 有 可 数 个 

(4e) Dini 导数 限制 在 连续 点 集 上 是 Borel 函数 . 

(5) 若 万 是 可 数 集 ， 则 Dini 导数 是 (0,5) 上 Borel 冰 数 . 


以 下 是 有 关 Dini 导数 与 Borel 集 测度 的 重要 关系 ， 


引 理 5 设 了: [a, 晶 一 民 是 递增 函数 . 
(DD) 设 0&s<+o0 使 EC(D_F < 8), 则 [FE & slElI. 
QQ) 设 0& st+o0o 使 EC(DTf > 8), slElt < |fF(EN. 


以 下 是 经 上 典 实 分 析 中 重要 的 结论 . 
定理 6(Lebesgue) 有 界 变 差 务 数 关 于 Lebesgue 测度 几乎 处 处 可 导 . 


例 4 设 5 > 0， 对 于 ja, 可 中 Lebesgue 零 集 ,构造 一 个 连续 的 递增 机 数 
9g0 :|a, 引 一 民 使 gola) =0, 9g0(D) <e) 当 xz EB 时 (7) = 
为 此 ， 取 包含 五 的 递减 开 集 序列 【DC 使 [Un|1 < 2 ”. 作 连 续 递 增 函 数 


h(z) I 门 Ia, zjl 十 [U2 门 (a, zj] 十 …. 


当 X EE 声 时 , 取 个 ">0 合 (Y 一 ?XY 十 ?Ch 当 0<s<7 峙 ， 


h(t+s)— hz) = > [ICUsNlz,z+ sh ns 
hz) ~ hz — s) = 二 [Ug nN [zs ~ 8, 7]h > ns. 


这 样 Dh(2) 交 n. 由 的 任意 性 知 V(x) = 十 oo， 
命 go = 二 2h 二 人 0) 十 1) 即 放 . 
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定理 7(Fubini) 设 区 间 [a,8| 上 的 递增 函数 组 成 的 函数 项 级 数 ?， fn 点 态 收 


ni21 


化 于 函数 f, 则 关于 Lebesgue 测度 几乎 处 处 成 立 2 = 了 


为 计算 距 获 函数 了 的 导数 ， 可 设 其 距 牙 度 ar 和 应 都 非 负 由 多 =0 和 以 
上 定理 知 产 =0. 一 般 地 ， 将 有 界 变 差 函数 分 解 成 实 部 与 虚 部 并 由 Jordan 分 解 
林 得 以 下 定理 中 第 一 结论 ， 


定理 8 设 了 : [a,b| 一 CC 是 有 和 界 变 差 两 数 ， 则 (VY /=| 产 |, 县 
6 b 
jzjlaz < VI 
有 两 组 同 侧 Dini 导数 ， D+f 和 DD. 了, D-f 和 咏 _f; 有 两 组 对 角 Dini 
导数 ，DTf 和 DD_f, D+rf 和 DJ/. 


定理 9(Denjoy-Young-Saks) 函数 了 : (a,5) 一 及 在 某 个 Lebesgue 零 
集 五 外 的 每 点 处 只 可 能 有 如 下 情形 , 两 个 同 侧 Dini 导数 有 限时 相等 ， 两 个 对 角 
Dini 导数 不 为 异 号 无 穷 大 时 有 限 且 相等 . 


司 题 
五 
练习 工 试 证 明 Vf 二 supQ(f,P), 其 中 已: zo < < zn 到 才 [如 的 分 
点 组 ， wi 表示 上 在 [zt;_1, zi] 上 的 振幅 ,而 Q(f, PP) = 3 wi. 
练习 2 证 明 ， 在 (a,b) 内 导 函 数 有 界 的 连续 函数 了 : [o, 一 及 有 界 变 差 . 
练习 3 设 下 : [0,1] 一 C 是 有 界 变 差 函数 , 命 9(0) =0 且 
go) = HEE 0 p< 
[My 出 

试 证 明 9 : [0, 1] 一 C 也 是 有 界 变 差 函 数 . 
练 可 4 设 了 :lai 一 下 是 连续 函数 ， 命 

afz) = min{ f(y)la < yz}, 

Bz) = max{f (la & yr}, 
证 明 a 与 有 是 [a, 吉 上 连续 函数 . 
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练习 5 设 有 函数 广 : (0, 站 一 展 和 a < zo<b 
(1) 若 f 在 xo 取 到 极 小 值 ， 证 明 D- f(xo) 0& Df (zo). 
(2) 若 f 在 xo 取 到 极 大 和 值 ， 证 明 D+ f(zxo) & 0 D_f(rxo). 
(3) 车 DD- 了 (zo0) <0 < D+f(zxo), 证 明 zo 是 了 的 严格 极 小 值 点 . 
(4) 函数 了 的 严格 极 小 值 点 z 有 可 数 个 . 
(5) 使 D+ f(z) < Df(Y) 或 D™ f(z) < Dyf(z) 的 点 有 可 数 个 . 


练习 6 求 函 数 了 : [0,3] 一 及 的 全 变 差 ， 其 中 
T— 1,r< |]; 

f(x) = | 10,2 = 1; 

rm>1. 


练习 7 了 设 f: [@ 避 一 [ed 是 严格 递增 的 连续 函数 合 fla)=c 而 f(b) =d. 
三 
对 于 函数 9 : [c,d| 一 有 R, 证明 VY(9f)= Vg. 


练习 8 没 了: [Ia 引 一 及 是 连续 函数 使 一 | 外 exp(w 一 1 站. 
(1) 当 jg| 与 了 有 界 变 差 时 ，g 亦 有 界 变 差 . 
(2) 当 g 有 界 变 差 且 下 有 界 时 ， f 亦 有 界 变 差 . 


练习 9 求 区 间 上 [9,7] 上 函数 sin 的 正 负 变 善 阔 数 ， 


练习 10 对 于 单调 函数 站: 及 一 展 , 定义 9(z)] = f(z 十 ). 证 明 ， 
(1) 9 在 任何 点 zo 右 连 续 . 
(2) 了 在 xo 连续 当 且 仅 当 9 在 zo 连续 . 
(3) 在 连续 点 zo 处 ， f 和 g 有 相同 的 Dini 导数 . 


练习 11 求 以 下 天 数 在 指定 的 区 间 上 的 全 变 差 ， 
(1) 正 弱 函数 smnz 在 区 同 |0, 7] 上 上， 
(2) 指数 函数 expfv 一 区 在 区 间 {0, 27]. 
(3) 函数 exp(V 一 1sint) 在 区 间 [0, 2x] 上 
(4) 对 数 函 数 nz 在 区 间 [1, 100] 上 . 


练习 12 证 明 ， 函 数 有 : [a,8] 一 C 是 有 界 变 差 消 数 当 且 仅 当 存 在 “个 递增 天 
数 g: [a 一 有 使 a 所 1 区 oa 所 b 时 , 


| 六 ga) ~ f(z1)| & 9(22) — 9(21). 
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练习 13 当 连 续 函数 了 : [a, 68] 一 民 存在 有 界 的 导 画 数 f'; (a,5) 一 了 下 时 ,用 
有 界 收 敏 定理 证 明 微 积 分 基本 定理 ， 


站 rm = f(b) — f(a). 


练习 14 设 函 数 9 : [9,6| 一 及 在 [a, 9] 的 子 集 五 上 处 处 可 导 . 
(1) 兰 有 常数 c 使 zeE 巨 时 |g'(x)| ,证明 |g(E)|? & clElY. 
(2) 若 9 是 可 测 函 数 而 巨 是 可 测 集 ,证 明 |9( 百 )] 上 人 < 『 |g'(t)lat. 
五 


练习 15 证 明 ， 椒 处 可 微 函数 了 : (a 如 一 CC 的 导 沙 数 产 无 第 - -类 不 连续 点 . 
练习 46 两 数 让; (a, 站 一 C 在 x 可 导 当 且 仅 当 以 下 极限 存在 征 有 限 
jo fv) flo) 
一 一 生 - 癌 十 和 一 蜗 
练习 17 设 0 < a < 之 1, 试 证 明 以 下 连续 函数 处 处 不 可 微 : 
(2 on cos(b”*nz), 其 中 心 是 奇数 使 2ap > 2 十 3rfl 一 a). 


于 一 十 


(2) » a"|sin(b™*xz)|, 其 中 b 是 奇数 使 ap > 1 十 T. 


n=1 


i 


(3) 2 an sinfpnrz), 其 中 b= 二 1: 二 1,2,.…. 
7 二 1 


练习 18 设 了 是 民 中 区 间 . 函数 了 :了 一 民 递 增 当 且 仅 当 Df 之 0. 此 时 ， 了 
不 严格 递增 当 旦 仅 当 Df 的 零点 集合 长 度 非 零 的 区 间 ; 即 了 严格 递增 当 且 仅 当 
Df 的 罕 癌 集 不 含 长 度 非 零 的 区 间 , 


练习 19 设 了 : [a, 引 ~ 了 及 是 递增 函数 而 召 是 lo, 可 中 Borel 集 ， 刘 
1 f'Wat & |f(E)h. 


车 避 C(D- 了 < 二 00), 划 上 式 中 等 导 成 立 , 
练习 20 证 明 ; 使 (DT+ < 0) 不 具有 连续 势 的 连续 函数 f ; (a 站 一 于 递 
增 ; 使 (Dh < 0) 不 具有 连续 势 的 连续 函数 及: {a, 串 一 民 也 递增 . 
练习 21 若 连续 函数 六 : (4, 踢 一 C 的 4 个 Dini 导 函 数 中 有 一 个 有 界 一 如 
设 p<DTf < g, 证 明 p< Df < gq. 进而 a<z<z < 时 ， 

p< f(x) 一 了 (7 


Tx 


4. 
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练习 22 没 过 续 虹 数 『 ; (a) 一 到 的 4 个 Dini 导 函数 中 有 一 个 一 如 设 
D+f 在 zo 有 限 且 连续 ， 证 明 了 在 zo 可 导 ， 


练习 23 证 明 : 随 数 了: [a, 中 一 展 使 (D+ 有 (zx) 一 +oo 且 (D- 有 )(z) > 一 % 
的 点 x 全 体 必 个 堆 集 . 


练习 24 证 明 : 4 个 Dini 导 画 数 中 有 一 个 的 非 零 点 全 体 不 具有 连续 势 的 连续 
函数 了: [o, 中 j 一 民 是 常数 函数 . 


练习 25 证明 Dini 导数 都 有 限 的 函数 了 : fa; 引 一 及 处 处 连续 . 
练习 26 证 明 ， 泉 数 了: ,中 一 下 满足 Lipschitz 条 件 一 存在 < 之 0 恒 使 
|f(2) — Fo)| & clz — 2) 
当 二 仪 当 了 的 所 有 Dini 导数 组 成 一 个 有 界 数 集 . 
练习 27 证 明丽 数 上: [4,0] 一 满足 Lipschitz 条 件 当 对 仅 当 
e>0,35>0: > (bi:~m)<6 | 于 (的 — fla))| < <. 
84.2 绝对 连续 函数 


在 负 .4 构造 的 Cantor 函数 是 奇异 函数 一 导数 几乎 处 处 为 零 而 本 身 不 为 
常数 的 连续 有 界 变 差 函 数 ， 这 样 的 函数 不 是 其 导 函 教 的 不 定 积分 .在 Lebesgue 
积分 的 范畴 内 ， 关 于 不 定 积分 问题 有 如 下 结论 


定理 1 对 于 函数 了 : [ae, 引 一 C, 以 下 条 件 等 价 : 
(1) 了 是 绝对 连续 函数 : 对 任何 > 0, 存在 > 0, 当 ja, 中 满足 
3 (56; 一 Qi) <6 的 有 限 个 开 区 间 {(Qi; Ba)|i} 相互 不 交 时 ， 
2 160) — flai)| < &. 
{2) 了 是 某 个 消 数 2 的 Lebesgue 不 定 积分 (此 时 了 二 wp): 


f(z) = fa) + {odi:agz bh. 


(3) 广 尾 过 续 的 有 界 变 差 丽 数 并 旦 Ve 了 = 2 | 站 (x)|dz. 
(4 『 的 全 变 差 钱 数 VY 绝对 连续 . 


可 见 ， 绝 对 连续 丙 数 f 使 微 积分 基本 定理 成 立 : 
fo) = 0 + PdsaszsE 


正 纺 阔 数 绝对 深 续 ， 这 是 因为 不 等 式 > |sinb; 一 sinoil < 2 jb; 一 ai| 表 
明 可 取 6 = =. 绝对 连续 函数 的 线性 组 合 与 点 态 习 积 是 绝对 连续 昂 数 ， 绝 对 连续 
将 数 未 必 处 处 可 导 . 如 区 间 [1,1] 上 绝对 连续 请 数 |z| 在 零点 不 可 导 : 
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例 1 举例 说 明定 理 1 中 的 不 定 积分 不 可 换 成 Riemann 积分 下 的 不 定 积分 . 


为 此 设 ar > 0 使 9 ar < 十 co， 作 开 集 蕊 = Utr arr 十 ar) 和 闭 集 
TE 万 如 


二 及 \U, 由 于 mV) 有 限 ， 从 而 m(E) = 十 oo， 
当时 , 命 f(x) = 0; 当 ZZ 人 在 U 的 -个 构成 区 间 (4, 如 时 ， 命 
f(x) = (zz 一 oj (x — b)’ sin g(x), 
其 中 9g(2) = ((b 一 Q)(z 一 (2 一 加 ). 此 时 
fx) = (xa br or — 0b)sing(r) 一 cs) 
任 取 EEB, 设 rf<z. 若 zz 在 户 中 ， 则 f(z) 一 了 (zx) = 0 若 对 任何 
r > 0, UU 与 (zz 十 7) 相交 ， 这 其 中 的 z 必 在 U 中 的 -一 个 构成 区 间 (&x,b;) 
中 , 则 了 和 ay 三 Zz 之 bb, 于 是 
fF0) 10) _ (0) ba) 
sn 之 一 下 + 一 
这 表明 fi (x) 二 0. 同样 产 (z) = 0. 从 而 了 处 处 林 导 . 
虽然 产 有 界 ， 但 巨 中 每 一 点 都 是 其 不 连续 点 ， 因 而 了 7 不 几乎 处 处 连续 . 
这 样 了 不 Riemann 可 积 ， . 
下 面 将 有 界 变 差 范 数 的 不 连续 点 分 上 来 而 得 到 一 些 好 的 函数 . 
定理 2(Lebesgue 分 解 ) 任何 有 界 变 差 函 数 9 ; ja, 证 一 C 都 可 写成 绝对 连续 
函数 、 跳 峙 函数 和 奇异 沙 数 这 三 类 消 数 中 一 个 或 两 个 或 三 个 之 和 . 在 相差 - -个 常 
数 的 意 久 下 ， 它 们 由 9 唯一 确定 . 
这 三 个 国 数 的 构造 如 下 ， 以 az 与 & 记 9 在 z 的 左右 方 跳 唉 度 ， 命 


h(z2)= YY odr-2)+ 3 Bl ~ 2). 


cb zh 


sin9(z2) = 0. 


它 非 索 时 是 跳 胰 函数 ， 它 与 9 有 相同 的 不 连续 点 日 对 应 的 左右 方 跳 著 广 - -致命 
9okz) 一 f g(adt :axrtb. 
这 是 绝对 连续 阔 数 ， 作 连续 的 有 界 变 差 硝 数 
(7) = 9g) 一 由 人 一 9 ath 
如 果 gi 不 为 常数 ， 则 95=0 蕴含 gs 为 奇异 函数 .这 得 9 的 Lebesgue 分 解 : 
9 三 名 十 二 和. 
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定理 3 设 y: [a 日 一 C 是 Lebesgue 训 积 的 则 (oa 六 中 几乎 所 有 点 z 使 


1 十 了 
im ~- eg — plr)ldy = 0. 
这 样 的 x 称 为 p 的 Lebesgue 点 , 它 使 wp 的 不 定 积分 了 满足 了 (x) = wp(4). 
定理 4 逐 点 可 微 且 导 函 数 Lebesgue 可 积 的 丙 数 了: fo, 串 一 C 绝对 连续 ， 
习题 
练习 1 实数 t 满足 什么 条 件 时 ， 以 下 涌 数 有 界 变 差 ? 
0) =0; f(r) = zisin(l/r),0<x el. 


练习 2 由 方程 y 二 x sin(1/7) 确定 的 曲线 区 在 (0,1] 上 是 否 可 求 长 ? 
练习 3 证 明 ， 单调 函数 : [a, 中 一 到 绝对 连续 当 且 仅 当 


f padz = f(b) Ha 


练习 4 设 点 态 收敛 级 数 了 = 和 fr 中 的 每 一 项 都 是 fa, 0 上 递增 的 绝对 连续 
21 
函数 ， 证 明 f 是 绝对 连续 函数 . 


练习 5 设 『: [4a, 日 一 [e,d| 蚌 绝对 连续 函数 . 如 果 9g ; [c,d 一 C 满足 
Lipschitz 条 件 ， 证 明 9f : [a,1 一 是 绝对 连续 函数 . 


练习 6 证 明 函 数 了 : fo 如 一 民 的 绝对 连续 性 与 以 下 诸 条 件 相 互 等 价 : 
(1) Ye > 0,36 > 0,7 U (ai, bi) 记 [ce,a : 


tn 


Pm)<is EU) fo)| <e. 
(2) Ye > 0,36»> 0,Y | (gi, b:) 记 [, 避 : 
tiEIT 
Db oi) < 6 Dfbi) — flo)| < s. 
iET iEI 
(3) YE > 0,36 > 0,Y LU (as 本) 记 [a;5] : 
iET 


yb < DE 
ET YE 了 
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(4) Ye > 0,3c > 0Y Ul (ai pi © [a, 8): 


2 | 他 0) - fl< ce 2 (bs oi) + 


世 人 


其 中 n 是 任意 自然 数 ， 工 是 任意 可 数 集 ， 而 us 是 了 在 [ai,bi] 上 的 振幅 . 


练习 7 设 忆 是 到 中 区 间 ， 对 于 函数 :六 一 区 ,证明 以 下 4 条 等 价 : 
(1) f 是 下 十 函数: 当 0 冬 s 气 1 上 且 2yE 瑟 时 ， 


flsr t+ (1 — sjy) & sf(lx) + (1 — s)f(y). 
(2) ieE 和 上 且 志 >0 使 公 下 一 1 时 ， 


4 一 1 


f(r tt tnrn) EA) Fn). 
(3) ziyza,xa 是 关中 依 小 到 大 排列 的 三 个 数 时 ， 
f(z2) 一 flr1) < f (x3) 一 f(z2) 


2 一 L343 Ta 


(外 zz 和 是 关中 两 点 且 <y 时 ，(DA)(z) < (DA)(Y). 


练习 8 证 明 下 同 晴 数 了 : (ae 一 民有 以 下 性 质 : 
(1) 了 在 等 点 X E (a 站 的 左 导 数 产 (z) 和 右 导 数 片 (z) 都 存在 且 


-00 < f(z) < fz) < +oo， 


@ acscy<by, F< MY-AY < py 


(3) 了 的 不 可 微 点 至 多 有 可 列 个 . 


练习 9 对 于 区 间 上 的 函数 有 : X --， 到, 证 明 以 下 条 件 等 价 ， 
(1) f 是 严格 下 十 函数 ， 0 < s< 1 且 久 中 数 *,y 互 异 时 


f(sr + (1— s)y) < sf(z)+ (1— 597) 
(2) zie XX 且 0< 在 <1 使 总 丰 二 1 时 ， 


f(t1z1 十 … 十 tn zn) < tf (zi) 十 :十 tf (rn). 
{3] 基 中 三 点 W211,W2,W3 使 Ti < 2 < Za 时 ， 
za) — fx1) < f {zx3) — f(z2) 


站 2 一 出 1 小 3 一 站 


(4) 基 中 两 点 和 使 z<y 时 (Df)(x) < (Df)(y). 
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练习 10 请 写 出 上 凸 晒 数 的 条 件 和 性 质 及 严格 上 凸 通 数 的 条 件 ， 
练习 11 证 明 : 连续 下 凸 函 数 了 ; [4, 站 一 下 是 绝对 连续 函数 . 


练习 12 设 了 是 区 间 关上 的 下 上 是 消 数 .， 当 天 是 开 区 间 时 ， 了 是否 连续 ? 当 
十 是 闭 区 间 时 ， 了 是 否 在 端点 连续 ? 


练习 13 求 下 凸 函数 了 : 玉 一 下 全体 型 的 势 . 


练习 14 设 了 了; [oa, 引 一 他 是 奇异 画 数 , 证 明 有 < > 0 使 > 0 时， 
[a, 中 有 相互 不 交 的 开 区 间 (G1, 嫩 ),… , (Qnsbn) 使 (bi 一 ai) < 56 且 
2 |f (6) — foi)| > e. 


练习 15 证 明 ，Lebesgue 可 积 画 数 了 : (4a,5) 一 C 的 连续 点 x 是 其 Lebesgue 
1 下 十 了 
总 zf Nf) flo)lay =0. 


练习 16 试 证 明 处 处 可 导 的 单调 函数 了 : [a, 串 一 下 绝对 连续 . 

练习 17 设 蕊 是 下 ”的 子 集 . 如 果 区 是 处 ”的 Fu- 型 集 且 五 G 二 ,证 明 吾 
在 连续 函数 了 : 羡 一 了 下 的 像 f(E) 是 了 Fe- 型 集 . 

练习 18 证 明 ， 连续 函数 了: 六 一 Y 将 六 的 Lebesgue 可 测 集 上 都 映 成 
Lebesgue 可 测 集 当 且 仅 当 了 将 天 的 Lebesgue 霉 集 Ei0 都 映 成 Lebesgue 零 
集 . 


练习 19 证 明 ， 连 续 的 有 界 变 差 函 数 f : la, 中 一 民 绝对 连续 当 且 仅 当 它 将 
Lebesgue 零 集 Eo 映 成 Lebesgue 零 集 [ 当 且 仅 当 它 将 Lebesgue 可 测 集 瞻 为 
Lebesgue 可 测 集 ]. 此 时 ， 当 互 是 [a, 引 中 Lebesgue 可 测 集 时 


|fF(E s 了 7G)lar 


练习 20 严格 递增 的 连续 函数 了 : [a, 6] 一 到 绝对 连续 当 且 仅 当 了 将 (Df = 
十 co) 上 映 为 Lebesgue 鹤 集 ， 此 时 ,车 互 是 [e, 引 中 Lebesgue 可 测 集 ， 则 


FE = f(tat. 
练习 21 设 递增 函数  : [a, 9] 一 到 绝对 连续 ， 当 吾 是 ja, 引 的 Lebesgue 可 


测 集 时 ， 证 明 
{FDdt = (Bh. 
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练习 22(T. M. nxTeHronpH) 设 f:[a, 四 一 [6 可 与 9:[c 可 一 CC 是 
绝对 连续 函数 ， 则 复合 丽 数 gf : [a,8| 一 C 绝对 连续 当日 仅 当 9f 是 有 痉 变 莽 
函数 


练习 23 设 玉 : [a,68] 一 区 下 半 绝 对 连续 一 当 5 >>0 时 ， 有 65>0 使 


Ue ba) <6 二 to — h(ai)) > ~e. 


证 明太 几乎 处 处 可 导 . 若 彤 20, 则 h 是 递增 函数 . 
练习 2 生 设 9:[a, 引 一 到 工 半 绝 对 连续 -一 当 E>0 时 ,有 6>0 使 


是 oh < 6 Dob) ole) <e 


证 明 9 几乎 处 处 可 导 . 着 9 所 0, 则 hh 是 递减 函数 . 
练习 25 设 刻 ; [a,b] 一 耻 是 下 半 纺 对 连续 函数 使 h(a) 一 0 且 开关 六 则 称 天 
是 了 的 益 积 汕 数 . 设 g: [a, 日 一 及 是 上 半 绝 对 连续 函数 使 g(a) 一 0 日 g' 志 站， 
则 称 9 是 了 的 损 积 函数 . 

证 明 ， 函 数 了 : [@, 引 一 耻 为 Lebesgue 可 积 的 当 且 仅 当 9 到 遍 了 的 损 积 
两 数 而 内 取 遍 了 的 益 积 两 数 时 


—00 < sup 9(8) = inf h(D) < 十 ca， 
9 业 


此 时 上 式 即 为 了 在 [@, 引 上 的 Lebesgue 积分 . 


练习 26 设 连续 范 数 9 : [a, 引 一 了 及 使 (万 9 = 十 00) 为 可 数 集 . 证 明 : 当 e >> 0 
时 ， 有 个 连续 晴 数 gi : [a; 趾 一 信使 a 万 x 志 了 时 ， 


0=9(0) g(a) < 9(0) ~ g(r) <e 
并 HL 万 9i(z) < +eo 及 万 gifz) < Dg(z). 


练习 27 设 连 续 函 数 上: le, 中 一 到 使 (了 六 = 十 oo) 为 可 数 集 . 当 & > 0 时 ， 
有 个 连续 函数 有 : [@, 囊 一 了 到 使 w 所 所 六 时 ， 


0 一 Pifa] — ha} hr) —h(r) <e 
并 且 DRi(Y) > 一 oo 及 Dhl > Dh. 
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练习 28 称 连续 函数 9 : [a, 一 民 为 函数 了 : [a, 外 一 展 的 一 般 下 函数 是 指 
g(a) = 0, (Dg = 上 +eo) 为 可 数 集 且 关于 Lebesgue 测度 Dg<f. 进而 称 9 为 
f 的 下 函数 是 指 Dg < +oo 和 且 Dg < 

证 明 : 当 9 是 了 的 一 般 下 函数 且 > 0 时 ， 有 个 下 函数 册 使 


0&g—q<&. 


练习 29 称 连续 函数 闵 : [e， | 一 取 为 函数 了: [c, 避 可 的 一 般 上 函数 是 指 
h(a) = 0, (Dh = 一 00) 为 可 数 集 旦 关于 Lebesgue 测度 Dh 之 f. 进而 称 产 为 
了 的 上 函数 是 指 Dh > -00 且 Dh 之 了 

证 明 , 当 玉 是 了 的 :最上 函数 诗 > 0 时， 下 有 个 上 卫 数 hi 使 


Oh-h<e,. 


练习 30 如 果 了 : [@, 划 一 下 上 有 界 ， 证明 有 上 函数 . 


练习 31 设 忆 :和 ea, 避 一 下 是 连续 函数 
(1) 如果 (Dw < 0) 不 具 连 续 势 ， 证 明 tb 递增 . 
(2) 如 果 常 数 c 使 (也 < c) 不 具 连 续 势 ， 证 明 恒 有 和 Aw(Zl, 22) 之 人 


练习 32 设 函 数 9 是 函数 f 的 一 般 下 函数 而 函数 有 是 站 的 一 般 上 函数 ， 证 明 
h 一 9 是 递增 消 数 . 特别 地 ， 9 到 下. 


以 下 了 个 练习 彻底 解决 了 实 直 线 区 间 上 的 孙 数 的 不 定 积分 问题 . 


* 练习 33 设 函 数 / : [a, 引 一 访 既 有 一 般 上 范 数 也 有 一 般 下 函数 ， 设 hh 取 遍 
了 的 [一 般 上 表 数 日 9 取 遍 了 的 [一 般 | 下 丙 数 时 ， inf h(b) 二 sup 9g(b). 证明 
9 


inf h(x) 一 SHp9fZ) arb 
上 式 记 为 P(z), 这 称 为 了 在 [a, xX] 的 Perron 定 积分 一 也 可 记 为 
pl = /fdt:aszrgh. 


将 函数 已 称 为 的 Perron 不 定 积分 ， 此 时 了 和 卫 有 以 下 性 项 
(1) f 的 Perron 不 定 积分 了 P 连续 .进而 了 一 9 和 hh 一 了 部 递 增 . 
(2) 了 居 几 平 处 处 有限 的 Lebesgue 可 测 函 数 且 P'= 了 . 
(3) 了 在 [&,8| 的 每 个 子 区 间 [wa, 吉 也 Perron 可 积 且 


J FlDdt = f f(t)dt 十 站 因此 
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* 练习 34 证 明 ， (1) 几乎 处 处 相等 函数 有 相同 的 Perron 可 积 性 与 积分 . 
(2) Perron 可 积 函 数 fi 的 实 线性 组 全 也 Perron 可 积 并 且 


b b 
flerfi + cofz2){r)dz = er f ft)dt + co f falt)dt. 
(3) 在 [Qa, 站 上 Perron 可 积 的 函数 f 满足 记过 疡 时 ， 
J Atat < f fathat, 


其 中 等 导 成 立 当 上 且 仅 当 方 三 户 . 
(4) 在 [a, 相 和 |b,d] 都 Perron 可 积 的 函数 了 在 [a,c] 也 Perron 可 积 且 


1 fdt + | 7 的 性 = { f(t)at. 


(5) Lebesgue 可 积 函 数 了 : [oa 是 一 肛 也 Perron 可 积 ， 并 日 了 的 两 个 积 
分 相等 【从 而 Perron 积分 是 Lebesgue 积分 的 推广 ). 

{6) 使 | 用 为 Perron 可 积 的 Lebesgue 可 测 函 数 了 为 Lebesgue 可 积 的 . 

(7) 广义 Riemann 可 积 函数 了 也 Perron 可 积 ， 且 了 的 两 个 积分 相等 . 

(8} 设 五 : [Qa, 站 一 及 连续 且 在 (0; 可 微 ， 证 明 让 为 Perron 可 积 的 且 


F(x) = F(a)+ f F(at :a 人 rb. 


* 练习 35 设 了 : [o, 引 一 C 连续 量 在 一 可 数 集 外 可 微 .如果 f*' 是 Lebesgue 
可 积 函 数 ， 则 了 绝对 连续 


$4.3 带 符 号 的 测度 


广义 实 值 函数 的 积分 提供 了 一 类 满足 可 列 可 加 性 的 集 函 数 ， 它 与 测度 的 差别 
在 于 它 可 以 取 抽 值 . 本 节 就 考虑 这 样 的 集 函 数 ， 


广义 测度 设 5 是 o- 环 . 如 果 集 函数 4 :5 一 及 满足 A(O) = 0 与 满足 可 列 
可 加 人 性， 4(D En) = 2 ACE 刚 称 jy 为 广义 测度 ， 


(1) 正 负 无 穷 大 只 有 一 个 可 被 广义 浏 度 上 取 到 若 4 能 取 到 +co 为 值 ， 
则 它 不 取 一 eo 为 值 ， 反 之 亦 然 ， 为 此 设 K(S) = +oo， 任 取 包 EE 5S， 由 
SUE= SU(E\VS) AES > 0 由 $= (5NEB)U(S\ 五 ) 知 
USNE)> -00. 由 EBE= (SNEU(EN\NS) gu(E) > 一 oo， 
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(2) 命 5= {BCXINF ER: ENF E68), 这 是 包 售 上 5 的 o- 代数 为 
此 任 取 BESHFPES, 
(UEINF=UE NF) es, 
(Ei\ EI)INF=(ENI)\ (ENF) ES. 


等 式 禄 站 玉 二 下 表明 针 是 5 中 成 员 ， 旺 然 5 C6. 

(3) 称 5 中 成 员 4 为 广义 测度 A 的 正 集 是 指 任何 可 测 集 忆 都 使 A( 吾 站 
A) > 0. 类 似 可 定义 负 全 ， 显然 空 集 既 是 正 集 也 是 负 集 . 

(4) 广义 测度 p 的 正 集 全 体 S+ 和 负 集 全 体 S_ 都 是 o- 环 . 

(5) 若 S 上 有 两 个 测度 jw 和 ps2, 则 jv1 一 pa 有 意义 时 是 广义 测度 . 


为 说 明 广义 测度 都 具有 土 面 (5) 中 形式 ， 下 面 引进 一 个 重要 结论 . 


定理 1(Hahn 分 解 ) 设 4 是 可 测 空间 ( 久 ,S) 上 广义 测度 ， 则 及 的 正 集 瑟 + 
和 负 集 X_ 使 XX 站 X= 名 且 六 UX_ = 六 . 


Hahn 分 解 可 能 不 是 唯一 的 . 如 对 于 | 一 1, 卫 的 Borel 集 五 , 命 (EE) = 
由 zdz， 则 1, 二, [一 1,0]) 与 ([0,; 十 , (一 1,0)) 都 是 4 的 Hahn 分 解 . 


性 质 2 设 / 是 可 测 空间 ( 针 ,S) 上 广义 测度 而 (XX4, 羡 _)】 是 其 Hahn 分 解 . 
对 于 可 测 集 百 , 命 n+ (EE) = 土 ME NX4). 

(1) /tt 是 测度 一 称 为 的 正 负 变 差 测度 , 命 |4| = jt 十 以, 这 称 为 j 
的 全 变 差 测度 . 它们 与 Hahn 分 解 的 取 法 无 关 . 

(2) p( 琴 ) < 上 +oo 时 ，J+(E) < +co 昌 吾 的 可 测 子 集 已 都 满足 J( 下 ) < 
十 oo, 进而 ， A+ 是 有 限 测度 当 且 仅 当 jp 不 取 十 co 为 值 . 

(3) KE) > 一 0o0 时 ，p” (BE < +oo 且 瑟 的 可 济 子 集 斑 都 满足 KR > 
一 00. 进而 ， 1 了 是 有 限 测度 当 且 仅 当 4 不 取 一 co 为 值 . 

(4 z= 4 一 4 了. 这 称 为 4 的 Jordan 分 解 . 它 具 有 最 小 性 .如果 两 个 测 
庆 轴 与 岂 使 FH 二 wo 一 Dy 则 pt wm 有 pT. 

(5) |x| 是 (0-) 有 限 的 当 且 仅 当 y+ 都 是 (0-) 有 限 的 当 且 仅 当 4 是 ({a-) 
有 限 的 【任何 可 测 集 都 有 关于 A 有 限 的 可 测 划 分 }. 

(6) D 到 遍 马 的 可 测 划分 时 ， | 人 |( 百 ) 一 sup 2 iaCD). 

EE 


设 凡是 测度 ， 可 测 两 数 了 : 天 一 及 关于 测度 pg 的 积分 存在 时 ， 加 权 广 义 
测度 vv: 马 嘱 】jan 有 个 Hahn 分 解 ((f > 0],(7 < 0) 也 有 个 Hahn 分 解 
E 


((F > 0),{f < 0)). 现在 v 的 正 负 变 着 测度 y+ (EB) = | /ar 而 全 变 差 测度 
vl(E) = flay. 
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复 值 测度 将 o- 环 土 具 有 可 列 这 加 性 的 复 值 集 函 数 4 : S 一 C 称 为 复 值 测度 . 
这 相当 于 re 和 im 都 是 有 限 广义 测度 . 
(1) 对 于 可 测 空 间 和 X 上 复 值 测度 上 4 与 可 测 集 五 , 命 


咱 (B) = supf 局 IA( 有 | : 可 江 划 分 E} 


所 | = sup{l#|(E) : EEE 5S}. 这 称 为 4 的 全 变 闫 . 
0 la| < [repgl + imgl < 2ai. 
(3) | 中 是 有 限 测 度 ， 称 之 为 4 的 全 变 差 测度 . 
(4) 非 负 性 ， |z| 宕 0 且 |4| = 0 当 旦 仅 当下 = 0， 
{5) 非 负 性 ， | 宕 9 是 al| 二 0 当 且 仅 当 上 = 了. 
4 ) 齐 次 性 ， |aHl = |all#| 且 ozll = el 共 中 a 是 复数 ， 
(7) 次 可 加 性 ， 4 二 器 | 二 和 且 上 十 寺 + 


广义 测度 或 复 值 测度 的 零售 可 以 很 天， 如 BI0, 27] 上 有 复 值 测度 
p:ED fexp(v—1r)dz, 
五 

它 以 [0, 27|] 为 零 集 ， 但 不 以 [0, 7] 为 零 集 ， 因 此 有 关 广 义 测 度 或 复 值 测度 的 几 
乎 处 处 等 概念 尼 是 对 于 其 全 变 差 测度 而 言 的 . 
积分 (一 ) 可 测 函 数 了 : 大 一 最 关于 广义 测度 jy 的 积分 为 

du = (He + 六 可) (fftar + [fart) 

了 人 


其 中 要 求 右 端 有 一 个 括号 有 跟 ， 积分 有 限 的 函数 称 为 可 积 函数 ， 
(二 ) 复 值 函 数 f 的 实 部 与 虚 部 关于 关于 广义 测度 上 可 积 时 ， 命 


ffadn= fref dn + vl flim fadn. 
六 x 广 
此 时 (| 有 | > 0) 关于 |k| 是 c- 有 限 集 且 了 关于 jh4| 几乎 处 处 有 限 . 
(三 ) 复 值 可 测 函数 了 : 天 一 C 关于 复 值 测度 4 的 积分 规定 为 
ffan= [ref drep -im fdimy) 
x 六 


+ Vv-—1 f(refdimp t+ imfdren). 
六 


这 要 求 了 的 实 部 与 虚 部 关于 4 的 实 部 与 虚 部 都 可 积 . 此 时 (|f| > 0) 是 o- 有 限 
集 ， 以 上 规定 的 积分 有 以 下 性质 ， 
(1) 当 Ju(B) 是 有 限 集 时 ， 有 界 可 测 函数 了 :五 一 C 总 在 吾 上 上 可 积 . 
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{2) 线性 ， 在 积分 存在 时 ， (af + bgjdp =af fap+bf fdr. 
x X X 
(3) 基本 不 等 式 : 设 了 关于 4 积分 存在 , 则 1 fdp| 所 |flalpl. 而 子 关 
i :并 


于 记 可 积 当 且 仅 当 | 由 关于 |p| 可 积 . 
(4) 可 列 可 加 性 ， 对 于 不 的 可 测 划 分 {Xn,}， 下 式 在 左边 有 意义 时 成 立 


} f(x)u(dr) = = 4 flr) ndar). 
(5) 控制 收敛 定理 : 设 9 是 可 测 函 数列 { 岂 } 的 可 积 控制 函数 ， 如 果 {下 ,} 
依 测度 |&| 收 化 (或 关于 |&| 几乎 处 处 收 化 } 于 可 测 函 数 六 则 了 可 积 并 县 
im | fnlz)pldr) = 上 Flr)nl dr 
机 


(6) 关于 测度 的 线性 ， 设 a 和 5 是 数 ， 下 式 两 边 有 意义 时 成 立 
[faloun tbv) =af fdp+bf par 
这 X 入 


(7) 绝对 连续 性 ， 如果 了 : 一 C 关于 广义 测度 或 复 值 测度 J 可 积 ， 则 对 
于 e > 0, 有 6 > 0 使 可 测 集 召 满足 jul(E) < 6 时 ，|J fanl <e 
E 


设 (X, 人 R, 4) 与 (YS,rv) 是 广义 或 复 值 测度 空间 而 f : 基 一 了 是 可 测 映 
射 使 到 是 了 的 可 测 集 时 z(E = MI) 则 称 vv 为 4 通过 了 了 诱导 的 测 
度 ， 如 果 此 时 了 还 是 可 测 同 构 ， 则 称 了 是 保 测 变换 . 


定理 3 条 件 同 上 ， 则 了 上 可 浏 函 数 9 关于 v 的 积分 存在 当 且 仅 当 复合 函数 
9 9 了 关于 上 的 积分 存在 ， 此 时 


| 9(Vvldy) = f gf (x) ulaz). 
YY 如 


有 限 测 度 诱导 的 测度 是 有 限 测度 但 o- 有 限 测 度 诱 导 的 测度 不 一 定 是 0- 有 
限 的 ， 为 此 , 设 了 :到 一 取 为 Fey 三 0. 在 取 取 Lebesgue 测度 则 到 的 任 
何 子 集 下 的 诱导 测度 z( 严 ) = 0 或 +eo， 

据 积分 的 可 列 可 加 性 , 函数 包 关 于 4 的 积分 存在 时 , 集 阔 数 vv : 五 一 了 wap 


是 广义 或 复 值 测度 ， 这 称 为 加 权 测 度 . 
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定理 4 设 由 和 zy 同上 上， 则 蕊 上 可 测 函 数 关于 v 的 积分 存在 当 且 仅 当 点 态 
积 fiw 关于 4 的 积分 存在 ， 此 时 


/ f(z)v(dr) = } fz)w( on dr). 
进而 ， 2” 是 ec- 有 限 的 当 且 仅 当 ww 关于 ja| 几乎 处 处 有 限 且 (|ww| > 0) 是 | 
的 5- 有 限 集 . 


据 此 定理 , 可 记 zx(dz) = w(xz)p(lqdr) 或 配 =tak. 如 当 瑟 是 [一 ! 1 中 
Borel 集 时 ， 命 p(E) = J xp( VvV—1z)dr, WI pldzr) = exp(v—1x)dr 


测度 疝 的 连续 性 设 v 和 jy 是 可 测 空 间 ( 久 ,S) 上 广义 测度 或 复 值 测度 . 

( 让 称 vv 关于 上 绝对 连续 是 指 |4|( 玉 ) = 0 必 苦 含 v{B) 一 0， 此 时 记 
v 攻 上 4. 称 vv 关于 jp 强 绝对 连续 是 指 对 任何 e > 0, 有 65>0 使 |n(E) <56 
时 ，|v{B)| < 

(1) 4 与 |&| 是 革 价 测度 一 相互 绝对 连续 的 测度 ， 

(2) 强 绝对 连续 性 蕴含 绝对 连续 性 . 反之 不 然 . 为 此 取 直 线 上 关于 Lebesgue 
测度 的 加 权 测 度 (dz) = 3z2m{dz). 显然 ”关于 m 绝对 连续 ， 但 y 关于 m 
不 是 强 绝对 连续 .事实 上 , 取 a>0 与 ">0 使 a2r 二 1, 则 


zfaa 十 r] = "fa ridr = {a+r)3—a>1. 
当 a 一 十 0 时 r 一 0. 但 v(a,a+7] 宕 1. 

(3) v € pS pr a 
(4) vv 是 广义 测度 时 ，v 才 jervt pg 且 v 过 大 
(5) jv pp 且 a,b 是 数 ， 则 a 十 bv 之 p 在 左边 有 意义 时 成 立 . 
(6) 链 式 法 则 :dp = widv 且 dv = wodp 时 ，dp = witwady. 
(7) TS-) 是 广义 测度 的 Hahn 分 解 时 ， 

dh = +Xxsdp = Xxxidlpl, 

ds| = (Xx — Xxx_)dp, 

di = (xXx, — Xx )adlal. 

(8) dv = wdh 时 ，v 是 o- 有 限 的 当 且 仅 当 (0 < |w| < +eo) 是 ju| 的 


0- 有 限 集 而 (|w| = 十 oo0) 是 |4| 的 零 集 ， 此 时 可 要 求 由 是 有 限 的 . 

(9) 六 非 平凡 且 全 o- 有 限时 ， 它 与 一 个 概率 测度 等 价 . 

在 dv = wadp 时 ， 称 v 是 妇 关 于 4 的 不 定 积 分 而 名 是 wv 关于 4 的 
Radon-Nikodym 导数 . 何 时 2” 关于 4 有 Radon-Nikodym 导数 ? 以 下 定理 
给 出 了 一 个 充分 条 件 . 
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定理 5(Radon-Nikodym') 设 4 是 可 测 空间 X 上 [ 复 值 测度 或 | 全 o- 有 限 
的 广义 测度 .如果 上 复 值 测度 或 ] 广义 测度 v 关于 上 绝对 连续 ， 则 vv 关于 已 的 
Radon-Nikodym 导数 ff 在 |4| 几乎 处 处 相等 的 意义 下 唯一 存在 . 


下 例 是 Radon-Nikodym 定理 在 概率 沦 中 的 应 用 , 其 中 极 少 用 到 概率 述 语 . 


例 1 设 (了 X, 大, 上) 是 概率 空间 而 9 是 下 的 o- 子 代数 . 当 是 【到 ,开山 上 
可 积 函 数 时 ， vv : B 一 「 fdp 是 8 上 关于 ple 绝对 连续 的 有 限 测度 ， 于 是 有 
BB 


(X,9,klg) 上 可 积 函 数 g 使 Be€9 时 ， aa = [9dy. 
B B 


上 和 钢 中 的 9 称 为 f 的 条 件数 学 期 望 并 记 9 = E(f|9). 


定理 6(Vitali-Hahn-Saks) 设 (X,S, 41) 是 测度 空间 ， 而 (wn) 是 关于 ji 
绝对 连续 的 复 值 测度 序列 ， 设 任何 可 测 集 忆 都 使 数列 【zu (号 ]) 呈 -1 政和 分， 则 当 
2 之 0 时， 存在 6>0 使 LR(E) <6 且 NN 寡 1 时，|vn(E)| < < 


称 广义 或 复 值 测度 由 集中 于 4 € 5 上 是 指 任何 可 测 集 都 使 h(E\ A) = 
0, 这 相当 于 |4|(E \ 4) =0. 车 有 4ES 使 疡 集中 于 4 上 而 7 集中 于 天 \44 
上 , 称 上 与 vv 相互 奇异 ， 这 记 为 1v. 

(1) 如 果 7 及 则 az 二 Hi 其 中 一 ce < 4 < 十 oc. 

(2) 设 Vi] 上 i 且 要 十 v2 有 意义 ， 则 可 十 V2 上 六. 

(3) 设 {Xn} 是 去 相对 于 六 的 可 测 划 分 ， 则 可 测 空 间 (了 ,5S) 上 广义 或 复 
值 测度 2 与 v 相互 奇异 当日 仅 当 它们 在 每 个 可 测 子 空间 (Xn,S 站 Xn) 上 的 限 
制 相互 奇异 . 


定理 7(Lehesgue 分 解 ) 可 测 空 间 天 上 两 个 全 9- 有 限 广 义 测 度 ”和 中 对 应 
唯一 -- 对 全 o- 有 限 测度 (vs,vo) 使 二 Ve 十 Voy Va 上 而 ve 雪上. 

习 题 
练习 工 设 (X, 允 ,上 是 广义 测度 空间 而 EE 是 于 的 可 测 集 . 证 明 : 


(1) 互 取 适 吾 的 可 测 子 集 时 ， ji(E) = sup{ 寺 A 了)|F CE}. 
(2) DD 取 志 五 的 可 测 划分 时 ， Jj (EB) = sup (二 RD) v0. 
E 


练习 2 设 上 i 地 jiz2 及 ji2 03; 斌 让 明 p41 才 3. 


练习 3 设 p4== fdv 且 v = gdk. 设 上 和 w 是 全 o- 有 限 的, 证 明 f9=1. 这 
几乎 处 处 颇 相 对 于 |&| 也 相对 于 | 
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| 4 约定 170 = 十 oo, 在 [0, +oco) 的 Borel 集 代 数 上 定义 测度 上 及 vv 使 
= za 是 vG -J/ 字 试 证 明 它们 等 价 并 求 它们 相互 的 Radon- 

Nikodwm 导数 . 

练习 5 对 于 加 上 的 子 集 忆 , 命 LE = 二 nn 2 p(n). 求 上 4 关于 加 上 计数 测 

度 的 Radon-Nikodym 导数 . 


练习 6 设 (X, 风 ,11) 是 全 0- 有 限 测度 空间 ,而 fi 是 世上 非 负 可 测 函 数 ， 作 
测度 di 二 dp. 试 证 明 上 vz 当 且 仅 当 万 户 关于 4 几乎 处 处 为 汰 . 


练习 了 对 于 了 ”上 两 个 复 值 Borel 测度 和 vw 与 Borel 集 五 , 命 
(Ar* vv)(E) = 上， Xa(lz + yn(dr)v( dy). 
证 明 (1) 所 谓 的 卷 积 u *v 也 是 复 值 Borel 测度 ， 
(2) 当 取 ” 上 的 Borel 函数 f 关于 <* | 的 积分 存在 时 ， 下 式 有 意义 : 
J zy ze) = ps | f(z + ndr)v{ady). 


练习 8 对 于 Borel 集 代数 3, 上 的 复 值 测度 及 命 
(Frn)(z) = “P(E2r V7 ls yju(dy),x € R" 


称 天 及 和 了 -六 为 几 的 Fourier 道 变换 与 变换 ， 这 也 记 为 上 和 户 . 诫 证 明 愉 
的 Fourier 变换 与 道 变换 是 一 致 连续 函数 且 访 | 二 lg. 


练习 9 证 明 Fourier 变换 与 道 变 换 将 复 值 Borel 测度 的 卷 积 转换 为 点 态 弱 积 ， 
下 (放生 了 = Fi(p)Fs(v. 


进而 证 明 (1) 交换 律 。 J *V = *j 及 . 
(2} 结合 律 ， (jx* 入 二 让 (V+ 入). 
(3) Young 不 等 式 ， zp* vl < pi. 其 中 人 为 二 的 全 变 差 
(4) bo*p=p, 其 中 :EE Xp(0). 
(5) 设 可 积 且 vy(dz) = f(z)dz, 则 Vi 二子 . 
(0) vs * p= vs, 其 g(2) = | fle ~ Wpldy). 


(7) f 有 界 且 一 致 连续 时 ， (8) 中 的 9 也 有 界 且 一 致 连续 ， 
(8) 复 值 Borel 测度 jy 的 Fourier 变换 疡 三 0 时， 上 必 一 必 . 
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练习 10 设 (hn)2.0 是 可 测 空间 (X,S) 上 的 测度 序列 使 
im Hn(E)= jo(BI:EES. 


证 明 : 当 了 : 革 一 民 是非 负 可 测 函 数 时 ， 
| {fruoldr) « lim J f{r)umn (dr). 
x N00 


练习 11 设 4,v 是 可 测 空 间 (六 ,5) 上 两 个 概率 测度 ， 证 明 
#4— v=,2max{ls(E)— rE): EES}. 
练习 12 设 (成 , S) 是 可 测 空间 . 设 Q@: 半 x 6 一 [0,1] 为 转 殉 函数 : T EX 


时 ， @(z,-) : 5S 一 [0, 1 是 概 率 测度 ， 五 E 及 时 ，Q@{, 媚 : 半 一 [0,1 是 
可 测 函 数 ， 对 于 (X,S) 上 非 负 可 测 函 数 了 与 测度 及 命 


(开放 (人 z) = fA, dy) :+ EX, 
(TH)(E) = J Q(z, Epldr): EES. 
证 明 (1) Tf : XX 一 们 是 非 负 可 测 函 数 ， 当 /有 界 时 ， Tf 也 有 界 . 
(2)T*p :6 一 及 是 测度 且 
ff WT) (dy) = f pldzr) FN QT, dy). 
下 ~ < 
当 上 是 概率 测度 时 ， T*j 也 是 . 
(3) 记 4 内 = fdrn, 则 (TH = (Ff, Th. 


(4) 设 4 是 有 限 测度 时 {f, 1} = {9,0), 则 f= 9. 
(5) 设 广 是 有 界 可 测 函数 时 (多 二 《4f)) 则 上 二 vv. 
练习 13 设 Q; 都 是 可 测 空间 ( 匀 ,S) 上 的 转移 函数 . 当 2 € 半 且 如 E 5 时 ， 
命 
(Qi1* Qa) x, BE) = f Qly, E)Qi (zr, dy). 
证 明 (1) @1 * @2 也 是 转移 函数 使 当 了 是 非 负 可 测 函 数 时 ， 


了 For Q(z, dz) = ff fz) Oa, dz (z, dy). 


(2) (Qi1* Q2) * Qs = Q1 * (Qa * Qs), 其 中 Q3 也 是 转移 函数 
(3) 如 果 Q@; 对 应 四 证明 @1* Qa 对 应 了 TD 各 T2* = 宫 ， 
(4) 归纳 地 命 02! 二 Q 而 8"! = 8"Q, 证 明 Q*Q! = Q*+. 
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练习 14 设 玉 是 复 平 商 上 上 非 空 紧 集 而 凡是 五 上 复 值 Borel 测度 ， 命 
tw )-/ 2 ze. 


试 说 明 可 测 函 数 及 :CC 一 到 + 在 有 界 Borel mn Lebesgue 测度 可 积 . 
练习 15 设 (X,S, 4) 是 广义 测度 空间 ， 诈 明 : 

) 有 限 可 加 性 ， jp( U Ei) = 2 ulB,). 

) 分 割 测 量 性 (= FNE)+A(F\ BE). 

) 可 减 性 : 车 吾 CF 且 h(E) 有 限 , 则 4(F\E)= nF) ~ wn(E). 
) 下 连续 性 ， 【En) 递增 至 媚 时 ， Jim p(En) = p(B). 

) 上 连续 性 ， (Bh) 道 碱 至 吾 日 {如} 有 限时 ， 上 式 成 立 . 
) 
) 


证 明 上 能 取 到 最 大 值 和 最 小 倩 并 由 此 证 明 Hahn 分 解 的 存在 性 . 
当 玉 ES 且 DD 取 遍 二 的 可 测 划 分 时 


IE = sup 3 4) 
DPD AceD 


(8) 当 了 D 取 沪 EE 的 由 有 限 个 可 测 集 组 成 的 可 测 划 分 时 
JE) = sup 3 jn(A)|. 
DD AED 


(9) 当 DD 取得 巨 的 由 有 限 个 可 测 集 组 成 的 可 测 划 分 时 
Hi(E)= sup 2 (tu(A)) YO 
DD AED 


(10) 当 EESHNH, lanl(E)=sup{la(B) — pA(E2)|:E= BU Eo2}. 
练习 16 设 内 是 环 . 使 A(G] = 0 的 有 限 可 加 集 函 数 内: 一 疏 称 为 广 闵 容 
度 ， 此 时 上 4 的 值 域 不 同时 含 +co 和 一 0o0. 当 忆 ER 且 {A … ,An} 取 遍 
的 初等 分 解 时 ， 痊 


(1 

(2 
(3 
(4 
(5 
(6 
(7 


tal(E) = sup 二 (uCAi)|, 
中 一 wub (ah v0. 
还 明 。 (1) | 和 ps 也 是 容 度 旦 jp|(B) < 2 sup |p(P)|. 进而 


{al(E) = sup{|u(E) — HED : E= EuUbE2}, 
Hz(E) = sup{+tp( FPF): F CE}. 
(2) 当 忆 有 界 时 ，Af 一 上 二 外 pt 二 1” 二 
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练习 17 设 及 是 环 . 使 j(2) = 0 且 具 有 有 限 可 加 性 的 集 函 数 :5S 一 C 称 
为 复 值 容 度 ， 当 DD 取 电 五 的 初等 分 解 时 ， 命 


[af(E) = sup{ 3 人 (4 : D e P(E)). 
所 侍卫 ， 
试 证 明 |&| 是 窜 度 且 |H 瑟 ) < 4 sup ACE， 
FEE 


练习 18 设 上 是 可 浏 空间 (六, S) 上 有 界 复 值 容 访 . 

(1) 三 是 形 如 2 XE 的 简单 冰 数 时 ， 命 

J jd = 2 on Ei). 

说 明 上 式 右 端 不 依赖 于 了 的 表示 形式 . 

(2) 当 f 有 界 可 测 时 ， 取 列 简 单 函数 (所) 一 致 下 近 f, 说 明 (fdj) 是 

区 
基本 数列 ， 其 极限 记 为 fad, 它 的 定义 合理 一 不 依赖 于 (所) 的 取 法 . 
区 


(3) 说 明 关于 有 界 容 形 的 积分 具有 线性 与 有 限 可 加 性 . 
(中 命 上 | = se f(Dl, 证 明 上 di < Nial. 


(5) 当 有 界 可 测 曾 数列 (所) 一 致 逼近 f 时 ， jim | fdp = [fdx. 
ny x 
练习 19 在 Vitali-Hahn-Saks 定理 中 附设 有限 ， 命 vBEY) = im wn(E), 
证 明 ” 是 复 值 测 圳 . 
练习 20{Nikodym) 设 (jn) 是 可 测 空间 (六 ,5) 上 一 列 复 值 测度 使 极限 
KH(E) = Jim Hn(E}:EES 
总 存在 ， 则 jy 是 复 值 油 度 且 (nj 的 可 列 可 加 性 是 一 致 的 ，【 环 ) 递减 至 空 集 
时 ,lim sup lun(Ex)| = 0. 
oo nz1i 

练习 21 设 和 v 是 可 测 空间 (X,5) 上 两 个 测度 使 是 有 限 的 是 之 jv 证 
明 有 ww 的 o- 有 限 集 4 使 4 的 可 测 子 集 已 总 满足 z( 瑟 ) =0 或 v(E) = +oo. 
练习 22 证 明 任 何 广义 测度 关于 它 的 全 变 差 测 度 是 强 绝对 连续 的 ， 反 之 亦 然 ， 
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练习 23 设 1,… ,HAn 是 可 测 空间 (六 ,5) 上 全 o- 有 限 测 度 . 设 二，…… ,tn 
是 非 负 实数 使 十 … 十 要 二 1. 证明: 

(五 A 十 十 如 pn 是 全 9- 有 限 测 典 . 

(2) 有 唯一 全 oc- 有 限 测度 ji -… tr 使 满足 pl 安 入 -… ,jn 安 入 的 全 
0- 有 限 测度 入 都 满足 以 下 等 式 : 


(pt pin) (EE) = oa (gun 
人 A A : 
(3) 当 了 是 可 测 函 数 而 入 同上 时 ， 下 式 在 一 边 有 演义 时 成 立 
f fal t1,,. =J/( 猴 (和 A 
YN dX : 

(4) 当 了 D 取 遍 二 的 可 测 划分 时 


pt pin (EE) 一 inf 5 1(A)! pin A. 
AED 


(5) 加 权 算术 - 几何 平均 不 等 式 ， jp pr ni 十 机 n 


练习 24 在 练习 23 中 ， Al 和 Ha 相互 奇异 当 旧 仅 当 WAIA2 = 0. 一般 地 ， 称 
VS() 为 Kp1 和 jp2 的 Kakutani 内 积 而 (ua 十 ia 一 2VYRIR2)(X) 为 jl 
和 ya 的 Kakutani 距离 . 


练习 25 设 {XX, i) 和 (也) 都 是 金 o- 有 限 测度 空间 使 1 才 徊 且 下 入 12， 
证 明 AiX 了 四 入 1aX 殉 且 
az 


= di 
CR A 


djs x tm) 
du2 x v2) 


练习 26 设 (总 , 6,4) 是 测度 空间 ， 如 果 瑟 是 可 测 集 使 上 (五 ) = 十 oo, 证 明 要 
么 书包 含 测度 任 普 有 限 大 的 可 测 集 ， 要么 五 包含 一 个 可 测 集 FF 使 下 的 任何 可 
测 子 集 4 满足 (A) = 0 或 4(A) = +eco， 


练习 27 设 ( 苹 ,5, 44) 是 测度 空间 如果 A 是 测度 为 正 的 可 测 集 且 4 的 任何 可 
测 子 集 B 满足 p(B) = 0 或 (4\B)=0, 称 44 是 原子 . 证 明 Lebesgue 测 
度 空 间 (有 R", Ln,m) 中 无 原子 . 
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练习 28 设 {Xili e J 是 测度 空间 (XX, 5S, 1) 中 一 能 相互 不 交 的 测度 有 限 集合 
可 测 集 百 为 零 集 当 百 仅 当 每 个 五 门 XX; 是 零 集 ， 则 称 {Xi} 是 4 的 一 个 分 解 而 
1 是 可 分 解 测度 ， 如 果 进 而 了 的 子 集 吾 为 叮 测 集 当 且 仅 当 每 个 吾 门 邢 ; 是 可 测 
集 ， 则 称 {X;} 是 上 4 的 一 个 完全 分 解 而 上 为 一 个 可 完全 分 解 测度 . 

{1) 如果 {Xil € 间 是 下 的 一 个 分 解 ， 证 明 jx(E) = rE NN Xi), 


(2) 每 个 可 分 解 测度 上 4 都 能 延 拓 成 -个 可 完全 分 解 测 度 应. 
(3) 如 果 { Xi 是 下 的 一 个 完全 分 解 , 证 明 了 是 蕊 上 可 测 函 数 当 且 仅 当 它 
在 每 个 了 上 的 限制 是 可 测 函 数 ， 此 时 若 了 非 负 ， 证明 / fan = 2 [fax. 
到 iE 了 了 和， 


(4 设 测度 v 关于 测度 上 绝对 连续 . 设 { 计 是 2 的 一 个 分 解 且 是 上 的 一 
个 完全 分 解 ， 证 明 有 个 非 负 函 数 了 使 dv = fdx. 


84.4 Lebesgue-Stieltjes 积分 


直线 上 Lebesgue 测度 的 分 布 很 均匀 -一 平移 不 变 的 ， 但 我 们 会 经 常 遇 到 非 
均匀 测度 ， 设 在 直线 上 分 布 了 总 质量 有 限 的 的 物质 .以 j(E) 表示 Borel 集 思 
上 那 部 分 的 质量 ， 则 上 是 测度 ， 它 显然 不 具有 平移 不 变性 . 为 刻画 这 种 类 型 的 测 
度 引进 以 下 结论 . 


定理 1 设 多 是 实 直 线 中 区 间 ， 其 左右 端点 为 a 和 中 作 半 环 
P={XN {a), ,vv] CX}, 


它 生成 的 环 记 为 及 , 它 生成 的 o- 环 正 是 久 中 Borel 集 全 体 B(X). 

(在 式 内 部 a,b) 右 连续 的 递增 函数 9 : 六 一 下 诱导 了 凡 上 有 限 测度 
mg 蛋 使 mg (wv0] = gtv) 一 94) 且 当 a EX 时 mg{a} = g(a+) 一 g(a). 

(2) 任何 Borel 测度 : 8( 义 ) 一 下 (在 紧 集 上 取 有 限 值 的 测度 ) 是 某 个 my 
的 唯一 测度 延 折 ， 才 4 还 是 mx 的 测度 延 拓 ， 则 9 与 相差 一 常数 . 

将 测度 mg 按 Carathéodory 条 件 延 拓 得 到 0- 代数 RR* 与 测度 ms. 将 
RR* 记 为 Col 四 ), 其 成 员 称 为 Lebesgue-Stieltjes 可 测 集 , 如 五 中 Borel 和 集 都 
是 Lebesgue-Stieltjes 可 测 集 . 将 may 简 记 为 mo, 这 称 为 Lebesgue-Stieltjes 
测度 . 函数 了 关于 Lebesgue-Stieltjes 测度 my 的 积分 【存在 时 ) 记 为 } fag. 


当 针 = 民有 上 且 9(%) = 二 XY 时，my 是 Lepbesgte 测度 m. 
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例 1 符号 同上 . 当 z%E 且 4 >0 时 ， 

ms{fz = lim(g(z) ~ g(£ — 1/n)) = 9(7) ~— 9g(7—). 
F 求 天 中 区 间 的 Lebesgue-Stieltjes 测度 ， [uw, 趾 乞 芝 且 避 > 4 时， 

molt, vy) = my(u, v] — mo({v}) = g(U—) — 9{), 

mylu, vt) = mg({u)) + mo (wu, 2) = g(v0~—) ~ g(u—), 

zz 人 = me 人) + mold, tv = 9(0) — 9(u—). 
这 表明 单 点 集 的 Lebesgue-Stieltjes 测度 可 能 非 堆 . 
例 2 设 g: 民 一 有 民 是 取 整 函数 [zj 对 任何 整数 mn, 9(n 一 ) = 9 一 1 从 而 
mo(n 一 2,7) ==0. 因此 UU (nr 一 14,n) 的 子 集 怠 都 是 Lebesgue-Stieltjes 可 

TE 
测 集 县 ms() = 0. 又 mg({n}) = g(r) -gln-) = 1, 因此 及 的 子 集 马 都 
是 Lebesgue-Stieltjes 可 测 集 有 
molE) = met 人 1mNE+mtEN{n))) = 2 XB(n). 
信安 


由 于 马 r» > xXp(n) ) 是 蛋 上 测度 ， Lg = 28. 
应 数 六 祖 一 CC 关于 d[z] 可 积 当 且 仅 当 2 17 < 十 oo. 此 时 


{ f(s) = 2 f(m 


这 例子 结合 Lebesgue 测度 表明 不 同 的 右 过 续 递 增 函 数 9 对 应 的 5。 可 能 
不 同 ， 尽 管 如 此 ， 它 们 都 包含 Borel 集 . 


定理 2 设 失 与 9 同 定理 1. 对 于 么 的 子 集 互 , 成 立 外 正则 性 ， 
ms(E) = inH{mg(U NN 革 )|E C 开 集 U}. 
进而 以 下 条 件 等 价 ， (1) 互 是 Lebesgue-Stieltjes 可 测 集 . 此 时 成 立 内 正则 性 : 
ms( 忆 ) = supfmg(K)| 紧 集 K 5 }. 


(2) 对 任意 < > 0, 有 包含 电 的 开 集 U0 使 m:((UNnX)\ BE)<e. 

(3) 对 任意 上 > 0, 有 含 于 吾 的 闭 集 让 使 得 mY (EB\F) < < 

(4) 有 个 包含 召 的 Gs 型 集 避 使 mr NE)=0. 

[5) 有 个 含 于 吾 的 Fu 型 集 吾 使 my(E\H)=0. 

设 区 间 天 上 有 界 变 差 函 数 9 在 外 内 部 右 过 续 . 在 实 值 情形 , 取 9 的 Jordan 
分 解 9 = 9g(oj 十 9 一 9 命 my 二 mg, 一 me, 这 得 如 ( 关 ) 上 有 限 广义 测度 
lilo. 在 复 值 情形 ， 命 my = tmnreg 十 V 一 lmaim y， 这 得 B(X) 上 腥 慎 测度 Ing. 
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定理 3 以 上 9 的 全 蛮 差 函数 记 为 h, 则 my 的 全 变 差 测度 尾 ms {( 简 记 dmyp 
为 dg 而 dmp 为 |49|). 当 9g 是 实 函 数 而 9+ 为 其 正 负 变 差 函数 时 ， dg 的 正 负 
变 差 测度 是 dg+ (此 即 dg = dg9+ 一 dg- fH |dg| = dg+ + dg-). 


设 区 间 六 上 递增 函数 或 有 界 变 差 函数 g 在 兴 内 部 右 连 续 . 函数 了 关于 dg 
的 积分 】 129 存在 时 称 为 Lebesgue-9tieltjes 积分 ， 于 是 
x 
| fagl < fflldg| & sup |f (rz)|Y 9. 
车 了 了 全 息 TE 
例 3 设 9 是 民 上 和 右 连 续 的 跳 牙 函数 , 其 不 连续 点 集 记 为 D, 则 Iug|(R\D)=0 
而 |D|i = 0. 于 是 名 与 Lebesgue 测度 相互 奇异 . 
在 和 分 别 是 [6, 酉 , (9; 器 ,Ta,), (a,b) 时 ， Lebesgue-Stieltjes 积分 记 为 
b bp #8— b— 
f fadg, { fdg, f fdg, { fag. 
又 三 在 器 十 
例 生 考虑 |0,1] 上 的 Cantor 函数 gp. 因为 p 在 吕 〇 的 每 个 构成 区 间 上 为 常数 ， 


所 以 ptO ) = 0 又 pl0,1] = 1, 所 以 p(K)=1. 
四 此 ffdp = 4 {de 但 对 于 Lebesgue 积分 ， 1 (ede = 70) 


当 & 之 4 时， 据 例 1 将 了 在 区 可 (可 ,本 fav 上 的 积分 记 为 
1 Jag f fag, § fag, | fdy. 
当 9 在 名 连 续 时 ， 第 一 个 与 第 二 个 相等 ， 而 第 三 个 与 第 四 个 相等 . 当 9 在 外 连 
续 时 ， 第 一 个 与 第 三 个 相等 ， 而 第 二 个 与 第 四 个 相等 . 


例 5 设 (Q, 大 ,了 ) 是 概率 空间 . 设 《 : 0 一 及 是 随机 变量 ( 即 可 测 函 数 ), 它 诱 
导 了 (有 R, 81) 上 一 个 概率 测度 凡 当 BB 是 Borel 集 时 ， HB) = PE-1(B). 当 
t 是 实数 时 ， 命 PP() = P(€ < 如, 称 妨 称 为 所 的 分 布 函数 ， 它 有 以 下 性 质 ， 

(1) 下 ; 了 一 到 是 右 连续 的 递增 函数 . 

(0) ,lim_PGD=0 而 ,lm F(O=1. 

(2) 本 的 = 册 购 : 即 Pla < € <b) = F(b) — F(a). 进而 


Jo(D4F 的 = #9) Pd). 


121 


也 有 人 将 五 称 为 的 分 布 函 数 ， 其 中 所 ( 旭 二 P(E 过 和 则 下 : 阴 一 下 
是 左 连 续 的 递增 通 数 使 Pa & 世 站 三 及 (本 一 也 (). 于 是 


| 9(DAF(t) = fg(é(w)) Po), 
PR a 


其 中 4 是 所 作为 左 连 续 的 递增 项 数 话 导 的 测度 【参见 本 节 练 习 2). 命 
/上 = f oxp(V TC) P(do) = exp(V Ter)aF(e) 


这 是 Borel 测度 QF{z) 的 Fourier 变换 常 将 了 称 为 上 的 特征 函数 . 


定理 4( 分 部 积分 】 设 区 间 贸 上 无 公共 不 连续 点 的 有 和 界 变 差 本 数 9 与 在 六 
内 部 右 连续 ， 则 gdh + hdg = d(gh): 当 是 义 上 有 和 界 Borel 函数 时 ， 


[fgah + | fhadg = f falgh). 
Xx 村 本 二 


考虑 区 间 [0,1] 上 Cantor 函数 p, 它 是 连续 的 递增 函数 ， 分 部 积分 得 
1 1 1 
J zaplz) 十 | ptzjaz 一 f Azolz)). 
它 的 值 轧 19(1) 一 0w(0) = 1、- - 般 地 ， 如 果 g 与 h 有 公共 不 连续 点 ， 则 分 部 
积分 不 成 立 ， 为 此 命 9 和 产 都 是 [0, +eo) 的 特征 函数 ， 则 


[ dan)=1#A2= | (gdh+ hdg), 
{—1,1] {—1,1] 


现 推广 Riemann 积分 中 变量 代 柳 公式 ， 
定理 5 当 9 是 区 间 蕊 上 绝对 连续 函数 时 ， 
f{z)dg(z) = | flz 


现 用 Lebesgue-Stieitjes 积分 可 讨论 曲线 积分 , 设 了 : [a,9] 一 如 ”是 一 条 
只 有 有 限 个 自 交 点 的 可 求 长 连续 曲线 全 变 差 函数 7Y 诱导 了 8[a, 是 上 一 个 测 
度 4. 这 记 为 |dy|. 后 者 在 了 = {7 上 EE lo,8]} 上 诱导 了 - -个 孤 长 测度 otdzx): 
当 巨 是 荆 的 Borel 集 时 ，o(E) = jy(Y7T(B)). 此 时 ， 
6 b . 
J fle)o dz) = {fOr(t)layl() = ff OC) FY Cat. 
其 中 第 二 个 等 号 要 求 了 {下 同 ). 规定 党 曲线 Y 的 积分 


J) fle = jyn (Nat = FO Ot 
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定理 6 全 变 差 一 至 有 界 的 西数 列 (9n : 尘 一 人) 在 区 间 羡 内 部 都 右 连 继 

且 在 丐 的 端点 或 go 的 过 续 点 逼近 go, 则 了: 天 一 C 有 界 连续 时 
lim | fdgrn = | fdg. 


_ 因果 了 不 连续 ， 定 理 6 可 能 不 对 .如 区 间 [0,1] 上 函数 列 gy :Zr bz 一 
:) 逐 点 逼近 9 :zy 9(x 一 1). 它们 在 [0, 1] 上 全 变 差 都 是 1 且 在 (0,1) 
右 连续 命 了 为 [0,1) 的 特征 函数 , 如 fdgn 二 1 而 fag=10. 


习题 
练习 1 如 果 右 过 续 函 数 递增 孙 数 9 ; 慨 一 及 诱导 的 Lebeseue-Stieltjes 测度 是 
平移 木 变 的 ，imne(z 十 吾 ] 二 mg {如 恒 对 , 证 明 有 常数 4 和 ,使 g(t) = az++b 


练习 2 和 集 类 {[a, 吕 | 一 00 二 ae 所 请 < 十 oo 生成 的 环 记 为 凡 . 征明; 

(1) 任何 左 连 续 的 递增 网 数 g : 避 一 届 都 诱导 了 及 上 一个 测度 jz 恒 使 
Ho Db) = 9(6) 一 9(0), 将 记 为 ny. 

(2) B81 上 任何 Borel 测度 4 都 是 某 个 ng 的 唯一 测度 延 扼 . 
练习 3 设 站 是 直线 上 的 Borel 集 而 只 是 By 上 0- 有 限 测度 ， 证 明 存 在 可 
列 个 右 连 续 的 递增 函数 gn : 取 一 及 恒 使 A( 吾 = 二 mo, (BE). 


练习 4 设 有 界 变 痉 函 数 g : la, 引 一 C 在 (a, 日 右 连 续 ， Borel 通 数 三: 
[a;9] 一 CC 关于 |dg| 可 积 . 试 证 明 玉 :Xf(tjdgtt) 是 有 界 实 差 函数 . 
[avz] 


练习 5 设 工 姨 复 平面 上 有 限 条 可 求 长 连续 曲线 之 无 交 并 . 以 z 表示 实 部 ,证明 
使 直线 了 = 与 卫 有 无 限 个 交点 的 c 的 全 体 吾 是 实 直线 上 Lebesgue 淮 集 . 


练习 6 设 复 平面 区 域 M 的 边界 上 是 有 限 条 可 求 长 Jordan 曲线 . 证明: 对 于 6 > 
0, 有 间距 为 5 的 两 组 相互 直 交 的 平行 线 划分 M 为 有 限 个 区 域 M1,:… ,Min. 


* 练习 7 设 则 是 复 平面 上 有 界 开 区 域 ， 其 正定 向 的 边界 三 是 有 限 条 可 求 长 的 
Jordan 曲线 ， 如 果 连 续 函 数 了 : M UL 一 在 MM 中 全 纯 ， 证明 


f(z)dz = 0. 
L 


练习 8 不 用 分 部 积分 证 明 本 节 定 理 6. 
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练习 9 试 写 出 并 证 明 Lebesgue-Stieltjes 可 测 函 数 对 应 的 J[y3zH 定理 ， 


练习 10( 积 分 第 二 中 值 定理 ) 设 了 : fa, 中 一 民 是 递增 函数 而 9 : [a,9] 一 有 
是 连续 的 有 界 变 差 消 数 ,， 证明 有 xo 使 a 所 zo 所 5 是 


| jag = f(a) (g(r0) — g(a) + f(b)(g(b) ~ gzo0)), 
也 有 zl 使 ea<zri 二 下 


J fa = f(at)(g(z1) = g(@)) + f(6—) (gb) ~ gz1)). 


练习 11 求 Heaviside 函数 日 : 现 一 展 对 应 的 Lg 与 msg. 


练习 12 设 了 和 9 是 区 间 瑟 上 有 界 变 其 耳 数 ， 它 们 在 苹 内 部 右 连 续 . 如 果 
如 之 加 使 [ww] 忆 芝 ,证 明 


了 h(x)dg(r) + f gly—)dh(y) = g(v)h(v) 一 gt 


第 5 痘 


距离 与 点 集 分 析 


直观 而 训 ， 距 离 是 两 “点 ”之 间 的 一 种 联系 方式 ， 其 显 善 特点 是 三 “点 ”组 成 
的 “三 角形 ”中 ， 两 边 长 度 和 不 小 于 第 三 边 之 长 ， 据 此 观念 推广 而 得 到 的 度量 空 
间 将 入 缮 从 有 限 维 空间 的 分 析 学 引 向 无 限 维 空间 的 分 析 学 并 到 得 了 丰富 的 成 果 . 


$5.1 度量 空间 


引进 距离 是 浆 了 刻画 一 些 极限 运算 ， 这 包括 某 些 条 件 下 的 点 态 收 化 、 一 致 收 
人 敏 、 依 测度 收敛 、 内 闭 一 致 收 化 、 各 阶 偏 导数 一 致 收 钱 等 ， 因 此 本 节 首 先 学 会 念 
样 对 某 些 极限 运算 定义 一 个 适当 的 上 距离 . 
此 离 设 六 是 非 空 集合 ， 设 函数 加 :等 X 到 一 了 及 满足 

(1) 对 角 平 凡 性 ， z E 基 时 ，d(x,zx) = 0: 

(2) 对 称 性 ， zy E 下 时 ，d(z,3) = d(y,2); 

(3) 三 角 不 等 式 ， TZE 广 时 ， d(x,z) 和 & dx, + dy 2)) 
则 称 & 是 苹 上 一 个 的 度量 ， 其 中 【3) 可 换 成 以 下 条 件 (4): 

(4) 三 角 不 等 式 ， |d{x,2) 一 dy,2)| 委 d{2¥,). 
称 伪 度 量 od 居 一 个 度量 是 指 它 还 满足 以 下 条 件 ， 

(5) 分 离 性 d(x;) 二 站 时，Zz 二 和 或 区 关 Y 时 ，d(x,) 产 人 0), 
此 时 称 d(xz,9) 次 两 点 z 和 的 距离 ， (2 G) 称 为 度量 空间 . 

无 混 消 时 ，【〈 瑟 ,四 简 记 为 天 ,从 三 角 不 等 式 归 纳 地 可 得 到 以 下 不 等 式 

d{xo, zn) & dzo, FT1) + dT1, E292) + + dr En). 


小 式 中 命 Yo = X21 二 23 二 2,X2 二 yy 得 
dlz, 7) < dx, T) + dT, WD) + AY, 7) 


由 此 { 伪 ) 度量 具有 非 久 性， d(x,y) > 0. 
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例 1 非 空 集合 关上 可 有 定义 很 多 距离 . 如 固定 > > 0, 当 了 天 3 时 , 命 
d(T,Y) 二 7 而 dr(z,I) 一 0. 这 得 关上 度量 
用 度量 刻画 的 极限 与 数列 极限 有 统一 的 定义 方式 . 
极限 ( 伪 ) 度量 空间 (XX, d) 中 序列 (za )22_1 通 近 或 收 敏 于 zo 而 称 zo 是 (zw] 
是 的 极限 并 记 为 im zn 一 30 是 指 im df(znzp) 二 0, 这 即 
ve > 0,3m 1 vn m: adr,r) <e. 


称 (Zn)?E1 是 基本 序列 或 Cauchy 序列 是 指 im cznzi 二 0, 这 即 


YE>03m mV 人 (nd <E. 


列 都 收敛 的 度量 空间 称 为 完备 空间 . 
) 度量 室 间 中 收敛 序列 是 基本 岸 列 且 其 极限 旦 唯一 的 ， 
) 当 (zn) 是 基本 序列 时 ， 数 列 【qd(zn; Zk)) 吕 1 是 基本 数列 : 


lim |d(zn, Zi) 一 dn L1)| < lim dlzx, zi = 0. 
ki a0 大 .一 De 


基本 


态 亿 和 


据 Cauchy 收 合 原理 ，【(d{xn, zh 这 1 是 收 合 数列 ， 进 而 可 得 
lim di dzZny2Zk) 一 0. 
(3) 有 收 伊 子 列 【zk ) 的 基本 序列 【zn) 也 收 伍 ， 为 此 设 [zk )] 通 近 zx, 则 
im d(xn, T) < lim (d(xn, zhn) + d(xrn ;2£)) = 0. 
(4) 可 将 ( 伪 ) 度量 d 有 界 化 而 不 改变 收敛 性 ， 如 命 6 二 d 人 1 则 
lim d(xn,, £) = 0 2 lim d(xn, £) = 0. 

这 是 因为 当 0 < E < 工时 ， dlznzj) < rn, 2) < e. 

在 Euclid 距离 下 ， Euclid 空间 都 是 完备 的 . 


例 2 集合 对 上 函数 0 : MM 一 人 全 体 CM 这 个 集合 上 可 定义 - 艇 协 度量 
di(g,h) = |9(t) 一 h(t)| :te€ MM 和 一 个 度量 d(g,h) 一 sup di(9,h) Al. 
tt 

(1) 函数 列 (fn) 一 臻 带 近 f 当 且 仅 当 lim (fi, f) = 0. 可 见 一 致 收 化 
可 由 度 其 刻 首 ， 从 数学 分 析 的 相关 结论 知 (CA, 7) 是 完备 的 . 

(2) 函数 列 (把 ) 点 态 通 近 了 当 且 仅 当 t+E€ M 时 ，lim di{f,f)==0. 可 
见 点 态 收 鳅 可 由 一 复 伪 度量 刻 面 ， 于 是 问 ， 点 态 收 合 可 否 由 一 个 度量 刻画 呢 ? 在 
MM 不 可 数 时 ， 答 案 是 否定 的 ， 这 上 见 85.4 例 2. 
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(3) 在 M 可 数 时 , 以 上 问题 的 答案 是 肯定 的 , 为 此 设 at > 0 使 级 数 > a 
tt 
收 化 ,人命 d(f,9) = > di(f,9) 人 az, 得 度量 空间 (CH,d), 则 函数 列 【 及 ) 点 
ttE 


态 通 近 了 当 卫 仅 当 limd(f, 了 有) = 0. 
必要 性 ， 对 任何 & > 0, 取 好 的 有 限 子 集 了 下 使 2 a <5 设 n>m 
经 也 


时 ， > di{fn, 了) < 之 e. 这 样 
teF 


d{fn, f) 2 dr(fn, f) 十 经 Qt 这 2e, 


因此 lim df 了 ) 二 0. 充分 性 源 自 不 等 式 0 f) Aa & dlfn, f). 
上 例 最 后 的 方法 可 用 来 证 明 以 下 绪论. 
定理 1 设 外 上 有 可 数 个 《的 度量 :< 而 4 > 0 使 级 数 > 0 收 钱 
规定 大 上 ( 仿 ) 度量 d 使 dz 切 = 2 切 Ai 则 
(1) lim d(xn, 7) =0 当日 权 当 ie 了 时 im di i(xn, 2) = 0. 
(2) nj, d(xn, ZT1) 二 0 当日 仅 当 i&E 了 时 im dilxn, zi) = 0. 


这 定理 可 理解 为 可 数 个 ( 伪 ) 度量 刻画 的 收 敏 可 由 一 个 【的 ) 度 且 刻画 . 
例 3 集合 M 上 有 界 通 数 全 体 ?ce Mf 上 有 个 度量 
dl(g,h) = sup |g(t) — AhOA. 
tENT 


这 个 度量 启 遂 了 有 界 晴 数列 的 一 致 收 数 ， 有 界 函 数列 ( 摊 ) 一 致 收敛 于 了 当 是 仅 
当 dim Q(x, 了) = 0. 又 从 数学 分 析 知 WE 是 完备 的 . 


虽然 例 2 中 的 gd 和 例 3 中 的 也 都 刻画 了 一 致 收敛 ， 但 例 3 中 4 不 能 代替 
例 2 中 由 原因 在 于 2M .上 的 函数 可 能 无 界 从 而 可 使 sup |9g(t) 一 hl6)| = 二 oo， 
€ 


而 本 书 中 不 将 无 穷 大 作为 距离 的 值 . 


范 数 设 区 是 数 域 区 ( 它 代表 实数 域 民 或 复数 域 C 之 一 ) 上 的 线性 空间 ， 设 于 
数目 :上 : 半 一 及 满足 以 下 条 件 ; 

(1) 齐 次 性 ， zx EX 与 a€ 民 时 ，|laz)| = lalllzll; 

(2) 次 可 加 性 : 对 于 zxy E 友和 十 囊 芝 i++ 

(3) 分 离 性 ， jz|| = 0( 这 0 代表 数 零 ) 时 ， zx = 0( 这 0 代表 淮 向 量 )， 
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称 外 十 是 范 数 而 【 怀 , 直 :用 为 赋 范 空间 ， 范 数 有 以 下 性 质 ， 

(4) 零 向 量 的 范 数 为 零 且 半 范 数 是 非 负 的 ， ||z|| > 0. 

(5) Iz = Hylll sg lz — yll. 

(6) 苍 数 诱导 一 个 度量 ， d(x,9) = liz 一 川 . 赋 范 空间 中 序列 (zn) 依 距离 
收敛 (也 称 为 依 范 数 收敛 ) 于 = 相当 于 “lim ||zn 一 z=0. 

(7) 在 (zn)】 是 基本 序列 时 ， (ix, 内 是 收敛 数列 . 

(8) 着 lim zn = 2 则 Jpn lenll = zl 

(9) 完备 的 赋 范 空间 称 为 Banach 空间 . 

苦 无 特别 表明 ， Euclid 空间 中 有 K" 总 取 范 数 |z| = Vwi 十-… 十 |zn|2. 


例 4 命 i(a7) 同 例 3, 它 按 上 确 界 范 数 或 最 天 模 | 用 = sup{|f (ti :te ad 
成 为 赋 范 空间 使 距 离 d(g, 有 ) = 9 一 hl|. 因此 zee 是 Banach 空间 ， 其 中 收敛 
是 -…- 致 收 全 

(1) 因为 一 致 收 化 保持 连续 性 ， 所 以 区 间 [e, 引 上 连续 函数 全 体 Ce, 站 按 
土 确 界 范 数 (也 称 为 Me6prares 范 数 ) 是 Banach 空间 . 

(2) 将 1?( 避 4+) 简 记 为 IXY. 因为 2+ 上 的 函数 可 视 为 数列 ， 所 以 ice 中 向 
量 x 都 是 有 界 数列 (zn)%1， 上 确 界 范 数 也 记 为 ||z||。. 

(3) 收敛 数 询 ( 即 lim zw 存在 且 有 限 ) 全 体 c 与 无 穷 小 营 ( 即 lim xn = 0) 
全 体 co 作为 I” 的 线性 子 空间 ， 按 范 数 | . 上 so 也 是 Banach 空间 . 


例 5 将 测度 空间 (3M, 4) 上 几乎 处 处 相等 的 函数 视 为 -一 个 函数 .本 性 有 界 函 数 
:MM 一 C 全 体 上 (JM,4) 按 本 性 最 大 模 

[fl = min{cl0 & ce & +o00, |f lge} 
成 为 Banach 空间 ， 其 中 收敛 是 几乎 匀 伍 .请 注意 ， 了 ?2 (Mp) 中 的 每 个 点 都 
是 一 个 等 价 类 [月 ( 与 本 性 有 界 函 数 六 几乎 处 处 相等 的 可 测 函 数 全 体 )， 只 不 过 是 


我 们 将 [由 简写 为 罢了 . 
设 1<p < +oo, 则 p 方 可 积 函 数 了 : M 一 C 全 体 ZP (MA) 按 范 数 


ll = (Ff |f (wlP nu(dr) re 
ni 


成 为 Banach 空间 ， 其 中 的 收 全 就 是 依 p 方 平均 收敛 ， 请 注意 ， LP(M,j) 中 
的 每 个 点 都 是 一 个 等 价 类 [f]( 与 p 方 可 积 函 数 六 几乎 处 处 相等 的 所 有 可 测 函数 
全 体 ), 只 不 过 是 我 们 将 [月 简写 为 了 举 了 . 
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例 6 设 J 是非 空 集合 (如 NN, 及 和 Z+ 等 ) 1 < p< 十 oo, 命 
FOOD 一 zy 一 (| lls = (5 eh) < +o0}, 


其 中 将 函数 x 在 i 的 值 记 为 zi;. 这 可 视 为 了 上 取 计 数 测 度 ||o 后 的 L?(J,|10). 
(1) P(Z+) 简 记 为 i?, 这 是 p 方 可 和 数列 全 体 . 第 n 项 为 1 其 他 项 为 0 的 
数列 en 在 四 ,1 和 c co 中 .而 各 项 为 1 的 数列 e 仅 在 ice 与 c 中 .以 后 过 
到 这 些 空间 时 ， en 与 e 皆 是 此 意 . n 
(2) 对 于 XE 或 x EE co, 级 数 2 Xnen 的 Cauchy 和 是 x. 为 此 将 其 
部 分 和 序列 记 为 (sn), 刚 了 一 sn 一 (0,… ,0, zn+iyzn+2) 于 是 


EPS lim lz 一 sp= lim (VT |ril?) Yr =0, 
了 人 Lr] isn 


reco= lim lsn— zlw = lim supl|zxi| = 0. 
作 一 CD 天 一 中 En 
(3) 对 于 zeEc, 记 = lim rn， 则 2 一 ae 蚌 极 限 为 淮 的 数列 | ( 即 I 一 Qe 在 
co 中, 据 (2) 知 z 一 ae 一 > (zn 一 Qjen. 换言之 ，z 二 ae 十 二 (zn 一 Cjen- 
=1 


(4) 5 只 有 有 限 项 非 堆 的 数列 (如 (1,2,3,0,0,-…)) 全 体 站 是 所 有 和 co 
及 Cc 的 线性 子 空间 ， 这 个 空间 可 据 需 要 任意 赋 范 而 得 一 些 有 意义 的 反例 . 


上 例 中 提 到 的 级 数 是 Banach 空间 中 的 级 数 ， 这 是 一 种 向 量 值 级 数 . 
级 数 (1)Cauchy 和 :， 赋 范 空间 不 中 级 数 3 zn 的 Cauchy 和 为 x 是 指 
n=] 


Jim n (Ti 十 十 2nj 一 全 ， 


(2) Cauchy 收敛 原理 ， Banach 空间 也 中 级 数 光 zn 有 Cauchy 和 当 
且 仅 当 对 于 E > 0, 有 和 续 关 使 如 所 于 所 时 ，| < 

(3) 可 和 级 数 : 赋 范 空间 又 中 级 数 2 Ti 可 和 日 和 为 z 是 指 : 对 于 & > 0， 
存在 J 的 有 限 子 集 Fh 使 了 的 有 限于 集 下 包含 Fo 时 ， | 妃 zi 一 2 <E. 这 
即 有 限 子 集 二 越 来 越 大 时 ， 部 分 和 2 zi 通 近 级 数 和 ， 约定 区 2i 一 0. 


(4) 可 和 准则 Banach 空间 x 中 级 数 乞 zi 可 和 当 且 仅 当 对 于 < > 0， 
存在 .的 有 限 子 集 本 使 ”的 有 限于 集 天 与 丽 不 交 时 ， |‖ > za|| < <. 
iEF 
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{5) 绝对 可 和 性 ， Banach 空间 中 使 》 j|zi|| 有 限 的 级 数 》 zx; 可 利 . 
1E iE 


级 数 2 9 使 系数 mi 不 为 零 的 项 数 有 限时 称 为 线性 组 合 ， 这 在 一 般 线性 
iE 


空间 中 都 有 意义 ， 有 无 限 项 不 为 零 的 级 数 则 需要 考虑 收 伊 性 并 将 级 数 之 和 理解 为 
部 分 和 的 极限 ， 而 线性 组 合 则 不 需要 考虑 极限 问题 . 


定理 2 度量 空间 (X,d) 完备 当 上 仅 当 其 中 使 2 dlzn,zn+3) 可 和 的 序列 (zn) 
收 伍 ， 联 范 空间 Y 完备 当 昌 仅 当 其 中 使 jn| 可 和 的 级 数 于 yn 可 和 


对 于 度量 空间 (六, qd) 的 子 集 5, 约定 其 直径 
diam 5 = sup{d(z, |r,y € 5}. 


约定 diam G = 0. 对 于 羡 中 的 点 > 与 正 数 ”, 作 
开 球 O(z,7) 二 {yy EX:;d(y,2) <r}, 
闲 球 B(x,7) = {y EX :dy,2) <r}, 
球面 S(T,7) 二 {1y EX :dy,r) =r}. 
需要 注意 ,半径 为 7 的 开 球 与 闭 球 的 直径 不 “ 定 是 27. 如 名 继承 开 中 度 基 后 ， 
开 球 OU 1) 是 单 点 集 {1} 市 其 直径 为 0. 
(1) 5S 是 有 和 界 集 一 直径 有 限 的 集 当 且 仪 当 有 个 开 球 OLY,7) 包含 5. 
(2) 度量 空间 中 基本 序列 是 有 界 的 . 
(3) 其 是 赋 范 容 间 时 ， 5 有 界 当 且 仅 当 supfliz| : > € 5} < +oo. 


习 题 
练习 1 对 于 度量 空间 天 的 子 集 4 与 BB, 命 p(A,B)= sup A: ), 其 中 
下 亡 及 ,VY 万 
约定 sup 名 二 0. 说 明 p 满足 三 角 不 等 式 . 


练习 2 设 dy 是 》 上 的 伪 度 量 ,任意 瑞 射 4 : X 一 了 都 能 诱导 下 上 一 个 伪 
度量 dx 使 dx (zx1,z2) = dy(Ax1, Ax2). 何 时 dx 是 度量 ? 


练习 3 对 于 法 上 ( 伪 ) 度量 d, 证 明 dj (1 十 d) 是 苹 上 有 界 ( 伪 ) 度量 且 不 改 
变 收 敛 性 【提示 ， 区 间 [0, 十 eo) 上 请 数 t 己 4/{1 十 划 严格 递增 ). 
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练习 4 全 有 限 测 度 空间 (MM, 14) 上 复 什 可 测 函 数 全 体 记 为 也 (4 /其 中 几乎 
处 处 相等 的 函数 视 为 一 个 函数 ， 在 这 种 同一 化 后 ， 规 定 


Ted 
UND = TE 


试 证 明 d 是 L(2M, 1) 上 的 度量 并 且 它 刻画 了 依 测度 收 全 
练习 5 命 J() = > 2-#XB( 有 )， 这 得 全 有 限 测度 室 间 (Z4，22+, 放 ). 
二 1 
(1) 对 于 名 4 上 函数 有 和 9, 按 练习 4 定义 的 距离 d(f,9) 是 


0) -gi) 
Uh) 2 mI ~ gy 
(2) Z4 上 函数 列 (f5,) 依 测度 收 伍 于 函数 了 当 且 仅 当 (所 )】 虚 态 收 化 于 f 
当 目 仅 当 {fi) 依 以 上 距离 收 全 于 f. 


练习 6 定义 测度 j 使 测度 空间 (天 ,2X ,jr) 上 的 依 测 度 收 敏 就 是 - - 致 收 化. 


天 1 

练习 7 证 明 : 在 范 数 | = >， max |7 (x)| 下 ,区 间 [a 站 上 下 阶 连续 时 
j= 二 从 

导 冰 数 全 体 C*|a, 证 是 Banach 空间 (提示 参见 格 4). 


练习 8 使 inf{d(zx, 让 lx,y EX :ZX 关 中 > 0 的 度量 空间 大 称 为 一 就 离 散 
的 ， 试 证 明 一 致 离散 度量 空间 是 完备 的 . 


练习 9 设 Xi : i € J 是 一 艇 赋 范 空间 而 1 所 p< 十 co. 对 于 XE TT Xi, 命 
论 了 7 


zl = CPizl? :ie os， 
其 中 瑚 z 表示 x 的 第 了 个 分 量 . 作 这 ; :iEJ 的 让- 积 
X= DrXi:= {re I Xi: zls < +ooh， 
二 jE 


证 明 ( 羡 , 上 :ls) 是 赋 范 空间 且 它 完备 当 且 仅 当 每 个 Xi; 完备 . 
练习 10 设 Xi : 1 € J 是 一 艇 赋 范 空间 ， 对 于 ZE | Xi;, 命 
ze 


|zlle = sup{liPizll : ie 
其 中 Pz 表示 x 的 第 个 分 量 . 作 Xi :iE J 的 1?- 积 


X= DBD”X:= {re TXi: lzle < +o%0}. 
aE 2E 工 


证 明 赋 范 空间 (XX, |. lx) 完备 当 且 仅 当 每 个 站 完备 . 
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练习 11 设 M 是 非 空 集合 而 蕊 是 [完备 | 赋 范 空间 ， 证 上 明 : 

(1) 向 量 值 函数 了 : M 一 扰 全 体 瑟 1 按 避 戒 为 [完备 ] 度量 空间 ， 其 中 

d(g,h) = sup{]lf (DN Al:te MY}. 
而 基 加 中 的 序列 《万 ) 收 敏 于 了 当 且 仅 当 ( 刀 ) 一 致 收敛 于 六 
Ye > 0,3m,vn 2 mvt eM :H(t — FO < a. 

(2) 有 界 两 数 f : M 一 外 全 体 1?(M, 半 ) 按 范 数 | 天 w。 = sup HD 

不 为 [完备 ] 赋 范 空间 ， 其 中 收敛 也 是 - 致 收敛 . 


练习 12 设 (M, S) 是 可 济 空 间 而 天 是 Banach 空间 ， 设 集 函 数 1 :S 一 六 
为 向 量 值 测度 一 它 满足 可 列 可 加 性 ， 当 轧 有 可 测 划分 {Ek 时， 


HE)= (FE) + HAE2)+ 
证 明 ， (1) 可 测 集 列 (En) 递增 或 递减 至 吾 时 ， Jim p(Bn) = p(B). 
(2) 以 vc(2M, 天) 记 上 述 二 的 全 体 ， 它 按 上 :成 为 赋 范 空间 ， 共 中 
al = sup{lia( EE) : E € S}. 
(3) 对 于 可 测 集 吾 , 当 DD 取 遍 马 的 醋 测 划分 时 ， 命 
IaI(E) = sup{ 2 a PN: D}, 
FEeD 


则 |z| 是个 测度 (可 能 取 十 oo 值 ), 称 为 4 的 全 变 差 测度 . 

(人 使 |p| 有 限 的 向 量 值 测度 六 全 体 ca(M, 蕊 ) 按 全 变 差 有 .上 是 Banach 
空间 ,其 中 ||glv = sup{|#|(E) : 吾 E 3 
练习 13 设 是 Banach 空间 而 a9,5 € 元， 有 归纳 地 命 Yo 二 4,Xi = 二 了 及 
Zn+i = Te 求 极限 lim zw 
练习 14 设 0<p <1 测度 空间 (M4) 上 使 fl 有 限 的 可 测 甬 数 了 全体 
记 为 L?(M,j4), 其 中 几乎 处 处 相等 者 视 为 一 样 的 ， 证明: 

(1) L?(AM, 44) 是 线性 空间 ， 它 按 dp 成 为 完备 度量 空间 ， 共 中 


dp(f,9) = ff — ghdp. 
A 


(2) LP(M, 4) 的 单位 球 B 二 {f E 2L?|dp(f,0) < 1} 不 必 是 西 集 . 
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练习 15 测度 空间 (ad, 4) 上 的 复 值 可 测 函数 全 体 记 为 L(M, pz), 其 中 几乎 处 处 
相等 的 函数 视 为 一 个 汕 数 .在 这 种 同一 化 后 ， 规 定 


d(f,9) =1Ainf{e > 0:4(lf — 9 26) < e}. 
(1) 试 证明 4 是 L(M, jp) 上 的 度量 日 它 记 画 了 依 测度 收 伍 ， 
(2) 举例 说 明 工 (2d, 4) 上 没有 范 数 刻 画 依 测度 收敛. 
练习 16 让 明 Banach 空间 区 中 可 和 级 数 2 Ti 的 缺 项 级 数 > ， zi( 即 了 是 
了 的 子 集 ) 也 可 和 | 加 


$5.2 度量 拓 相 
本 节 逐 一 介绍 度量 空间 中 重要 点 集 概念. 


开 集 与 闭 集 设 U 是 度量 空间 (X, dd) 中 的 子 集 . 若 有 > > 0 使 Ofz,r) CU,， 
则 称 是 上 的 内 点 ， 区 是 z 的 邻 域 而 7 {xz} 是 之 的 去 心 邻 域 

车 UU 不 含 非 内 点 的 点 ， 旭 称 U 为 的 开 集 . 若 召 是 古 的 子 集 使 大 人 五 
是 开 集 ， 则 称 百 是 蕊 的 闭 集 ， 度 量 空间 中 开 集 全 体 称 为 度量 拓扑 、 以 下 是 开 集 
和 闭 集 的 - -此 简单 有 用 的 性 质 

(1) 空 集 与 全 空间 部 是 开 集 ， 空 集 与 全 空间 都 是 闭 集 . 

(2) 任意 个 开 集 之 并 是 开 集 ; 任意 个 闭 集 之 交 是 闭 集 . 

(3) 有 限 个 开 集 之 交 是 开 集 ， 有 限 个 闭 集 之 并 是 闭 集 . 

(4) 开 集 减 闭 集 之 差 是 开 集 ， 闭 集 减 开 集 之 差 是 闭 集 . 


像 Euclid 空间 - 样 ，O(z,7) 与 BLZ,7) 分 别 是 开 集 与 闭 集 ， 它 们 都 是 2 
的 邻 域 ， 球 面 和 有 限 子 集 是 闭 集 ， 空 集 不 含 点 ， 它 符合 开 集 的 定义 . 


例 1 整数 集 ZZ 继承 及 的 度量 后 是 离 数 空间 一 每 个 子 集 都 是 开 集 (也 是 闭 集 ) 
的 度量 空间 ， 这 是 因为 ZZ 中 单 点 集 {Rw} 都 是 半径 为 1 的 开 球 . 


不 同 度 量 可 能 诱导 相间 的 拓扑 ， 这 见 下 柄 . 
例 2 设 d 一 dA1, 当 0<r<&1 时 ，O(z,7) = O(z,7). 因此 (成 轩 中 开 
集 也 是 【发 , dj 中 开 集 .反之 亦 然 . 


般 而 言 ，(X,d1) 的 开 集 都 是 { 羡 , d2) 的 开 集 当 旧 仅 当 对 任何 TE 区 和 
任何 7 > 0, 存在 s > 0 使 Oz(x,3) C Of{zx,r). 
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乘积 空间 的 点 集 对 于 度量 空间 (XX, 4) 与 (Y, 中 一 不 同 集合 上 的 度 基 可用 同一 
个 符号 表示 ,将 邯 Xx 的 点 (2, 功 简 记 为 z, 在 污 x 上 定义 一 些 度 基 ， 


d{z1, 22) mi max{d(z, TX2), d{lin, y2)}, 
dp(z1, 22) = (d(x1, 22)? + dy ya)?)?. 


(人 1 gp<+oNH, O(z,2757) C Op(z,7) C Oz, rT). 

(2) (2 四 与 (Z, dp) 有 相同 度量 拓扑 且 其 开 集 WW 都 形 如 LI x WE 
了 7, 其 中 Ui 都 是 半 的 开 集 而 Vi 都 是 了 的 开 集 ， 此 时 截 口 Ws 是 了 中 开 集 
而 截 口 WY 是 多 中 开 集 . 

(3) 蔡 巨 和 下 分别 是 匀 和 站 的 闭 集 , 则 巨 x 五 是 半 xY 的 闭 集 

(4) 乘积 度量 空间 多 x Y 是 完备 的 当 且 仪 当 匀 和 了 都 是 完备 的 ， 


与 开 集 与 闭 集 密切 联系 的 旦 以 下 两 个 概念 , 


内 部 与 闭 包 设 是 度量 空间 ( 民 , 可 的 子 集 . 

(1) 内 部 S$° = {zx|37 > 0 : O(z,7) SET 其 中 的 点 为 有 的 肉 点、 内 部 
5? 是 含 于 二 中 的 最 大 开 集 ， 而 S 是 开 集 当 且 仅 当 5 = 5°， 

(2) 团 包 5S 二 {zlvYr > 0:O(z,7) 站 5 关 名}, 其 中 的 点 为 上 的 接触 点 . 
闭 包 有 是 包含 5 的 最 小 闭 集 而 x 是 5 的 接触 点 当 且 仅 当 x 是 5 中 某 个 序列 
(xn) 的 极限 ， 点 集 S 是 闭 集 当 且 仅 当 上 5 二 吉 当 且 仅 当 S 对 极限 运算 封闭 . 

(3) X° = XK; 5° C 5;{5°)° = 8°; (851 N 92)° = H? NM S58. 

(4) 闭 包 与 内 部 的 对 侦 关 系 ， 革 \5S= 时 MS°; (NO 二 和 区 
(5) 点 集 5 的 接触 点 7 要 么 是 3 的 聚 点 (加 它 的 去 心 邻 域 都 与 S 相交 ) 要 
么 是 9 的 屎 立 点 ( 即 它 有 个 邻 域 与 9 只 交 于 此 点 ), 二 者 必 居 其 一 . 

(6) 点 是 六 的 到 点 当日 仅 当 SS 中 有 带 近 2 但 各 项 互 异 的 序列 . 

(7) 点 集 如 的 边界 (也 是 X AS 的 边界 )83 = mANS 一事 \ 5o. 点 集 
9 的 禄 盘点 要 么 是 5 的 肉 点 要 么 是 9 的 边界 点 ， 二 者 居 其 一 . 


Kuratowski 闭 包 公理 可 二 ;5 C 5,(5) = 到 HU = 人 HUG. 


需要 注意 度 基 空间 区 开 球 OZ 站 的 闭 包 森 一定 是 闭 球 B(x,7) 而 且 闭 球 
吾 fz,7] 的 内 部 也 不 - 定 是 开 球 O(z,7). 如 命 dm,n) = |m 一 n|, 得 度量 空间 
(名 ,Q) 使 On, 了 = {2} 而 B(n,1) = {1 一 ,m,n 十 1}, 这 两 个 集合 既是 开 


集 又 是 闭 集 ， 央 此 闭 包 O(n,1) = O(n,1) 而 内 部 B(n,1)? = B(n,1). 
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例 3 Cantor 集 KK 是 将 区 间 [0,1] 移 去 一 个 开 集 O 而 得 到 的 , 以 3 记 OO 的 所 
有 构成 区 间 所 有 端点 全 体 ， 则 S 的 闭 包 是 KK. 

首先 ， 任 取 KK 中 一 点 z, 将 z 表示 成 三 进位 小 数 (0.alaz -an:…)a, 其 
中 an 非 0 妈 2. 定义 rn 一 10.01d2 an-12)3, 则 zn 是 某 个 第 n 级 区 间 的 
右 端 点 ， 从 而 (zn) 是 5 中 序列 且 以 x 为 极限 ， 这 表明 到 C 到 反 向 不 等 式 源 
自 区 是 包含 3 的 一 个 闭 集 . 


例 4 实 直线 上 到 与 人 2 的 边界 分 别 是 如 与 转 ， 


子 空间 的 点 集 设 4 是 度量 空间 基 的 子 空间 一 子 集 4 继承 邯 的 度量 后 所 成 
的 度量 空间 . 任 取 和 的 子 集 V 与 FF. 

(1) VY 是 子 空间 4 的 开 集 当 且 仅 当 有 站 的 开 集 珀 使 人 站 = 矿 

(2) 是 子 空间 内 的 闭 集 当 虽 仅 当 有 贸 的 闭 集 巨 使 ANE=F. 

(3) 已 相对 于 A 的 闭 包 记 为 了 , 则 一 ANF. 

(4) 设 丰 是 义 的 开 集 ， 则 六 是 妇 的 开 集 当 目 仅 当 VV 是 X 的 开 党 . 

(号 设 生 是 入 的 闭 集 , 则 已 是 册 的 闭 集 当 且 仅 当 王 是 瑟 的 闭 集 . 


当 言 及 开 党 与 闭 集 等 概念 时 ， 需 清楚 它们 对 应 的 全 空间 .为 示 区 别 ， 可 将 子 
空间 的 开 集 与 闭 集 分 别称 为 相对 开 集 与 禄 对 闭 集 . 
由 非 空 集合 组 成 的 递减 集 列 《 忆 n) 称 为 … 个 集 套 . 完备 性 可 用 闭 集 套 来 刻画 . 


定理 1(Cantor 闭 集 套 定理 ) 度量 空间 ( 义 , d) 是 完备 的 当 且 仅 当 六 中 直径 趋 
向 堆 的 闭 集 套 (局,) 有 唯一 公共 点 . 


完备 度量 空间 的 闭 集 4 是 完备 集 一 作为 子 空间 完备 的 集 ， 这 是 因为 和 A 的 
闭 集 也 是 六 的 闭 集 ， 4 中 直径 趋向 零 的 闭 集 套 有 公共 点 . 度量 空间 的 完备 集 4 
是 闭 集 . 事实 上 ，zE 在 时 ，B(z,2-")jn A:n 之 1 是 4 中 直径 趋向 零 的 闭 
集 套 ， 其 交点 x 应 在 4 中 . 因此 4 = 4. 


范 数 拓扑 的 性 质 赔 范 空间 XX 上 的 范 数 诱导 的 度量 拓扑 也 称 为 范 数 拓扑 , 设 0 去 
了 委 十 o0, 傅 | 且 一直 :| 乏 作 有 全 )r 三 二 zl < 7} 

(] 设 0<r<+o0, 则 [XX]? = (XX) 而 (Xr = [XX];. 

(2) 数 荚 保持 闭 包 运算 ， 25 = p5. 

(3) 非 零 数 乘 保持 内 部 运算 (〈e5) = a5° :a 去 0. 

(4) 平移 保持 内 部 运算 ， (Z 十 3) 一 2 二 9?， 

(5) 平移 保持 闭 包 运算 ， z 十 仿 二 x 十 仿 . 

{6) 如 果 忌 或 了 是 开 集 ， 则 十 7 是 开 集 . 

(7) 有 内 点 的 线性 子 空间 L 只 能 为 全 空间 : 
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(8) 线性 子 空 间 工 的 闭 包 是 线性 子 空 间 ， 车 元 还 有 内 点 ， 则 荆 == 义 . 
(9) 缉 315 与 TO7 5 是 包含 9 的 最 小 闭 线性 子 空间 与 最 小 闭 凸 集 . 
(10) 设 4 是 天 的 加 法 子 群 ， 则 闭 包 4 也 是 加 法 子 群 . 

(11) XX 的 子 集 8 有 界 当日 仅 当 且 仅 当 sup{|z :z ES} < +oc. 
(12) 页 十 吏 G 可 十 吏 且 如 TS cS(9 +92)， 

(13) 对 称 集 5S( 即 ~-S = 9) 的 团 包 5 和 内 部 5° 也 是 对 称 的 . 

(14) 古 集 忆 的 闲 包 是 凸 集 ， 其 内 部 非 空 时 是 凸 集 且 BC 五 2， 

[15) 瑟 的 有 限 维 线性 子 空间 上 是 完备 集 也 是 闭 集 . 


一 个 线性 空间 上 的 不 同 范 数 可 诱导 相同 战 不 同 的 范 数 拓扑 ， 


定理 2 赋 范 空间 (XX, 上 | 几 ) 的 任何 开 集 都 是 赋 范 空间 ( 关 , :||2) 的 开 集 当 且 
仅 当 上: 上 | 勇于 | . |lz: 存在 正 实数 使 了 E 瑟 时 ，|zla & cjlzllz. 

进而 ，【 闷 ,| 是 ) 和 ( 久 , 上 "上 2) 有 相同 范 数 折 扑 当 且 人 奴 当 下 :用 与 上 -上 2 等 
价 : 存在 正 实数 ci 与 ca 使 EX 时 cillzxilz < zlli 所 callzj>. 


当 1 之 p< 之 g < 之 十 oo 时 ， 线性 空间 C10,1] 上 范 数目 ; 弱 手 下. 为 此 
命 4 二 g/p 而 b 为 a 的 共 生 数 ， 注 意 到 ap = 9, 当 ECI0,1 时 


(f f(a < (f(a (Wan)t. 


但 上 .lig 不 弱 于 上 和. 为 此 命 名 (中 二 2”, 则 


foals pt) 
ml i (ng 1) ~ 


这 表明 (Cla, 可 ,是 .js) 的 开 集 都 是 (Ca ,下 ,| ji ) 的 开 集 ， 肥 之 不 然 


lim 


定理 3(Minkowski) 有 限 维 线性 空间 上 任何 两 个 范 数 都 等 价 . 


因此 有 限 维 线性 空间 上 只 有 一 个 范 数 拓扑 ， 光 限 维 线性 空间 六 上 至 少 有 六 

个 相互 不 等 价 的 范 数 {不 同 的 范 数 拓扑 ). 为 此 , 取 疼 的 线性 基 {eili eE J, 则 J 

是 无 限 集 , 对 于 江 二 名 aiEi( 只 有 有 限 个 系数 oi 非 间 , 命 上 zl = (3 lok}. 
tEJ 


当 1<p<g< to 外 je 与 二 la 不 等 价 . 
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稠密 集 与 可 分 集 设 4 和 BB 是 空间 《的 子 集 . 

(一 BC 有 4 时, 称 4 在 吾 中 稠密 或 4 秽 于 召 . 如 Eucjid 空间 中 有 埋 点 
全 体 箱 于 Euclid 空间 ， 秽 密 关 系 有 点 类 似 偏 序 ; 

(1) 自 反 性 ， 4 总 稠 于 4， 

{2) 弱 自 反 性 ， 4 筒 于 吾 日 吾 笛 于 4 时 ， 芝 = 殖 . 

{3) 传递 性 ， 4 竹 于 B 且 BB 称 于 CC 时 A 向 于 CC. 

(二 ) 如 果 A C B C&C 4, 划 称 A 是 B 的 秽 密 集 ， 拥 有 一 个 秽 密 的 可 数 子 集 
的 集 称 为 可 分 集 ， 如 因 有 可 列 个 有 理 点 ， Euclid 空间 可 分 . 

(1) 可 分 集 的 子 集 与 闭 包 是 可 分 集 ， 可 列 个 可 分 集 的 并 集 是 可 分 集 . 

(2) 有 限 个 可 分 集 的 笛 卡 儿 积 是 可 分 集 . 

(3) 赋 范 空间 中 可 分 集 生成 的 ( 闭 ) 线性 子 空间 是 可 分 的 . 

(4) 赋 范 代数 中 可 分 集 生成 的 【 闭 ) 子 代数 (概念 见于 83.5) 是 可 分 的 ， 

(三 ) 如 果 4 的 闭 包 无 内 点 ( 即 4 不 条 于 任何 非 空 开 集 )， 则 称 4 是 瑟 的 
蔓 朗 集 ， 朴 朗 集 的 子 集 及 其 闭 色 也 是 朴 朗 集 . 


例 5 忆 Weierstrass 定理 ,任何 f € Cle, 遇 可 被 一 列 索 项 式 - - 致 还 近 ， 因 此 
车 命 en(2) 一 各 则 Cla,b] = 负 ani{en|n = 0,1,… 上, 它 可 分 . 


例 6 据 35.1 例 6 得 到 让 == 柄 丽 {el,e2,-……}, 其 中 1 区 p< 十 oco. 又 据 此 全 
得 co = 柄 她 {e162,…) 而 二 本 Hifeel,ea……} ( 闭 包 是 在 各 自 空 间 取 
的 ), 可 见 ， 这 些 空间 都 可 分 . 


例 7 i 不可分， 为 此 命 9 二 {zw E Ilwn :rn 二 土 1}, 其 势 为 并 且 其 中 每 
两 点 相距 为 2. 如果 可 分 ， 取 其 一 个 稳 密 可 列子 集 了 DD, 对 每 个 x € 9, 取 个 
AD ED 使 1 一 十 < < 如 果 JAz) = 大 四 则 人 一 囊 < < 2 因此 
二 YY. 这 表明 有 :5 一 了 D 为 单 射 . 矛盾 . 


例 8 设 -eo<a<p< +oo, 则 [a; 晶 上 有 界 变 凑 函数 ff: [a,8] 一 人 全体 
b . 
V la, 按 范 数目 着 = |f(e)| 十 了 f 成 为 不 可 分 的 Banach 空间 , 在 a 取 值 为 


0 旦 在 (a 右 连 续 的 有 和 界 变 差 函 数 全体 人 矶 [@, 引 是 了 [ae, 可 的 闭 子 空间 ， 它 也 
是 不 可 分 的 Banach 空间 ， 

为 此 命 P{z) =Bz 一 引 则 { 疡 <s< 身 是 了 夸 [o 引 的 子 集 其 势 是 
&. 当 s 关 tt 时 ， fs 一 反 |y = 2. 仿 例 了 可 说 明 wfa, 如 不 可 分 . 

注意 到 |g(z)| 所 |g(a)| 二 VY 9, 对 于 Va, 如 中 基本 序列 (f), 有 


(fnl7) — AD & fn ~ Ahh, 
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这 样 (fn) “和 致 收敛 于 一 个 函数 f, 它 有 界 变 差 V < lim V fn. 由 
Vifn -A) < lim Y(t- A 


lo0 


知 limV( 友 一 让 二 0. 因此 mf 一 站 =0. 当 (所) 在 WW[ay 目 中 时 ,由 
- 致 收敛 保持 右 连 续 性 知 了 在 [a,b) 右 连 续 . 显然 fla) = 0. 这 样 了 在 Te, 上 
中 ， 可 见 ， Vol[a, 如 也 完备 . 
以 Wo(0,27] 记 使 9(0) = 0 是 在 [0,2r) 右 连 续 的 有 界 变 差 函数 9 : 
[0, 27] 一 C 全 体 ， 它 是 亿 [0, 2z] 的 闭 子 空间 . 


例 9 Cantor 集 玉 是 到 中 朴 朗 集 . 这 是 因为 KK 是 Lebesgue 测度 为 零 的 闭 
集 ， 它 不 可 能 包含 一 个 非 空 开 集 . 
习题 
练习 1 在 复 平 面 人 上， 求 出 以 下 集合 的 内 部 与 闭 包 
S={zeC:|z|<1}U{zeC:1< | <2,argz € 2x0Q}. 


练习 2 求 Cantor 集 K 分 别 相对 于 [0,1] 与 KK 的 内 部 
练习 3 证 明 ， 空间 X 中 开 集 列 (Zns) 的 上 限 集 是 Gs- 型 集 . 


练习 4 取 及 的 子 空间 4= [0,1). 区 和 间 加 ,1/2) 是 和 4 的 开 集 , 而 区 问 [1/2, 1) 
是 4 的 闭 集 . 


练习 5 设 T 芋 复 平面 中 的 单位 圆周 {z EC:|z|=1}. 当 a < 时 , 作 人 了 中 
的 开 强 (@ < 日 = {exp(v—lt)la < 二 < 村. 

(1) 将 工 视 为 C 的 子 空间 ， 证 明 开张 (a < 是 空间 人工 的 开 集 . 

(2) 空间 了 的 开 集 UV 都 是 至 多 可 列 个 开 狐 的 无 交 并 . 

(3) 命 1(t) = exp(V 一 1t), 证 明 了: (0,27] 一 了 是 Borel 同 构 . 


练习 6 试 作 实 直线 上 可 列 个 相互 不 交 的 竺 密 子 集 . 

练习 7 直接 证 明 Q" 在 昧 ”中 竺 密 . 

练习 8 为 什么 及 不 在 ?ce 中 笠 密 ? 

练习 9 设 了 :XXX 一 了 是 度量 空间 之 间 的 等 距 映 射 ; 
azaj, ra)) = d(x1, £2) : zl)z2 E X. 

如 果 所 不 可 分 ， 证明 Y 不 可 分 ， 
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练习 40 证 明 有 界 连 续 函 数 了 : 限 一 CC 全 体 Cb (及 ) 按 范 数 | 几 = sup [f(z)| 
TT 它 


所 成 的 Banach 空间 不 可 分 ， 有 界 连续 应 数 了 : (0, 1] 一 C 全 体 C6(0, 1] 按 范 
数 | = SP ， |f(z)| 所 成 的 Banach 空间 也 不 可 分 . 
世 下 全 


练习 11 试 证 明 以 下 各 小 题 中 集 4 在 集 召 中 稠密 ， 
(1) 4= {ln(Ql+7?)r EQ} 而 B=10,+0%). 
(2) A4= {sinrlr e Q} 击 B=[-1,1). 
(3) 4= {rljr EQ} 而 B= 民 , 其 中 nn 是 回 定 的 正 整 数 . 
(4) A = {27/9|p,g € D+} 而 B= [1},+o0). 


练习 12 (1) 试 证 明 5 的 接触 点 x 要 人 么 是 5 的 聚 点 要 么 是 5 的 孤立 点 . 
{2) 说 明 在 实 直 线 上 ， 0 是 区 间 (0,1] 的 聚 点 . 


练习 13 设 上 是 度量 空间 六 的 子 集 ， 其 全 体 聚 点 组 成 5 的 导 集 9 ， 证 明 : 
(1) 5US'=5 且 瀛 ' 是 闲 集 (后 者 在 拓扑 空间 范畴 中 不 真 ). 
(2) 5 是 闭 集 当 且 仅 当 SC 5. 
(3) (S51 U Sa) = 81 U 54. 


(4) (4NB)' 不 必 为 ANnB, 而 ( U An】' 不必 是 U 4 


练习 14 设 5 是 度量 空间 关 的 子 集 , 证 明 (1)5’ 站 5 = 儿 当 且 仅 当 (2)3 中 
的 点 都 是 9 的 孤立 点 当 且 仅 当 (3)S 作为 子 空间 是 离散 空间 ， 此 时 称 为 新 立 
点 集 , 它 的 聚 点 都 在 9 的 边界 上 ， 


练习 15 证 明 ， 实 直线 的 子 集 巨 = {2 "|n E 有 + 与 马 都 是 弧 立 点 集 . 


练习 16 将 9 的 导 集 9 称 为 第 一 级 导 集 ，5' 的 导 集 称 为 第 二 级 导 集 ， 如 此 下 
去 . 证 明 5 的 各 级 导 集 组 成 一 个 递减 闭 集 列 (St )e_ 1. 

(1) 作 : 一 可 列 疡 立 点 集 5 使 其 导 集 为 不 可 数 集 . 

(2) 作 一 点 集 5 使 其 各 级 导 集 互 异 且 所 有 导 集 的 交集 为 空 集 . 

(3) 作 一 -点 集 工 使 其 各 级 导 集 开 异 且 所 有 导 集 的 交集 不 空 


* 练习 17 对 于 度量 空间 六 的 点 集 9, 命 500) = 9. 对 于 任何 序数 8, 超 限 归 
纳 地 定义 如 前 第 级 Cantor-Bendixson 导 集 


S80) = [HS Ye < 中. 
证 明 有 序数 y 使 7 关 且 时， 539) = 二 56 目 它 们 无 预 立 点 ， 
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练习 18 (1) 如 果 S C 8 称 8 为 自 密集 证明 开 区 间 (1,2) 居民 的 自 密 集 
(2) 如 果 5' 二 5, 称 5 为 完全 集 说明 Cantor 集 KK 是 民 的 完全 集 . 


练习 19 求 4 的 导 集 ， 其 中 
{1) 在 实 直线 上 ， 4 = {rma + Palm,m E 名 } 而 af8 是 无 理 数 ， 
[2) 在 实 直线 上 上 ， 4 = {cosn|n E Nj}. 
(3) 在 实 直线 上 ， 4 = {sinnln € N}. 
(4) 在 复 平面 上 ， A = {expfv 一 ip)lme N}. 


练习 20 设 忆 是 民 的 闭 集 ,将 开 集 焦 \ 五 的 构成 区 间 都 称 为 吾 的 邻 扩 区 辣 . 
那些 有 和 界 邻 接 区 问 的 左 端 点 组 成 - -个 集合 S. 证明， 

(1) z 是 是 的 孤立 点 当 且 习 当 x 局 忆 的 两 个 邻接 区 间 的 公共 并 点. 

(2) 吾 有 孤立 点 当 且 仅 当 吾 的 某 丽 个 邻接 区 间 有 公共 端 所 . 

(3) 吾 是 完全 集 当 且 仅 当 忆 的 任何 两 个 邻接 区 间 无 公共 端点 ， 

(4) 五 尾 统 朗 集 时 ， 吾 为 完全 集 当 且 仅 当 S 与 有 理 数 集 相似 . 


练习 21 可 分 度量 空间 站 的 势 和 立 中 开 集 全 体 〇 的 势 都 不 过 以. 


练习 22 设 有 度量 空间 (X, @) 和 ( 四 及 其 非 空子 集 8 和 了 证 时 ， 

SXT= SxTR(S XT =5° xT. 
(2) (S x TY = (9 x TUS xT). 
( 
( 


3】 Xm 的 对 角 线 口 = {(zi) EX"|z1 一，… 二 Zn) 是 和 ”的 闭 集 . 
4) 3S 笠 于 三 当 且 仅 当 S 与 二 的 任何 非 空 开 集 相交 ， 


练习 23 对 于 度量 空间 下 中 的 点 x 与 点 集 3 有 以 下 几 种 情形 ， 
(ar > 0:0(%r NS=2H Or) CX\S. 
(2)Yr > 0:0(z,) NS Ao. 
(2.1)3r > 0:0(z,7) \S=g 人 0,7) SS. 


(2.2)¥7r > 0: Or) \SAGOOCLNNX\ SAG. 

(2.3)3r > 0:0*(z,r)NS= Or,"r) NS = {2}. 

(2.4)Yr > 0:O"(z,r) NS#GSOOR,r NSN\ {rz} A 
此 处 O* (zx,7) = O(z,7) \ {2}. 在 以 上 诸 种 情形 下 ， 人 是 含 的 什么 点 ? 


练习 24(Lindelsf) 度量 空间 X 的 子 集 4 尾 可 分 集 当 且 仅 当 它 具 有 Lindel6f 
性 质 -覆盖 4 的 开 集 戏 存在 至 多 可 列子 覆盖 ， 
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练习 25 在 [0, ooj 上 有 界 连 续 函 数 全 体 Cb[0, coj 上 规定 范 数 


2 


fl = (epee Pee] | 


其 中 s > 0. 车 s 与 t+ 居 互 异 正 数 ， 证明 | | 与 外 :| 不 等 价 . 


练习 26 只 取 有 限 个 值 的 有 和 弄 复 数列 全 体 Y 稠密 于 ft 此 题 的 背景 是 ， 可 济 空 
间 上 简单 函数 能 一 致 通 近 有 界 可 测 函 数 ). 


练习 27 Banach 空间 X 中 可 和 级 数 》 un 之 和 记 为 s, 它 的 所 有 缺 项 级 数 
邢 一 1 


之 和 构成 的 集 记 为 台 . 试 证 明 ; 
{1) 是 紧 集 日 xXEEBH,， ss 一 ze€E. 
(2) 有 无 限 项 4n 非 零 时 ， 上 是 完全 集 . 
(3) 只 有 有 限 项 sn 非 零 时 ， 马 是 孤立 点 集 . 


练习 28 设 马 是 度量 空间 X 的 子 集 而 x E 下， 如果 任 何 > 0 使 O(z,rj 几 EE 
不 可 数 ， 称 x 是 EE 的 凝聚 点 ， 证明: 

(1) 由 殖 的 凝聚 点 组 成 的 集 忆 *# 是 闭 集 . 

(2) (Ei U Ez2)# = E# U FE#. 
练习 29 设 互 是 Euclid 空间 的 子 集 . 

(1) 设 巨 有 界 ， 证 明 五 有 聚 点 当 且 仅 当 三 是 无 限 集 . 

(2) 设 瑟 为 狐 立 点 此 ,证 明 五 是 可 数 集 ， 

(3) 设 马 不 可 数 ， 证明 百 有 闯 察 点. 

(4) 设 忆 不 可 数 ， 证 明 泡 诊 点 集 E*# 是 完全 集 ， 

(5) 设 忆 是 完全 集 ， 证 明 电 的 点 x 都 是 五 的 北府 点 . 
练习 30(Cantor-Bendixson 定理 ) Euclid 空间 的 不 可 数 闭 集 EE 是 : -个 完 
全 集 与 一 个 可 数 集 之 并 . 
练习 31 可 分 空间 半 的 一 些 相互 不 变 的 非 空 开 集 所 成 的 集 类 以 是 可 数 的 . 由 
和 发 的 - 些 相 互 不 交 的 非 空 闸 集 所 成 的 党 类 £ 是 否 可 数 ? 
练习 32 当 5 > 0 时 ， 命 Bs = (一 6 0). 设 不 连续 函数 :到 一 了 使 

zzT+ 坟 = 了 FDI DER 

证 明 像 集 (Bs) 无 界 有 卫 稠 于 展 . 证 明 图 像 gr f 秽 于 及 2. 
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练习 33 以 下 陈述 是 否 正确 ? 
() [0,1] 中 Lebesgue 零 集 的 特征 函数 在 [0,1] 上 Riemann 可 积 ， 
(2) [0,11 中 玖 朗 集 的 特征 函数 在 [0,1] 上 Riemann 可 积 ， 
(3) [0,1] 中 闭 集 的 特征 函数 在 /0,1] 上 Riemann 可 积 . 
(4) [0,1] 中 疏 朗 冷 集 的 特征 两 数 在 [0,1] 上 Riemann 可 积 . 
(5) [60,1 中 闭 的 零 集 的 特征 函数 在 [0,1] 上 Riemann 可 积 . 


练习 34 度量 空间 (XX, 中 ) 的 子 集 S 称 为 e- 链 主 指 
inf{d(z, vy)lz,y ES:T#AY} 2E. 


(1) 证 明 ， 可 分 的 e- 链 5 是 可 数 集 . 
(2) 证 明 ， 任 何 e- 链 都 可 数 的 度量 空间 X 是 可 分 的 . 


练习 35 度量 空间 六 的 开 集 全 体 口 按 包含 关系 成 为 偏 序 集 ， 设 SS 是 口 的 非 
空子 集 , 证 明 supS = US 而 infS = (站 S)”". 


练习 36 度量 空间 所 的 财 集 全 体 大 按 包含 关系 成 为 偏 序 集 ， 设 5S 是 下 的 非 
空子 集 , 证 明 supS 十 S 而 inf5 = 门 $. 


练习 37 线性 空间 六 的 线性 子 空间 全 体 £ 按 包含 关系 成 为 偏 序 集 . 设 S 是 研 
的 非 空子 集 , 证 明 supS = spanljis 而 infS = 门 5. 


练习 38 赋 范 空间 X 的 闭 线性 子 空间 全 体 £ 接 包含 关系 成 为 偏 序 集 设 S 是 
& 的 非 空子 集 ,证明 supS 地 8S 而 infS = 门 5. 


练习 39 将 Cantor 集 作为 及 的 子 空间 . 任 取 x € 五 与 其 三 进位 小 数 
0.oaaaz… ,其 中 an 非 0 即 2. 合 Ui = {x EKlan = 计 ,; 其 中 i=0,1. 让 
明 Un; 是 天 中 既 开 又 闭 的 集 使 下 == Uno UL Uni. 


85.3 连续 映射 


区 间 上 上浮 数 的 连续 性 概念 可 以 推广 至 一 般 度量 空间 之 间 的 映 半 上 而 不 需要 在 
形式 上 有 所 变化 , 设 : 广 一 了 是 度量 空间 之 间 的 映射 称 f 在 点 zo 连续 是 
指 dn flz) = f(zo), 即 

Ye > 0,38>0:d(x,ro0) <6 dfr), fr0)) < Ee. 
这 有 即 五 中 序列 (zj 通 近 zo 时 ， 站 中 序列 (f(zxn)) 下 近 f(xo). 也 即 Y 是 
f(zo) 的 邻 熙 时 ， f71(V) 是 zwo 的 邻 域 . 


如 果 zo 是 天 的 孤立 点 一 存在 7 > 0 使 O(zx,7) 基 单 点 集 ， 则 了 在 0 
连续 ， 这 是 因为 d(2, x0) < 蕴 售 == zo, 自然 d{( 了 (x), f(x0)) < E， 
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定理 1 对 于 映射 了 :外 一 ,以 下 5 个 等 价 条 件 : 

(1) 了 是 连续 映射 一 逐 点 连续 的 连续 . 

(2) 对 于 的 任何 开 集 VV, 道 像 -1(WV) 是 鲜 的 开 集 . 

(3) 对 于 YY 的 任何 闭 集 下 逆 像 广 !(PE) 是 碟 的 闭 集 . 

(4) 对 于 的 任何 子 集 9,， 广 1(9?) C 11(3)". 

(5) 对 于 了 的 任何 子 集 5S, f-1(5) C 广 :(9). 

等 距 映 射 了 : 大 一 (使 gz f(z2)) = d(z1, 72)) 恒 成 立 ) 也 称 为 
等 下 嵌入 ， 它 自然 一 致 连续 ， 所 谓 了 一 致 连续 是 对 任何 e > 0, 存在 6 > 0, 当 
d(x1, 72) <HNH, dflr1), Fo <E 


开 映 射 与 嵌 人 【1) 将 开 集 映 成 开 集 的 映射 称 为 开 瞎 射 . 

(2) 当 了 :让 一 可逆 时 ， 了 是 开 上 映射 当 且 仅 当 f7! 连续 . 

(3) 设 了 :下 一 了 可 递 . 如 果 和 了! 都 连续 , 称 了 是 同 腑 . 这 即 上 UU 是 
疼 的 开 集 当 且 仅 当 (UV) 是 六 的 开 集 . 

(4) 恒 等 映 射 id : 义 一 下 是 同 有 是 同 腑 之 逆 是 同 肽 ， 同 胚 的 复合 是 同上 及 . 

(5) 若 限制 (了 : 他 一 A( 义 )) 是 同 胚 ， 则 称 是 嵌入 ,此 时 下 在 拓扑 的 意 
义 下 可 等 同 于 Y 的 子 空间 (站). 


设 4 是 大 的 子 空 间 . 包 舍 映 射 了 9 : 4 一 下 尾 等 距 展 入， 因此 有 等 距 上 映射 
了 :一 时， 可 将 三 在 度量 的 意义 下 等 同 于 Y 的 子 空间 f(X). 


例 1 以 7 : 针 xY 一 六 记 向 第 一 个 分 量 的 投影 Ttz y) 三 2， 它 是 连续 的 开 
映射 . 事实 上 ，X 的 开 集 UU 的 逆 像 +1(U) 一 UxY 是 钱 xY 的 开 集 , 而 当 WW 
是 入 xy 的 开 集 时 , 据 85.2 有 关 滋 积 空间 的 点 集 知 7(W) 一 UL #2}. 
这 是 改 的 开 集 . 


恒 等 映 射 了 : 一 天 是 等 距 同 胚 一 满 的 等 节 映 射 . 


例 2 设 羡 是 数 域 区 上 的 赋 范 空间 ， 则 
(1) 范 数 -上 : 和 * 一 及 一 致 连续 ， 因 为 上 X20 一 zi 有 者 z2 一 zj. 
(2) 加 法 站 x 芒 一半 : (x), 轴 品 工 十 YY 一致 连续 .这 是 因为 


上 (ea +y— 1)— {ra t+) sg lz ~ zol| + ly: ~ yoll. 
(3) 数 乘 长 x 天 一 义 , (a, 2) 一 oz 是 连续 映射 ， 事实 上 ， 
laz — aoxol| & la — aollzll + faollls 一 zol 
当 zx 逼近 时 zo 时 ， 可 设 zl < jzoll + 二 于 是 


lax ~ aozoll < la ~ aol(lzoll + 1) + laolllz ~ zoll. 
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这 样 当 &@ 一 a0 且 了 一 20 时 ， limas = 6020. 

(全 反射 x 五 -x 是 (等 虑 ) 同 版 . 这 是 因为 O(z,7) CU 当 且 仅 当 
O(--z,7?) C 一 U, 即 U 是 开 集 当 且 仅 当 一 UV 是 开 集 . 

(5) 平移 着 一 国生 十 和 是 (等 距 ) 同 胚 ， 这 是 因为 UV 是 开 集 当 县 仅 
当 十 U 古 开 集 . 


下 面 是 - - 些 连 续 性 的 判断 方法 【请 与 可 测 性 的 判断 方法 相 比 较 )， 

(1) 一 致 收 仇 保持 连续 性 , 如 果 度 量 空间 之 间 连 续 映 射 列 ( 访 : 天 一 了 ) 训 1 
一 致 收敛 于 映射 了 :天 一 了 了, 则 了 连续 . 

(2) 复合 保持 连续 性 ， 如 果 了 : 针 一 耻 和 9 :Y 一 2 是 连续 映射 则 复 
合 gf 了 : 苇 一 2 是 连续 映射 . 

(3) 限制 保持 连续 性 ， 连 续 映 射 了 : 瑟 一 的 限制 是 连续 映射 . 

(4) 夭 接 保持 连续 性 ， 设 天 是 有 限 个 闭 眩 Xi(i E 站 之 并 而 ff: 一 
是 连续 映射 徐 天 : 蔷 ; 一 了 (i € 卫 的 藉 接 ， 则 了 连续， 

(5) 医 接 保持 连续 性 ， 设 二 尾 一 复 开 集 Xi(i € 了 之 并 而 了: 关 一 了 是 
连续 映射 簇 户 : Xi; 一 Yi(i E 了 的 怠 接 ， 则 了 连续 . 

(6) 积 和 投影 保持 连续 性 ， 瑞 身 I 所 :Xi 一 [] 连续 当日 仅 当 每 


i 过 下 i 


个 分 量 所 : ;一 于 连续 ， 映 射 9 :大 一 [] Yi 连续 当 且 仅 当 它 的 每 个 分 量 


[0 
页 :大 一 到 连续 . 
(7) 截 训 保持 连续 性 : 设 f : WW 一 2 晨 连 续 映 射 ， 其 中 歼 CxY. 
如 果 Wi 天, 则 fa) : Wo 一 ZY 五 fa, 连续 如 果 WP 关 名 , 则 
FC, : WY 一 2,z 五 了 (zx,b) 连续 . 


约定 _ arctan( 士 oo] = 十 r/2 及 d(x,y) = |arctan x 一 arctanyj. 这 使 广义 实 
数 系 下 成 为 度量 空间 ， (a, 十 oo] 是 我 中 开 球 O( 二 00, 7T/2 一 arctan a)， 而 
[一 co, 及 是 最 中 开 球 O( 一 00, arctanb 二 7/2). 

由 到 一 到 \{-oo,+oo}y 知 民 是 也 的 开 集 . 因此 民 的 子 集 U 是 民 的 开 
集 当 且 仅 当 它 是 现 的 开 集 . 

子 空间 (及 ,四 中 ， 实 数列 (zn) 收敛 于 实数 2 当 且 仅 当 lim jzn 一 4| 三 
这 是 数学 分 析 意 义 下 的 收 化， 

广义 实数 系 中 序列 (m?) 收 和 化 于 十 oo. 这 是 因为 


lim |arctann2 一 arctan(+00)| = 0. 


但 (m2) 是 实数 系 的 发 散 数列 . 
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半 连 续 性 规定 广义 实 值 贾 数  : 蕊 一 下 在 点 xo 的 上 极限 


lim f(x) = inf sup{f (7)|0 < dlz, z0) < 7 


在 zo 居 久 的 孤立 点 时 ,约定 Jim f(z) = f(z0). 规定 下 极限 


二 n f(z) = = sup in{{ f(x)|0 < dz, zo0) < 7}. 


同样 当 zo 是 牙 的 孤立 点 时 约定 lim f(z) = f(zxo). 


上 还 Jez) < f(zo) 当 目 仅 当 f(zo) < 时 (7 < 是 是 zo 的 邻 域 
存在 5>0 使 dlx, ro) <5 时 f(z) <b. 此 时 称 了 在 zo 上 于 连续 . 

(2) 如 果 所 : 克 一 下 都 在 zo 上 半 连 续 ， 则 下 确 界 if 户 在 zo 上 半 连 
续 . 进而 当 了 是 有 限 集 时 ， 上 确 界 sup fi 也 在 Xo 上 半 连 续 ， 

(3) 称 六 是 上 半 连 续 范 数 是 指 它 逐 上 总 上 半 连 续 ， 这 有 以 下 4 个 等 价 条 件 : 

(3a) 对 于 5E RR, (六 < 站 是 丰 的 开 集 [7 之 如 是 X 的 闭 集 ]. 

(3b) 子 集 4(f) := {(z, 胃 [f(z) < yy 所 十 co} 是 半 x 区 的 开 集 . 

(3c) 子 集 4(f) := flz, 轨 Fe <y < 十 oo} 是 下 x 及 的 开 集 . 

(3d) 对 于 be 好, (f < 是 于 的 开 集 [(f 之 中 是 荆 的 闭合 |. 

(4) J 了 (ZT) 有 (zo) 当日 仅 当 f(x0) > ae 时 (了 > al) 是 zo 的 邻 域 ， 
存在 6 > 0 使 adr, To) 6 时， 了 (Zz) > a. 此 时 称 了 在 Xo 下 半 连 续 . 

(5) 函数 了 在 zo 连续 等 价 于 它 在 zo 上 半 连 续 且 下 半 连 续 ， 

(6) 如 果 产 : 瑟 一 到 都 在 zo 下 半 连 续 ， 则 上 确 界 sup fi 在 xo 下 半 连 
续 ， 进 而 当 7 是 有 限 集 时 ， 下 确 界 int 护 也 在 zo 下 半 连 续 . 

(7) 称 了 下 半 连 续 是 指 它 逐 点 下 兴 连 续 . 这 有 以 下 4 个 等 价 条 件 : 

(7a) 对 于 aE 及, (f > a) 是 羡 的 开 集 [{j 所 a) 基 苹 的 团 铅 |. 

(7b) 子 集 {(z, 胃 fz) > ys 一 oo 是 三 x 肌 的 开 集 . 

(7c) 子 集 {(z, 胃 |f(x) > > 一 oo 是 XX x 及 的 开 集 . 

(7d) 对 于 a € 及 , (f > a) 是 让 的 开 集 [(f < a) 是 习 的 闭 集 ]. 


用 上 下 极限 刻画 连续 性 的 忧 点 在 于 不 必 考 虑 极限 是 否 存 在 . 
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倒 3 设 了 足 全 0- 有 限 测度 空间 (3M, jw) 上 可 测 函 数 ， 则 区 间 (0, 十 00) 上 函数 
PpP 品 flls 是 下 半 连 续 函 数 ， 为 此 设 了 非 负 .， 当 了 是 简单 函数 2 CXE,( 其 中 
EE; 测度 有 限 且 相互 不 交 ) 时 ，|7ll = (3) |eij?p(Bi))?., 这 是 p 的 连续 函数 . 
一 般 地 ， 可 取 递 增 至 了 的 简单 函数 列 (所 ). 由 单调 收敛 定理 知 


(fF)s =sup(/ | fap) 


这 是 p 的 卜 半 连 续 函 数 ， 容 易 说 明 这 苯 数 在 p = 十 co 时 也 下 半 连 续 . 
定理 2 子 集 DD 在 空间 关 中 稠密 当 且 仅 当 DD 与 非 空 开 集 都 有 交点 ， 此 时 ， 

(1) DD 在 连续 映射 了 : 二 一 了 下 的 像 f(D) 是 有 (XX) 的 稠密 集 . 

(2) 下 半 连 续 鸭 数 9 和 上 半 连 续 函 数 及 满足 8|D < hp 时 ，g 生态 

(3) 二 全 度量 空间 了 的 连续 映射 g 和 贱 满 足 glp = hlp 时 ，9 一 下 

约定 及 = [0, 二 co], 命 O(7,0) = 及 O(x,+o0} 一色. 
点 到 点 集 的 惠 离 设 9 是 度量 空间 (XX, d) 的 子 集 、 对 于 x E 叉 , 命 

dlz, 8) =: inf{d{z, z)|z € 5S}. 

这 称 为 到 S 的 距离 (约定 d(x, 名) = 十 co). 它 有 以 下 性 质 . 

(1) d(x, 5) & d(x, + dy, 3). 

(2) dz 5S) 二 d(x, 驴 ), 它 是 zx 的 一 致 连续 函数 ， 

(3) dz 5S) 二 max{r & 及 i |O(z,7) 5 = @}. 因此 x 到 5 的 距离 是 以 
2 为 中 心 与 9 不 交 的 最 大 开 球 的 半径 . 

(4) d(x, X \ 5) = max{r € Ri |O(z,7) C 5}. 因此 Zz 到 XX\5 的 距离 
是 以 z 为 中 心 含 于 5S 的 最 大 开 球 的 半径 . 

(5) 5 = {zx € XId(z, 5) = 0}( 这 是 Gs 型 集 ). 

(6) 9° = {z|d(z, 半 \ 5) > 0}( 这 是 Fo 型 集 ). 

(7) z 是 5 的 聚 点 当 且 仅 当 d(x, 5S \ {2}) =0. 

(8) z 是 5 的 狐 立 点 当 且 仅 当 z ES 有 d(z,S\ {rx}) >0. 

函数 d(x, 5S) 有 很 多 应 用 ， 下 面 举 一 例 一 它 是 Ypzptco 引 理 型 的 结论 . 
例 4 对 于 度量 空间 MM 中 相互 不 交 的 非 空 闻 集 及,… , 互 。 及 赋 范 空间 天 中 
互 异 问 量 ZX1,:… , zn, 命 

fiD= (2 mi Talt, ED) (2 [at, Ey):teM. 
igSn I i jE 
函数 了: 杂 一 天 连续 且 (到 ) = {82},… ;了 (Brn) = {zn}. 命 
27 = min{d{zi, zw;)|i, ?= 1,...,n:i 让 

并 命 Ui = 了 1(O(zi,?)), 则 05 :i 世 n 是 相互 不 交 的 开 集 使 BE; CU,. 

Euclid 空间 中 有 这 样 一 个 事实 ,如果 上 是 陈 ” 的 线性 真子 室 间 ， 则 寿 个 单 
位 向 基 2 与 了 重 直 .此 时 d(x¥, 工 ) = 1. -- 般 赋 范 空间 中 没有 垂直 概念 ， 但 可 将 
这 个 事实 弱 推广 如 下 ， 
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命题 3(F. Riesz 引 理 ) 设 上 是 赋 范 空间 关 的 闭 线性 子 空 间 ， 并 且 也 头头. 
如 果 0 <e < 1, 则 有 六 的 单位 向 量 Yo 使 dlzo, 卫 ) > E. 


设 扎 是 数 域 区 上 线性 空间 而 函数 p ; 针 一 及 满足 以 下 两 个 条 件 : 
(1) 正 齐 次 性 ， p(az) = ap(z), 其 中 a 之 0 而 XX EX. 
(2) 次 可 加 性 ， p{z 十 胃 所 p(X) 十 Pp( 胃 ,其 中 zx,y E 关 . 
称 p 为 次 线性 泛 函 , 它 有 以 下 性 质 : 
(3) c 是 实 常数 时 ， (Pp 所 0) = {x € 革 |p(2) & cj 是 凸 集 . 
如 果 p 还 是 半 范 数 一 当 a Ee 区 时 pl(az) = jalpfz), 出 
(4) p 之 0. 这 源 自 不 等 式 0 = p(0) < p(z) + p{ 一 2) = 2p(2). 
(5) kerp 是 所 的 线性 子 空间 , 当 p(xi) 一 0 且 a 是 数 时 ， 
plari + £2) & lalp(®1) + p(x2) = 0， 
定理 4 对 于 赋 范 空间 关 上 次 线性 论 阔 p, 以 下 条 件 等 价 ， 
(1) p 在 其 的 原点 上 半 连 续 ， limp(z) < p(0). 
(2) 将 天 的 有 界 集 9 映 为 下 中 有 界 集 D[9). 


(3) 有 正 实数 7 和 非 负 实数 a 使 zl < 7 时 ， P(Z) < a. 
(4) 有 非 负 实 数 c 恒 使 |p(z) 一 p(2)| < cllz 一 上 因此 p 连续 ). 


据 此 定理 ，Y 一 im Tezn 是 IY 土 违 续 的 次 线性 证 函 . 


例 5 收敛 数列 全 体 e 与 无 穷 小 量 全 体 co 作为 LY 的 线性 子 空间 是 Banach 空 
问 .为 此 使 ptz) 一 im zx 一 zt|. 这 得 半 范 数 卫 :7 一 到 使 kerp=c. 因 


为 p(x} < 2lzllw, 于 以 Pp 连续 ， 这 样 kerp 是 1™” 的 闭 集 ， 它 完备 ， 
再 命 q(z) = ,lim |zk|、 这 得 半 范 数 4 : 1% 一 恨 使 kerp 一 co， 因 为 
dfz) 专 |2||。, 所 以 4 连续， 这 样 kerg 是 完备 空间 1 的 闭 党， 它 完 备 . 


连续 半 范 数 的 应 用 很 广 ， 它 能 简化 很 多 计算 过 程 . 
习题 
练习 1 证 明 ， 连 续 满 射 了 :区 一 Y 将 区 的 稠密 集 4 映 至 站 的 稠密 集 . 


练习 2 设 度量 空间 ( 气 , d) 的 两 个 闭 集 吾 与 下 不 交 , 试 证 明 存 在 不 相交 的 开 集 
U 和 W, 它们 分 别 包 含 吕 和 FF. 
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练习 3 求实 直线 上 函数 了 : 下 一 下 的 不 连续 点 ， 其 中 
(1+sinz):—1 
f(z) = :地 (1 +sinzg)t+1 
练习 4 给 定 可 列 个 度量 空间 (Xi,di) : iE J, 命 六 = Ll Xi, 当时 ， 


命 Px E Xi 是 工 的 第 i 个 分 量 . 在 大 上 二 全 (区 贱 中 一 
当 且 仅 当 每 个 Xi 中 Bz 一 可 Z0. 并 证 明 以 下 结 

(1) 每 个 投影 PP :天 一 XX; 号 过 绪 的 开 忱 射 。 

(2) 设 Bi 是 XX; 的 闭 集 ， 则 ES=R 是 大 的 闭 集 . 


(3) 设 Ui 是 Xi 的 开 集 量 {5 部 ] 有限 则 UY 是 到 的 开 集 ， 
{4) 大 是 完备 度量 空间 当 且 仅 当 每 个 大 是 完备 度量 点 问 | 
练习 5 设 ] 是 可 列 集 , 在 及 7 上 规定 如 练习 4 的 度量 , 说 明 函 数 sup : 更 ”- 吏 
下 半 连 续 ， 函 数 inf : 仿 ”-; 天 上 半 连 续 . 
熟悉 拓扑 者 可 证 明 J 是 任意 非 空 集合 时 以 上 结论 也 对 . 
练习 6 命 d(x,y) = |arctanx 一 arctan yl, 这 得 度量 空间 (了 下, 中. 命 了 = 由， 
说 明 闭 球 B(x,2) 与 开 球 O 〇 (7x,2) 都 是 下 ,而 球面 S(x, 2) 却 是 空 集 . 
练习 7 设 (X,d) 是 度量 空间 ， 证 明 中 : 大 x 不 一 民 是 连续 冰 数 . 
练习 8 证 明定 理 2( 熟 悉 拓 扑 者 可 将 定理 2(3) 中 的 六 设 为 拓扑 空间 而 Y 设 为 
Hausdor 人 二 空间 ). 
练习 9( 连 续 延 拓 原 理 ) 设 Xo 是 度量 空间 X 的 稠密 集 而 Yb 是 完 各 度量 空间 了 
的 子 集 , 证 明 一 - 致 连续 映射 f0 : Xo 一 了 0 有 了 唯一 (一 致 ) 连续 延 拓 f : 于 一 六. 
练习 10 以 O(X) 和 E(X) 是 度量 空间 XX 中 的 开 集 全 体 和 闭 集 全 体 ， 证 明 ， 
(1) OCX) 和 E(X) 生成 同 -- 个 0- 环 B(X), 其 成 员 称 为 Borel 集 . 
(2) 半 连 续 函 数 了 : 六 一 及 是 Borel 本数 一 使 Borel 集 的 原 像 为 Borel 


集 . 

(3) 设 人 是 蕊 上 的 单调 类 ， 则 O(X) C AM 当 目 仅 当 E(X) CAM. 
练习 11 设 入 是 2 上 的 外 测度 而 (Y, 中 是 度量 空间 .证 明 以 下 条 件 等 价 : 

(1) 映射 子 :一 一 和 是 入 可 测 函 数 : 当 玉 是 的 Borel 集 时 ，f!( 玉 ) 
是 外 的 入 可 测 集 ( 见 82.4 练习 24). 

(2) 当 轧 C 久 而 和 4 各 是 Y 中 子 集 使 dA4,B) > 0 时 ， 

ABENIT (A + MENF(B)) « ME). 

此 处 dA,B) = infHad(n, jy E A,vy € B}. 
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练习 12 设 天 是 度量 空间 而 入 是 2* 上 的 外 测度 ， 证 明 恒 等 映射 了 : 苹 一 站 
是 入 可 测 函 数 当 且 仅 当 的 开 集 六 都 是 入 可 测 集 . 


练习 13(Carathéodory 准则 ) 设 (X,d) 是 度量 空间 而 入 是 2* 上 的 外 测 
度 ， 则 互 的 开 集 了 都 和 可 测 当 且 仅 当 下 的 子 集 Bi 使 4 到 1, E2) > 0 时 ， 


A(E U Bz) = A(B) + Bs). 


练习 14 对 于 度量 空间 (六 ,由 ) 和 (六 , d2); 证 明 以 下 条 件 等 价 : 
(1) 度量 空间 (X,aa) 中 开 集 U 都 是 度量 空间 (XX, d1) 中 开 集 . 
(2) 对 任何 zo € 闫 , 若 d(x,20) 一 0, 证明 dz(X, 2X0) 一 上 0. 
(3) 恒 等 映射 了: ( 革 , 由) 一: (六 , doz) 连续, 


练习 15 试 证 明 集合 X 上 两 个 度量 由 与 do 诱导 相同 的 度量 拓扑 当 且 仅 当 它 
们 诱导 相同 的 序列 收敛 性 ， lim 中 (zaz) = 0 名 lim dz(zn,2) =0. 


练习 16 对 于 度量 空间 { 瑟 ,四 ) 和 (XX, d2), 证 明 以 下 条 件 等 价 : 
但 ) di 和 dz 等 价 ，( 芝 ,dd1) 与 ( 半 , d2) 中 有 相同 的 度量 拓扑 . 
(2) zo E 革 时 ， di(z,%0) 一 0 当 且 仅 当 dz(2, 0) 一 0. 
(3) 恒 等 映射 了: (六, d1) 一 (六, d2) 是 同上 及 . 


练习 17 证 明 ， 度 量 4 与 度量 4 一 d/(1 + d) 诱导 了 相同 的 度量 拓扑 . 
练习 18 设 (XX,d) 和 (Y,, dn) 都 是 度量 空间 而 fi : 一 Yi 是 连续 映射 ， 证 
明 p 和 d 是 等 价 度 量 ， 其 中 


plz1,72) = d(x1, 22) + > dn (fae1), f(r2)) 和 2 


练习 19(Alexandrov 定理 ) 完备 度量 空间 (XX, d) 中 非 空 Gs- 型 集 了 上 有 
个 等 价 度量 p 使 (VY, p) 为 完备 度量 空间 . 


练习 20(Baire-Tietze) 设 度量 空间 上 的 函数 h : 下 一 下 下 半 连 续 ， 则 有 
点 态 递增 至 上 的 连续 函数 列 (hn : 天 一 及 ) 使 infh( 针 } 二 有 所 玉昌 当 
hai(zoj = infh(X) 时 h(xzo) = inf h(X). 


练习 21(Baire-Tietez) 设 度量 空间 上 的 函数 g : 大 一 起 上 半 连 续 ， 则 有 
点 态 递 威 宇 g 的 连续 函数 列 (g,, : 着 一 民 ) 使 sup 9(X) 之 91 交 9 且 当 
91(70) = sup 9(X) 时 ,g(x0) = sup g(X). 
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练习 22(Hahn) 设 度量 空间 上 的 函数 及 :多 一 好 下 半 连 续 而 9 :无 一 下 上 
半 连 续 . 如 果 g 专 h, 则 有 连续 函数 f : 玉 一 及 使 g 所 了 才 上. 


练习 23 用 半 连 续 函 数 的 方法 证 明 Tietze 扩张 定理 : 设 忆 是 度量 空间 了 的 闭 
集 . 任何 连续 函数 广 : 上 一 及 都 有 连续 延 折 9 :天 一 民 使 infg(X) = inf 了 (FE) 
Hsupg(X) = sup f(E). 


练习 24 证 明 关于 双 射 了: 天 一 的 以 下 条 件 等 价 : 
(1) 了 是 同 且 或 拓扑 映射 
(2) 子 集 U5 是 X 的 开 集 当 且 仅 当 (UV) 是 站 的 开 集 . 
(3) 子 集 瑟 是 三 的 闭 集 当 且 仅 当 f(B) 是 的 闭 集 . 
(4) 对 于 天 的 子 集 5, 成立 f(5°) = 了 (5)*. 
(5) 对 于 天 的 子 集 5, 成立 (5) = 3). 


练习 25 设 关 与 Y 是 广义 实数 系 的 区 间 ， 试 证 明 于 与 Y 同 胚 当 旧 仅 当 以 下 
三 种 情形 之 一 出 现 ， 

(1) 七 与 了 都 是 开 区 间 . 

(2) 关 与 Y 都 是 闭 区 间 . 

(3) XX 与 Y 都 蚌 半 开 半 闭 的 区 间 ， 


练习 26 关于 度量 空间 针 的 Borel 集 代 数 8( 关 ), 试 证 以 下 结论 : 
(1) 如 (三 ) 是 包含 所 有 开 集 日 对 可 数 并 与 可 数 交 封闭 的 最 小 集 类 83. 
(2) 如 (二 ) 是 包含 所 有 闭 集 旦 对 可 数 并 与 可 数 交 封闭 的 最 小 集 类 B. 
(3) 如 (和 ) 是 包含 所 有 开 集 且 对 可 数 交 与 可 数 无 交 并 封闭 的 最 小 集 类 8B. 
(4) 834 一 号 md4, 其 中 4 为 天 的 子 空间 . 


练习 27 设 互 是 度量 空间 区 的 非 空 逆 集 ， 证 明 有 连续 函数 了 :三 一 |0,1] 使 
E=f-1{1}. 


练习 28 将 Cantor 集 KK 视 为 全 空间 ， 任 取 2 E K, 证 明 KK 中 有 可 列 个 相互 
不 交 的 奴 开 又 闭 的 集 Vi : n 之 1 使 其 并 为 K \ {2}. 


练习 29(Sierpinski) 设 六 是 度量 空间 ， 则 书 ( 基 ) 是 包含 所 有 财 集 且 对 可 数 
交 与 可 数 无 交 并 封闭 的 最 小 集 类 8. 
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练 可 30 对 于 了 : 苹 一 食 及 wxe 访 , 命 
ho(r) = f(x) Vv lim Fy), 
golr) = f(2) A lim FW. 
下 一 工 
证 明 ， 人 1) ho = min{h| 上 半 连 续 函 数 h 之 站 . 据 此 称 ho 是 太 的 上 半 包 . 


(2) go = Imax{9g| 上 半 连 续 函 数 g 之 六. 据 比 称 go 是 了 的 下 半 包 
(3) 了 上 半 连 续 当 上 且 仅 当 了 二 ho. 而 六 下 半 过 续 当 下 仅 当 了 = go 


练习 31 证 明 ; 当 Elm 时， d(x,co) = im Ey 


练习 32 命 = {f eCcl0,1j|f(0) =0}, 当 fe CI0,1 时 求 d(f, 荆 ). 
练习 33 对 于 上 映射 了 :了 一 站 与 户 CX, 命 w= Sup, dF(2), f(2)). 作 
振幅 w (XY) 一 inf wOz, 7), 其 中 Ofx,7) = {z € Xlad(z,z) <r}. 

0) Hm df (2), (0)) < wo) < 2 Wn df (2), (8)). 

(2) 了 在 zz 连续 当 旦 仅 当 wz) = 0. 因此 了 的 连续 点 全 体 是 (w = 0). 


(3) ww : 臣 一 及 旦 上 半 连 续 函 数 . 因此 w 是 Borel 函数 . 
(4) 了 的 连续 点 全 体 是 Gs 型 集 ， 不 连续 点 全 体 是 Fw。 击 集 ， 


oo 1 
练习 34 将 Hilbert 方 体 百 = ]I [0， -| 作为 大 的 子 空间 ， 它 是 完备 度量 空 
n=1 
1 
间 . 以 忆 :H 一 |0, 了 | 记 向 第 1 个 分 量 的 投影 ， 证 明 ， 


(1) HH 中 yy 一 yo 当 和 且 仅 当 n 是正 整数 时 Py 一 Pnyo. 
(2) (XX,d) 是 可 分 度量 空间 时 ， 试 构造 个 嵌入 了 :天 一 H. 


练习 35(Sierpinski) 实 直线 中 开 区 间 不 能 写成 可 列 个 闭 集 的 无 交 并 . 


练习 36 设 了: [a, 日 x [c,d| 一 妨 是 连续 函数 . 国定 YE [e, 避 , 函数 六 : 
[c, dj 一 民 的 全 变 差 记 为 9(z)]. 试 证 明 9 : [@, 引 一 及 是 下 半 连 续 函 数 . 
练习 37 条 件 同 练习 23. 设 a 和 6 是 正 实数 使 ng 所 了 5b. 合 
ox) = inf{adlz, 2)f (x)lz €E E}:r EX; 
h(z) = g(r) /dr, E):rE XN\E. 
证 明 :， (1) 9 :天 一 民 是 一 黎 连 续 冰 数 ， 而 几 : Er 一 到 是 连续 函数 ， 
(2) 当 zo € OE 时 ， im g(r) = flzo0). 
(3) 如 下 定义 的 函数 上: XX 一 民 是 /的 连续 延 拓 . 


站 (z) : rzEE', 
f(7) = {9 : XEE. 


85.4 完备 与 紧 


本 节 旦 有 关 度 重 空间 的 点 集 分 析 最 重要 的 部 分 .熟练 掌握 并 应 用 以 下 诸 定 理 
是 学 好 泛 凋 分 析 议 后 内 容 的 关键 . 


第 一 纲 集 与 第 二 纲 集 空间 半 中 可 数 个 朴 妆 集 的 并 称 为 入 的 第 一 纲 集 ;其 余 的 
子 集 称 为 4 的 第 二 网 集 . 

(1) 作为 实 直线 的 子 空间 ， 整 数 集 Z 是 第 二 网 空间 ， 这 是 因为 和 中 芯 朗 集 
只 有 空 集 . 作为 实 直线 的 子 空间 ， 有 理 数 域 是 第 一 网 空间 . 这 是 因为 @@ 是 可 列 集 
且 其 中 单 点 集 {7} 都 是 ( 闭 集 但 无 内 点 因而 是 ) 朴 朗 集 , 

(2) 设 天 的 稠密 子 集 4 是 第 二 纲 集 ， 则 于 空间 4 是 第 二 网 的 . 

(3) 设 对 是 第 二 网 赋 范 空间 而 吾 是 其 对 称 凸 集 使 集 列 (2 五) 并 为 苹 , 则 有 
个 ">>0 使 (X)r CC 艺 . 

如 果 天 中 可 数 个 稠密 开 集 的 交集 还 是 稠密 集 ， 则 称 入 是 Baire 空间 这 
相当 于 天 中 可 数 个 Gs 型 稠密 集 之 交还 是 稠密 集 . Baire 空间 是 第 二 网 的 ， 


以 下 结论 是 泛 函 分 析 重 要 理论 的 基础 
定理 1(Baire 网 定理 ) 完备 度量 空间 是 Baire 空间 因而 是 第 二 网 的 . 
例 1 无 理 数 集 筒 于 实 直线 且 是 Gs- 型 集 

R\Q= N(R\ Er). 


"EE 籽 
无 理 数 集 与 有 理 数 集 这 个 稠密 集 不 相交 ， 从 而 有 更 数 集 不 是 Gs- 型 集 . 
例 2 实 直线 上 函数 列 的 点 态 收敛 不 能 用 度量 刻画 否则， CR 上 有 个 度量 g 刻 
画 了 点 态 收 伍 . 记 4 = {(cos(ntr)j2*|n,k€ Z+}. 
以 了 表示 Dirichlet 函数 ( 即 Q 的 特征 函数 )， 据 数学 分 析 知 


2 


fx) = lim im (cos(n!nz)) 
这 表明 了 是 4 的 接触 点 . 注意 到 4 中 的 函数 都 连续 , 所 以 有 个 连续 函数 列 (ff,) 
使 lim d(fn, 了) = 0, 换言之 ，(fn) 点 态 通 近 地 
因为 f(z) 二 1 当 且 仅 当 有 子 列 (fk, ) 使 六 (2) > 1/2, 所 以 


Q= N UO:>3) 


1 En 
注意 到 ( 玉 > 四 是 开 集 ， 从 而 外 是 Gs- 型 集 ， 与 上 例 矛 盾 . 
以 下 结论 在 判断 第 二 网 性 方 而 将 起 很 大 作用 . 
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定理 2 度量 空间 XX 的 第 二 网 移 密集 4 是 第 二 岗子 空间 . 


列 紧 集 与 预 紧 集 设 9 是 度量 空间 XX 的 子 集 9， 
(1) 称 5 为 于 的 列 紧 集 是 指 5 中 序列 都 有 子 列 在 夺 中 收 敏 . 列 紧 具有 相 
对 性 ， 如 [0, 1] 中 有 理 数 全 体 是 及 的 列 紧 集 ， 但 非 @@ 的 列 紧 集 . 
(2) 设 瑟 也 是 六 的 子 集 使 SC UV Oz,e), 称 电 是 5 的 一 个 <- 网. 
光 毛 


(3) 如 果 对 任何 s > 0, 5 有 个 有 限 e 一 网 ， 称 9 为 完全 有 界 集 或 预 紧 集 , 
这 等 价 于 5S 中 任意 序列 (za ) 都 有 基本 子 列 ， 

(4) 度量 空间 的 预 紧 集 是 有 界 的 可 分 集 ， 它 的 于 集 与 闭 包 也 是 新 紧 集 . 

(5) 列 紧 集 的 子 集 与 闭 包 是 列 紧 集 . 

(6) 有 限 个 ( 曾 ) 列 紧 集 的 并 集 是 ( 蚤 ) 列 紧 集 . 

(7) 完全 有 界 集 8 的 一 致 连续 映像 是 完全 有 界 集 . 


据 Bolzano-Weierstrass 定理 ， Euclid 空间 的 有 界 序列 (zxn)】 都 有 收敛 子 
列 . 因此 Euclid 空间 的 有 界 集 都 是 列 紧 集 ， 


定理 3(Hausdorf) 设 S 是 度量 空间 天 的 子 集 . 如 果 5S 蚌 XX 的 列 紧 集 ， 则 
5 是 预 紧 集 ， 首 命题 在 羡 完备 时 成 立 ， 


例 3 可 列 集 M 上 广义 实 值 前 数 空间 及 ”在 点 态 收 化 下 是 列 紧 的 . 换 守之 ，M 
上 函数 列 (所 ，: AM 一 丽 ) 都 有 点 态 收 敛 的 子 列 . 

， 为 此 设 对 = ZZ ， 数 列 (5;) 的 子 列 (bp,,)】 可 简 记 成 (bn)y, 其 中 了 = 
{Kn|n 关于 数列 《下 (和 ) 妆 : 有 个 收 合子 列 《有 (1))z. 数列 (Jf4(2)) J， 有 个 收 
化 子 列 {及 (2)) .如 此 下 去 . 将 无 中 数 依 小 到 大 排列 ， 取 其 第 Rn 项 pp 当 
和 之 k 叶 ， Dn 七 Jn C Jk. 因此 (fo (kk))nsk 是 (fn (Kk) ye, 的 子 列 ， 益 而 
( 疡 (Eny1 收效 ， 这 表明 子 列 【 疡 ) 点 态 收 化 . 


集 乌 {Fi|i € 如 具备 有 限 支 性 质 是 指 其 中 任何 有 限 个 成 员 都 有 公共 交点 . 


定理 4 设 度量 空间 苹 的 子 集 ， 以 下 等 价 条 件 : 

(1) 全 空间 苞 对 5 的 任何 开 颖 盖 {Uili < 了 } 存在 有 限 子 箱 盖 . 

(2) 子 室 间 3 中 有 限 交 的 闭 集 族 {ii E 了} 有 公共 交点 

(3) 子 空间 5 中 任意 闭 集 套 (Bn) 有 公共 交点 ， 

(4) 子 集 9 既是 全 空间 的 列 紧 集 也 是 金 空间 的 闭 集 ， 

(5) 子 集 9 尾 完备 的 预 紧 集 . 
此 时 ， 称 S 晨 紧 集 或 作为 子 空间 是 时空 间 ， 

紧 空间 区 的 闭 集 5 是 紧 集 ， 这 是 因为 5 的 闭 集 也 是 XX 的 闭 集 ， 5 中 有 
限 交 的 闭 集 族 有 公共 交点 ， 
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定理 5( 极 值 原理 ) 设 (后 四 是 紧 度量 空间 ， 则 任何 上 半 连 续 [下 半 连 续 | 函数 
让: 三 一 及 可 取 到 最 大 值 最 小 值 |. 


例 4 对 于 度量 空间 广 的 点 2 与 非 空 紧 集 5, 有 xo E 9 适合 以 z,z7o) = 
atz, 9)， 这样 的 ro 称 为 S 对 x 的 最 佳 过 近 ， 这 是 因为 5 上 连续 孙 数 yy 一 
Q(z,Yy) 有 最 小 值 点 . 


在 平面 上 ， 取 了 为 单位 圆周 ， 则 T 中 任何 一 点 也 都 是 人 对 原点 的 最 佳 
近 . 这 表明 最 佳吉 近 可 能 有 很 多 个 ， 一 般 子 集 S 对 7 的 最 佳明 近 可 能 不 存在 . 
如 dVZQ@) ==0, 但 V2¢Q. 

无 论 最 佳 吏 近 是 否 存 在 ， 8 中 总 有 序列 (x) 使 lim d(x, zn) = dz, 3)， 


” 这 样 的 序列 称 为 5 对 的 极 小 化 序列 . 


引 理 6(Lebesgue) 设 {Uili € 上 是 紧 度量 空间 (多, Q) 的 开 和 覆盖 , 刚 有 = > 0 
使 x E 廊 时 ， 存在 ie 了 满足 O(x,e) C4 


以 上 引 理 中 的 < 称 为 可 六 {Ui|i € 了 站 的 -一 个 Lebesgue 数 . 


定理 7(Dini) 紧 空间 上 连续 函数 的 单调 序列 (fi : XX 一 及) 逐 点 表 近 连续 函 
数 了: 义 一 很 时 (fr) - 臻 逼近 上 


性 质 8 (1) 有 限 个 ( 预 或 列 ) 紧 集 的 并 是 ( 预 或 列 ) 紧 集 . 

(2) [ 列 ] 紧 集 5 的 连续 映像 f(5) 是 [ 列 紧 集 . 

(3) 紧 度 量 空间 了 到 度量 空间 Y 的 连续 映射 了 -- 致 连续 ， 

(4) 紧 [完备 | 度量 空间 久 的 闭 集 4 屁 紧 [完备 ] 集 . 

(5) 设 4 与 BB 是 ( 预 或 列 ) 紧 集 , 则 4 x B 是 ( 预 或 列 ) 紧 集 . 

下 设 七 是 数 域 区 上 赋 范 空间 . 

(6) 设 马 与 下 是 蔷 中 ( 预 或 列 ) 紧 集 而 3 是 区 中 ( 预 或 列 ) 紧 集 ， 则 
马 土 户 和 SE 居 ( 预 或 列 ) 紧 集 . 

(7) 当 巨 晨 关 中 预 紧 集 [ 且 站 完备 | 时 ，cov 万 是 预 | 列 紧 集 ， 


以 上 结论 凸显 完备 集 的 重要 性 . 不 完备 的 空间 可 置 于 -一 个 完备 空间 中 讨论 ， 
如 作为 及 的 于 空间 ， @ 不 完 备 ， 但 他 是 完备 空间 民 的 一 个 稠密 集 . 


定理 9 任何 度量 空间 (XX,d) 都 有 完备 化 一 以 羡 为 稠密 集 的 完备 度量 空间 
[总 ,可 完备 化 夺 等 距 同 且 下 是 唯一 的 如果 (这 ,四 也 是 下 的 完备 化 ， 则 有 唯 
- -等 号 同 胚 了 : 训 一 针 使 YEX 时 ， f(z) 一 x. 


作为 L [a, 引 的 子 空间 ， (Cla, 驯 ,是 - 由 )》 的 完备 化 是 [4, 症 。， 这 里 需 
要 说 明 的 是 ， 赋 范 室 间 (Li[e; 习 ,是 : ji) 中 的 每 个 点 都 是 -一 个 可 积 函 数 所 在 的 
等 价 类 [有 ]( 见 5.1 从 5 中 的 说 明 )， 而 赋 范 空间 《Cle ,如 ,| 由) 中 的 每 个 点 
都 是 一 个 实 实在 在 的 连续 函数 f : [4,9 一 C， 命 4/ = [用 , 得 等 距 代入 
A (Cla, |) 一 (Za, DW). 将 Cla, 蝇 与 其 像 A(C[a, 症 ) 同 - -后 ， 
可 将 Ola, 视 为 [a, 罩 的 子 空间 . 
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有 限 维 赋 范 空间 与 无 限 维 赋 范 空间 之 比较 

(1) 范 数 等 价 性 ， 有 限 维 线性 空间 上 任何 两 个 范 数 都 等 价 ， 因 而 它 上 面 内 有 
一 个 范 数 拓扑 .无限 维 线性 空间 上 有 无 限 个 范 数 相互 不 等 价 ， 因 而 它 上 面 有 无 限 
多 个 相互 不 同 的 范 数 拓扑. 

(2) 完备 性 ， 有 限 维 峙 范 空间 都 是 Banach 空间 ， 事 实 上 ， 对 于 两 个 等 价 范 
数 上- || 与 jlz 面 言 ， 考察 (六 ,上 ) 的 完备 性 与 考察 (XX, ||2) 的 完备 性 
是 一 致 的 ， 据 Euclid 空间 的 完备 性 知 有 限 维 赋 范 空间 都 是 Banach 空间 . 

无 限 维 赋 范 空间 可 能 是 不 完备 的 ， 事 实 上 上， 线性 空间 10- 只 有 有 限 项 不 为 零 
的 数列 全 体 -~ 按 任 何 范 数 不 完备 ， 为 此 ， 命 站 n= 二 span{e1; en， 在 任何 
范 数 F， X 是 0 的 完备 线性 子 空间 且 无 内 点 ， 因 此 XX 是 如 的 璇 朗 集 . 而 
= (HXnjn = 1,2,.…}. 放 10 准 旦 第 一 纲 的 ， 

(3) 闭 性 ， 赋 范 空间 的 有 限 维 线性 子 空间 都 是 闭 的 ， 而 无 限 维 线性 子 空间 则 
不 一 定 是 闭 的 . 如 妨 在 有 中 稠密 ， 因 此 如 不 是 上 1 的 闭 集 . 

(4) 有 和 界 集 的 列 紧 性 ， 有 限 维 赋 范 空间 的 有 界 集 都 是 列 紧 集 而 其 有 界 闵 和 集 尼 
紧 集 (Heine-Borel 定理 )， 无 限 维 赋 范 空间 的 单位 球面 5 不 是 预 紧 集 ， 因 和 而 
不 是 列 紧 集 也 非 紧 集 . 为 此 取 z1 E 393， 因为 Li := spanfzl} 是 六 的 真 
财 线 性 子 空间 ， 由 F. Riesz 引 理 ， 可 取 za E 5 使 dx2, 工 1) > 172， 因 为 
z2 := span{z1, xX2} 是 从 的 真 闭 线性 子 空间 . 于 是 又 可 用 Reisz 引 理 . 继续 以 
上 过 程 得 到 8 中 序列 (zn) 使 d(xn, span{z1,… rn 1 站 >>172. 当 积 尖 人 
时 ， zm 一 znj > 172. 这 样 (zn) 没有 基本 子 列 . 

这 还 得 到 一 个 结论 ， 无 限 维 赋 范 空间 的 非 空 开 集 不 是 列 紧 集 ， 

(5) 最 佳 通 近 的 存在 性 : 赋 范 空间 苹 中 有 限 维 子 空间 上 对 任何 XE 这 的 
最 佳 台 近 在 在 【而 元 限 维 子 空间 则 不 尽 然 ). 为 此 作 上 的 非 空 有 界 闭 集 


S= {ye La < Az, L) +1}. 
丁 蚌 紧 集 5 对 了 有 最 佳 吏 近 ， 这 也 是 区 对 z 的 最 佳 带 近 . 
习题 
练习 1 诱导 相同 度量 拓扑 的 两 个 度量 不 一 定 诱导 相同 的 基本 序列 与 完备 性 . 
练习 2 设 卫 :和气 一 了 是 度量 空间 之 问 的 映射 . 
(1) 如 果 有 非 负 实数 c 使 zl1,z2 六 时 
Ad(f (zx1), F(T2)) & czZ1 7T2)， 
则 称 是 Lipschitz 英 射 ， 试 证 明 这 样 的 映射 一 致 连续 . 
(2) 如 果 每 点 x © 苹 有 个 邻 域 VV 使 限制 (f ; UV 一 了) 是 Lipschitz 典 
射 ， 则 称 是 局 部 Lipschitz 映射 ， 试 证明 这 样 的 映射 连续 . 
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练习 3 设 五 是 赋 范 空间 立 的 凸 集 而 了 是 度量 空间 , 设 了 : 已 一 了 是 映射 . 
荷 有 非 贷 实 数 c 使 YE 半 时 
Ra) 


zz | 一 到 
证 明 zz EX 时 ，d{f(z), f(z) < cllz— ll. 
练习 4 在 正 整 数列 (kn)21 的 全 体 ZZ4+ 上 构造 度量 d 如 下 


dk D) = hi BA2li. 


£2=1 


设 度量 空间 六 完备 且 可 分 ， 构 造 个 满 的 局 部 Lipschtiz 映射 了 :ZH 一 义 . 
练习 5 用 Baire 绢 定理 证 明 Cantor 集 五 不 是 可 数 集 . 

练习 6 完备 的 度量 空间 Z 是 可 列 集 . 这 是 否 与 Baire 纲 定 理 矛盾 ? 

练习 7 设 5 是 完备 度量 空间 改 的 第 - - 纲 集 ， 证 明 七 \S 在 三 中 稠密 . 
练习 8 证 明 ， 罚 紧 集 4 在 一 致 连续 映射 了 下 的 像 集 A(A) 是 预 紧 集 ， 

* 练习 9 证 明 完备 度量 空间 中 Gs- 型 集 Y 作为 子 空间 是 Baire 空间 . 

练习 10 证 明 ， 无 限 维 Banach 空间 的 羡 可 列子 集 五 不 能 成 为 一 个 线性 基 . 


练习 11 证 明 ， 度量 空 间 (X, qa) 的 紧 性 与 以 下 3 个 条 件 相互 等 价 ， 
(1) 了 节 上 之 点 递增 至 一 个 连续 函数 的 连续 函数 序列 (fn) 一 致 收 化 ， 
(2) 区 上 实 值 迷 续 函数 了 都 有 上 有 办 (都 有 下 有 界 )， 
(3)] 了 上 实 值 连续 函数 了 都 能 取 到 最 大 值 (最 小 值 )… 


需要 指出 ， 练 习 11 中 的 等 价 条 件 不 是 一 般 拓 扑 空间 为 紧 的 等 价 条 件 . 


练习 13 证 明 : 度量 空间 (XX, qd) 的 子 集 S 是 列 紧 集 当 且 仅 当 它 是 相对 紧 集 一 
它 是 六 中 某 个 紧 集 的 子 集 . 


练习 14 设 工科 了 < 十 co, 试 说 明 Ce, 避 按 z- 范 数 的 完备 化 是 工 ?[a, 可 . 
练习 15 证 明 ， 紧 度量 空间 都 是 Cantor 集 KK 的 连续 映像. 
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练习 16 设 9 是 空间 蕊 的 紧 集 而 个 是 空间 Y 的 紧 集 . 
(1) 如 果 W 是 关 xY 的 开 集 , 证 明 YsW 是 Y 的 开 集 ， 其 中 
YeW = {yerYlvres:(r yeEW}= (0 WW. 
世人 三 喇 


(2) 如 果 吾 是 于 xxY 的 闭 集 , 证 明 3s 吉 是 Y 的 闭 集 ， 其 中 
dsE= {ye YIres: (WE B= UB 


(3) 证 明 向 第 二 个 分 量 的 投影 S$ x Y 一 了 是 闭 映 射 一 将 闭 集 上 映 为 闭 集 ， 
(4) 如 果 瑟 是 其 xxY 的 开 集 ,证明 YIW 是 六 的 开 集 其 中 
viW={re XxlyeT:{r ye WwW}= / WY. 


VE 了 
(5) 如 果 召 是 天 x 的 闭 集 ， 证明 投影 节 召 是 的 闭 集 ， 其 中 
FE={rEe Xly eT:(rye E= UE. 
YE 了 


(6) 证 明 向 第 一 个 分 量 的 投影 羡 x 了 一 台 是 闭 映射 
练习 17 说 明 忆 [ 一 1,1] 按 Li 范 数 是 不 完备 的 赋 范 空间 . 
练习 18 证 明 1?[0,1| 中 4= span{Xl0al0 所 t+ 志 1} 在心 上 ,1 中 稀 密 . 


练习 19 设 S 是 赋 范 空间 羡 中 的 预 紧 集 ， 证明 发 中 有 无 穷 小 量 (zn) ( 即 
Jim lz = 9) 使 SS gg wn 


练习 20 设 p 是 个 素数 而 a 是 非 零 整数 , 使 p? 整除 a 的 最 大 非 负 整数 ni 记 为 
ordy 4. 如 ords 35 = 1 其 ords 250 = 3. 约定 ordp 0 = 十 co. 证 明 : 

U) 当 &@ 和 上 5 是 束 数 时 ， ordp(a8) == ordyp a 十 ordp p. 

(2) 当 了 是 有 理 数 b/a( 其 中 是 整数 而 a 是 非 零 整数 ) 时 ， 记 


ordyp £ = ordp b 一 Drdp a. 


这 个 数 与 2 的 表示 方式 bf/a 无 关 . 记 |xlp = pm orapz， 
(32) ordy x 二 十 oc 当 且 仪 当 z = 0. 
(3b) ordp(xy) = ordy 3 ordy y. 

(3c) ordy {z+ Y) 2 min{ordyp £, ordp y} 

(4a) |zlyp = 0 当 且 仅 当 #2 = 0. 

(4b) [zyls = |xlplyly. 

(4c) [x + yp & jzlp + fy. 
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(4d) |z 十 ylp 入 max{|z|yp, (ylp}: 

(5) 任 取 两 个 有 理 数 x 和 gy, 命 岂 (z;3) = |z% 一 tp; 证 明 @ 按 dp 成 为 度 
量 空间 且 d(z,2) & max{d(z, 9), d(y, 2)}. 

(6) 度量 空间 (@, dp) 中 的 开 球 记 为 Op (7,7), 证 明 |f 一 证 py <7 当 且 仪 当 
Op (7) = Op (Vy,7)( 这 表明 开 球 中 的 点 部 是 这 个 开 球 的 球 心 ). 

(7) 度量 空间 (@, dp)】 中 的 闭 球 记 为 Bp(z;,7), 证 明 |z 一 ylp 所 7? 当 且 仅 当 
了 ofz,r] = Bp{y,7}( 这 表明 闭 球 中 的 点 都 是 这 个 闭 球 的 球 心 ). 
练习 21 符号 同 练习 20. 度量 空间 (他, dp) 的 完备 化 记 为 (人 @;, d,). 证 明 ， 

(1) (Qp, dy) 中 任何 3 点 TY, 之 都 满足 不 等 式 ; 


Co 人 zy 2) 入 max{dy(z,y), dp(y, z)}. 
(2) QO, 中 序列 (xn) 收 傅 当 且 仅 当 im dp (Tn, Tnt1) 一 少 . 


(3) QQ 上 的 代数 运算 可 唯一 延 折 成 人 0p 上 的 代数 运算 使 外 sp 成 为 一 个 环 . 

(4) | -|s 在 @。 上 有 唯一 连续 延 拓 一 仍 记 为 |: jy 使 d(x,9) = |x 一 ylp 
在 @。 上 仍 成 立 ， 将 | ' |p 称 为 p 进 绝对 值 , 

(4a) 齐 次 性 ， |zyip = 他 zy， 

(4b) 次 可 加 福 ， | 十 gs 所 [xz]p 十 |ylp. 

{4c) 非 Archimede 性 ， [zf 十 yp 所 max{|zlp, | 

(4d) 次 可 减 性 ， ||zx|p 一 jylp| < | 一 vip: 

{4e) 与 度量 的 相 容 性 dj (3,2) = |z 一 Vlyp. 

(4f) 分 离 性 ， lzlp = 0 当 且 仅 当 z= 0. 

(5) Qp 中 元 素 工 ; 称 为 p 进 数 ， 非 零 p 进 数 都 可 逆 ， 


(6) Qyp 中 级 数 二 zn 收 伍 当 且 仅 当 lim |znjp = 0. 


(7) 设 有 理 数 z 请 中 izlp 1, 则 对 非 负 整数 i, 有 整数 记 使 0&k<pi 
县 位 一 外 Pp 于. 

(8) 设 p 进 数 x 满足 |zlp 科 1， 则 有 逼近 z 的 唯一 整数 列 (ai) 兴 | 使 
0 委 0 忆 Dp 玉 Wi 一 i+1 mod p 异 成 立 . 


(9) 每 个 p 进 数 z 有 唯一 p 进展 式 了 二 > qipi', 即 有 唯一 整数 nh 和 唯一 
整数 列 【mi) 吕 。 使 

(9a) i 密 时 0 ai<p. 

(9 b) i >n 时 ， Miu mod opi, 

(9c) ) lim D> aip: ~— zlp = 0. 


(10) 在 (9) 中 zl < 1 当 目 仅 当 名 的 加 进展 式 中 没有 力 的 负 英 数 和 
此 时 称 x 为 p 进 整数 (为 示 区 别 ， 名 中 数 称 为 有 理 整数 }. 
(11) 将 p 进 整 数 全 体 记 为 Z， 它 是 Qs 的 一 个 子 环 . 
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练习 22 证 明 ， 无 孤立 点 的 完备 度量 空间 (X, gd 的 势 不 小 于 六. 
练习 23 汪 明 ， 实 直线 上 非 空 完全 集 巨 具有 连续 势 
练习 24 证 明 ， 实 直线 上 的 不 可 数 闭 集 EE 具有 连续 势 


练习 25 设 函 数 了 : [0,1] 一 C 处 处 可 微 . 证 明 : 当 和 > 和 时，[0,1 有 个 Gs- 
型 子 集 瓦 使 | 了 el; <5 有 昌 当 &>>0 有 时, 存在 >0 使 XE 区 而 zE [0,1] 满 
足 |z 一 x| < 时， 


f(z) ftr) _ f'(z) Ee. 


立 一 下 
练习 26 约定 1/(+oo] = 0, 作 实 直线 中 递增 子 集 列 (本 ,) 如 下 : 
1 1 
En= {t+ = 2 +00}. 


试 证 明 已, 都 尼 紧 集 且 忆 。 的 导 集 为 忆 ,_1, 其 中 约定 Bo = {0]. 
练习 27 完备 度量 空间 X 为 其 闭 集 列 (En) 之 并 , 证 明 (J Be 筒 于 XX. 


练习 28 设 六 是 度量 空间 ， 证 明 有 Banach 空间 Y 和 等 中 杠 入 :一 YY 
使 span f(XX) 笛 二 六. 


练习 29(Banach 网 定理 ) 设 空间 江 的 子 空间 U 为 U 的 一 些 相 对 开 集 Ui : 
GE 了 工 之 并 . 

(1) 如 果 Ui 都 是 三 的 朴 妆 集 ， 则 芯 也 是 的 芯 朗 集 . 

(2) 如 果 U; 都 是 下 的 第 一 网 集 ， 则 忌 也 是 区 的 第 一 网 集 . 


练习 30 设 忒 是 紧 度量 空 河 而 Y 是 度量 空间 . 如 果 了 :六 一 了 是 连续 双 射 ， 
证 明 它 是 同 肪 . 
练习 31 无 狐 立 点 完备 空间 让 的 可 数 稠 密集 DD 不 是 Ge- 型 集 . 
练习 32 设 连 续 旺 数列 ( 记 : [0,1 一 CC)22o 恒 使 所 的 导 阔 数 为 高 _1. 设 对 
每 个 ,1], 总 有 个 nn 使 启 (z) = 0. 证 明 记 =0.. 
练习 33 设 ( 芝 , 由 是 完备 度量 空间 而 8 是 总 上 某 些 连续 函数 组 成 的 逐 点 有 界 
的 函数 秘 , 证 明 学 有 个 非 空 开 集 U 使 日 在 UU 上 一 臻 有 界 . 
练习 34 设 有 和 占 是 度量 空间 ( 评 ,dd) 的 非 空 紧 集 ， 证 明 ， 、 

(1) 有 aleEA4 和 beEB 使 dl(81,4b1) = inf{d(z, Wz € A,y € B}. 

{2) 有 a2EA4 和 B99 EB 使 dl(a2,b2) 二 sup{d(z,v)|z € A,y EB}. 
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练习 35 证 明 ， 度 量 空间 ( 苹 ,Q) 的 非 空 子 集 4 是 预 紧 集 当 且 仅 当 4 对 任何 
E > 0 有 个 预 紧 的 <- 网 . 


练习 36 证 明 ， 度量 空间 之 间 的 单 射 了 : 六 一 连续 当 且 仅 当 了 将 外 中 的 紧 
集 映 成 Y 中 的 紧 集 . 

练习 37 设 X 为 度量 空间 而 Y 为 紧 度 量 空间 使 映射 了 : 久 一 了 的 图 像 gr f 
是 下 x 芋 的 闭 桌 . 证 明 广 连续 , 

练习 38 设 X 是 无 限 维 赋 范 空间 ,证明 羡 中 有 线性 无 关 序 列 的 单位 向 量 (zn) 
使 i 关 j 了 时 ，||zi 一 用 宕 1. 

练习 39 设 夸 是 第 一 网 空 间 ， 证明 基 x 也 是 第 一 网 空间 . 

练习 40 证 明 ， 大 的 子 集 宁 是 朴 衣 集 当 且 仅 当 夸 有 个 闭 梨 五 人 鱼 SG 68EI 当 
且 仅 当 大 有 开 集 了 使 SGBV]. 


练习 41 对 于 空间 于 的 子 集 吾 , 证 明 以 下 条 件 等 价 : 

(1) 有 丙 个 第 一 网 集 4 和 B1 使 {EE \ 41) Bi 为 开 集 . 

(2) 有 两 个 第 一 网 集 42 和 B2 使 (五 、 A2) Uj Bz 为 闭 集 . 

(3) 有 两 个 第 一 网 集 4s 和 Bs 及 开 集 了 使 王 = (YY \ 43)U Bs. 
(4) 有 两 个 第 一 纲 集 44 和 Ba 及 闭 集 下 使 = (下 4}U Bs. 
练习 42 设 练习 41 中 条 件 被 满足 ， 证 明 补 集 E" 也 满足 这 些 条 件 . 
练习 43 证 明 空间 羡 的 Borel 集 EE 者 满足 练习 41 中 的 等 价 条 件 ， 
练习 44 在 实 直 线 下 上 找 个 Lebesgue 零 集 五 使 其 补 集 是 第 一 网 集 . 


练习 45 证 明 可 分 赋 范 空间 羡 中 有 序列 (zn) 使 lim zn 二 0 且 半 = 
5PanYn, 也 有 有 限 维 线性 子 空间 序列 (XX) 使 U 六 n 笛子 所， 
nn 安 1 


nl 


练习 46 证 明 函 数 了 : 民 一 了 的 连续 点 全 体 不 会 是 有 理 数 集 . 
练 学 47 证 明 非 零 Lebesgue 可 测 集 召 合 2X 个 非 Lebesgue 可 测 集 . 
练习 48 试 证 明 Cantor 集 KK 与 以 下 积 空间 ( 取 积 拓扑 ) 同 凸 : 

{0, 1}2+, KE?, KS, 下 和， ,K2+. 
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85.5 四 数 空间 


非 空 集合 蕊 F 实 值 送 数 全 体 腿 和 复 值 函数 全 体 CY 按 画 数 加 法 与 数 乘 成 
为 实 线性 空间 和 复线 性 空间 , 它们 的 线性 子 空间 A 称 为 一 个 代数 是 指 4 对 请 数 
乘法 封闭 ， 而 紧 空 间 上 连续 函数 f : X 一 C 全 体 C(X) 按 上 确 界 范 数 上 有 | = 
mag |f(2)| 成 为 Banach 空间 . 命 C(X,R) = {f EC(X}f(X) C R}. 这 


是 实 Banach 空间 . 


定理 1(ArzelaA-Ascoli) 设 七 蚌 紧 度 基 空间 ， 则 C(X) 的 子 集 五 是 - 致 收 
伍 下 的 列 紧 集 当 上 且 仅 当 它 满足 以 下 两 个 条 件 : 
(1) 等 度 连续 性 : 对 任何 上 > 0, 存在 $0 使 fe 时 ， 


d(x,z) < 317)— f(s)| < e. 
(2) 乏 点 有 和 界 性 ， 对 任何 x E 浪 , {f(z)|f E 五 } 是 有 界 数 集 . 


定理 2(Fréchet, 1907) {1) 设 1<p < 十 oo, 则 如 的 有 界 子 集 5 是 列 紧 集 
当 仪 当 对 任何 & > 0, 存在 正 整 数 n 合 Xz ES 时 ， 25 |zil? < e7. 


13 
(2)e ) 的 有 和 界 学 集 9 是 列 紧 集 当 仅 当 对 任何 & > 0, 存在 正 整 教 n 
全 TES or co zi 一 2 <e (或 sup |zi <e). 
b> i 


以 上 定理 也 可 写成 以 下 简单 形式 


定理 2'(Fréchet, 1907}) (1) 2 1 所 p< 十 00; 则 如 的 有 田子 集 沪 是 列 紧 
集 当 且 仅 当 lim sup 2 |zi 一 


SD EF th 


(2) co 的 有 界 子 集 5S 是 列 紧 集 当 且 仅 当 lim up sup|zi| = 


Sin 


(3) c 的 有 界 子 集 9 是 列 紧 集 当 且 仅 当 对 im sup sup |2; ~ x;| = 0. 


TESiI>N 


称 C(X) 的 子 集 4 分 离 X 的 点 是 指 所 中 不 同 两 点 a 与 了 对 应 至 少 - :个 
feEA4 合 fa) f(b). 


定理 3(Stone-Weierstrass 定理 ) 设 XX 是 紧 空 间 而 C(X, 展 ) 的 子 代数 A 
包含 常数 函数 日 分 离 关 的 点 ， 则 4 在 C{X, 妥 } 中 稠密 . 


称 4 是 自 伴 的 是 指 4 对 函数 共 轿 封闭 。 {ff & 4} = 4. 


定理 4(Stone-Weierstrass 定理 ) 设 关 是 紧 空 间 而 C( 革 ) 的 自 伴 子 代数 
4 包含 常数 是 数 目 分 离 夺 的 点 ， 则 4 在 C( 基 中 稳 密 ， 


以 CT， ,Pn 记 苑 个 变量 Tl En 的 多 项 式 全 体 ， 
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例 工 设 乞 旦 Euciid 空间 吏 ” 中 的 紧 集 ， 则 

Ce ,Zn] 在 CC( 革 ) 中 ( 依 上 确 界 范 数 ) 稠密 .只 需 说 明 C[z|] 分 离 
着 的 点 ， 对 于 让 中 互 异 两 点 & 与 45, 无妨 设 它们 第 一 个 分 量 不 等 ， al 天 六 . 
命 f(z) = z1, 则 f 是 多 项 式 且 Pa) zf(0). 

因为 Clzxi, ,Tn] 二 spanfzela € NT 所 以 C( 半 ) 可 分 . 

(人 2) 设 1p < 十 oc, 则 Clzi… ,zn] 在 2?( 半 ) 中 刺 密 (因而 LP?(X) 
可 分 ), 任 到 EC) 取 9E Cx] 使 ||g 一 下 <e. 于 是 


lg ~ fll» = Y lg(7) — f(r) adr) & em(X)?. 


这 表明 P 在 C(X) 中 按 L? 范 数 稠密 . 据 83.4 定理 6 知 C(X) 在 LP(XX) 中 
称 密 ， 册 传递 性 ， Clz] 在 LP(X) 中 稠密 ， 从 而 L?(XX) 可 分 . 


单位 圆周 T 上 的 函数 ckz&[ 其 中 只 有 有 限 个 系数 cx 非 零 ) 也 可 称 为 三 
本 
角 多 项 式 ， 这 是 因为 若 记 > = exp(v 一 区), 则 


3 =co0t Y (cr te kg)coskti v1(es — en)sinkt). 

REZ KE 
例 2 设 了 :TT 一 CC 是 连续 函数 而 < > 0, 则 存在 三 角 多 项 式 gy 使 |f 一 中 二 <. 
为 此 注意 到 三 角 多 项 式 全 体 是 个 自 伴 代数 ， 它 能 分 离 了 中 的 点 (一 个 函数 z 就 
能 分 离 了 中 的 点 ). 

伪 例 1 可 证 明 三 角 多 项 式 全 体 在 L7(T) 中 稠密 ， 其 中 1 < p < 十 ooc. 


圆周 上 的 函数 f 可 视 为 实 直 线 上 周期 27 的 函数 上 一 f(exp(v 一 了 0)). 据 
此 与 例 2 可 得 以 下 定 想 . 


定理 5(Veierstrass 第 二 逼近 定理 ) 设 了: 玉 一 人 是 局 期 27 的 连续 函数 而 
5 > 0, 则 有 三 角 包 项 式 9 使 | 了 一 9 引 < <. 


局 部 一 致 收效 设 M 是 Euclid 空间 的 开 集 ， 取 其 子 集 列 (Uk) 使 对 应 的 内 部 列 
(U2) 覆盖 对 而 闵 包 Ex 都 是 MM 中 紧 集 ， 如 可 命 
DU; = {2:|r| < 2i,0(x,277) C M]}. 
(1) 对 于 加 上 函数 列 有 ,用 , 及,…; 以 下 条 件 等 价 : 
(1a) 局 部 一 致 收敛 ， 在 对 中 每 点 的 某 邻 域 WV 上， (天 ) 一 致 收敛 于 了 . 
(1b) 上 内 闭 一 敦 收 合 ， 在 可 中 每 个 紧 集 天 上 ， (fi) 一 致 收 化 于 了 . 
(1c) 限制 在 每 个 0; 上 ， (fk) 一 致 收 化 于 扩 
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据 此 与 5.1 例 2 和 人 51 定 盏 1 工 知 ， 亲 上 画 数 列 的 内 闭 一 致 收 禾 可 由 度量 刻 
画 ， lim d(fi, 了 ) = 0, 其 中 d(f,9) = 和 dj(f,9) 而 
了 一 


di(f,9) = sup{{f (2) — g(r)| A2 7 :zeEDh 


在 内 闭 一 致 收 仇 下 ，CM 是 完备 的 ， 
(2) M 上 光滑 函数 列 的 各 阶 偏 导数 内 闭 一 致 收 敏 可 由 以 下 度量 刻画 


dg,h)= 和 和 sup lO°(g — (rz)| A 271oh, 


En jl LEU. 


定理 6 设 1<p < 十 oo, 则 LP(R") 的 有 界 子 集 9 是 询 紧 集 当 且 仅 当 
(1) 5S 等 度 平均 连续 : lim sup fu — flly = 0,; 其 中 f(z) = f(z 


( 即 对 任意 = > 0, 存在 5>0 使 lu <6 且 f eS 时 Hf ~ filp < a). 
(2) 5S 等 度 绝 对 连续 ， im sup fxrlls = 0; 其 中 x 是 {zx: |x|>>7} 


的 特征 丽 数 ( 即 对 任意 e > 0, 存在 r > 0 使 eS 时，||fxrllp < as) 
严格 而 言 ， LP(R") 不 是 函数 空间 ， 因 其 点 者 是 一 个 函数 的 等 价 类 . 
速 降 函 数 称 了 : 限 * 一 C 为 速 降 函 数 是 指 当 a, B E SN” 时 
Il := sup, |z°87 f(z)| < +oo. 


这 即 a, 8 € N? 时， dn x905 f(z) = 0. 简单 而 言 ， 了 是 光滑 函数 且 其 任 


意 阶 导数 比 任意 阶 负 宕 次 函数 下 降 得 都 快 ， 此 时 E85 了 也 是 速 降 函 数 
(1) 对 于 速 降 函数 六 函数 ze8& f(z) 也 是 速 降 函 数 ， 为 比 以 i,j,k,! 代表 
n 个 变量 的 非 负 整 数组 ， 则 


A i (95°)(01007 (0) 


ta! 
上 式 最 后 是 2 的 有 界 函 数 . 
(2) 速 降 函 数 了 全体 5(R") 称 为 Schwartz 空间 ， 其 上 有 以 下 度量 : 


d(f,9} = 3 |f ~ glla,a A 2-tet-IAl, 


metoaid Tita f(r) , 


其 中 ,B 取 岂非 负 整数 组 而 ja| = al 十 … 十 和 
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(2a) 据 85,1 定理 1, 度量 空间 (5S(R"),d) 中 im 应 二 了 当 且 仅 当 对 任 
何 非 负 整数 组 a 与 6, 有 lim fi -fla,s = 0. 

(2b) 度量 空间 S(R") 是 完备 的 .为 此 任 取 它 的 基本 序列 (各)、 据 85.1 
定 埋 1， 这 意味 着 当 oa, 9 € N" 时 ， iam jl 一 几 |a,a = 0， 换言之 
(rz286 访 (z)) 距 ， 是 -- 致 收 敏 下 的 基本 序列 . 设 《84 久 ) 品 ， 一 竹 妆 仇 于 函数 
98 : 有" 一 他 一 致 收 敏 保 持 连 续 性 ， 于 是 每 个 gs 都 是 连续 的 ， 现 在 


(8 fi)(z) — (25 六)(0) (0:08 fi) (tr)ziat 


| 
Ss 


性 


会 96(Z 一 gt0) = ;901e (2 


Dm 
TY， 


全 dga(r) = S gates{(T) dx. 


可 见 ， 若 命 了 二 go, 则 f 光滑 且 83f = gg. 于 是 (388 太 ) 训 1， 一 致 收 敏 于 65 了 . 
因为 (z284j(z)) 所 ， 一 致 收 仇 ， 基 极限 应 是 TB8 A 此 路 im | 一 
省 we = 0, 从 而 据 85.1 定理 1 知 lim d(fi, 了 ) = 

(3) 设 了 : R" ，C 是 违 降 函数 命 1f = /有 an- f(-z), 称 I 
和 忌 为 恒 等 变 贸 与 反射 变换 . 约定 天 1 一 了 而 Ff 一 

(3a) 当 9 是 速 降 函数 时 ， 卷 积 f* 9 也 是 速 降 函 数 ， 

(3b) 有 与 了 无 关 的 常数 Cnp 使 fs 和 Crp (50 和 fa,o :|al < 2n). 

(3c) 有 列 紧 支 撑 的 光滑 浮 数 ( 太 ) 逼近 f: 当 a,8 EN" 时 ， 


Jlim fe — Flog =0. 


(39) 设 了 是 速 降 函数 ， 则 玉 和 RE 都 是 速 降 函 数 ， 
(3e) R: 5S(R") 一 SR") 是 对 合 ， 开 = Tm Rf = 廊 ， 
:SR?) 一 SOR") 满 是 已 二 让 =1. 

(g) RF = FIR= Fr, FY=RAFI=I. 

紧 支 撑 的 光滑 函数 是 速 降 函 数 , 当 a > 0 时 ， 记 :x 上 2 exp( 一 q|2 扫 


是 速 降 函 数 ， 为 此 注意 到 | 所 | < +oo 及 X68 了 (7) 是 训 +e :CC 所 了 的 线性 
组 合 即 可 . 
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例 3 任 取 调和 多 项 式 P(x) = | 二， cure 命 (x) = exp( 一 x|xP)P(z), 则 
上 是 速 降 郴 数 旦 f(z) = V1 “f(z). 事实 上 ， 
f exp(—7 Pl + v—l1zx)) Py)dy 
胶 n 
= {exp(-7 ye + Vos) dy dix 


Rn™-1 


J exp(-7(yn 十 VTzw)?)P(y' ,yn)dy (此 据 Fubini 定理 ) 


= f exp(—7 pt Wk VIri) dy .dyn_1x 


EE" -1 


exp( 一 x 二 }POY ,gn 一 VY 一 lzn)dyn (此 据 Cauchy 积分 公式 ) 
好 


=...... = J exp( 一 |y|2)P(y 一 V 一 1z)dy (多 次 用 Cauchy 积分 公式 ) 
re ‘dr f exp(~ 772)P(rt 一 VY 一 1z)o (dt) (此 据 极 坐标 公式 ) 


exp{(—nr2)r dr old) Pp VY 一 1z) (此 据 平均 值 公式 } 
_PCva Tec 四 = CVDepG 地 让 次 
也 = 
将 上 式 乘 上 上 exp( 一 "|z|?) 即 可 . 
习 题 
练习 1 证 明 : 紧 度量 空间 发 上 的 连续 函数 列 【 户 ) 一 致 收 化 [于 函数 站 当 且 仅 
当 (所) 等 度 连续 旧 逐 点 收 敏 [于 孙 数 由 . 


练习 2 设 下 是 赋 范 空间 XX 中 某 些 有 限 维 线性 子 空间 按 包 含 关系 构成 的 定向 集 
使 山下 在 XX 中 稠密 ， 证明 入 的 有 界 集 4 是 完全 有 界 集 当 县 仅 当 < > 0 时 ， 
存在 瑟 & 下 使 任何 x € A 适合 d(x, BE) < &. 

练习 3 以 练习 2 的 结论 证 明 Fréchet 定理 . 

练习 4 设 Y 是 完备 度量 空间 而 才 是 紧 度量 空间 ， 以 C(X,Y) 表示 连续 映射 
f ; 半 一 了 全 体 按 度量 ad(f,9) = max d(f (x), 9(7)) 所 成 的 完备 度量 空间 ， 
证 明 C(X,Y) 的 子 集 吾 是 列 紧 集 当 且 仅 当 它 满足 以 下 条 件 : 
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(1) 五 逐 点 列 紧 ， 当 ZE 时， {f(z)|f e 百 | 是 Y 中 列 紧 集 . 
(2) 五 等 度 连续 对 于 >0, 有 5>0 使 zi,z2EX 且 ffEE 时 
dz1, 22) < dF), fr2)) < EE. 


练习 5 设 U={f eCl0,1]|ref < 外 ,证 明达 是 CI0,1 中 开 集 . 


练习 6 有 界 连 续 函 数 上 六; 三 一 全 全 体 Cs{ 半 ) 按 上 确 界 范 数 是 Banach 空 
间 . 当 气 是 紧 度 量 空间 时 ， 将 Cs( 关 ) 记 为 C( 外 ), 它 是 可 分 的 . 


练习 了 使 im (2) 二 0 的 连续 函数 六; Rn" 一 CC 全 体 C0( 限 ") 按 上 确 界 范 
数 也 成 为 Banach 空间 . 


练习 8 设 9 是 复 平面 上 开 集 ， 证明， 在 闭 包 如 上 有 界 且 连 续 在 人 内 全 纯 的 函 
数 全 体 4() 按 上 确 界 范 数 上 fi = sup |f{z)| 成 为 一 个 Banach 空间 ， 
字 据 


练习 9 设 和 是 Euclid 空间 民 "* 的 Lebesgue 可 测 集 ， 如果 工 志 p< 之 十 06， 
证 明 Banach 空间 L?( 尘 ) 可 分 . 


练习 10 设 了 是 长 度 为 27 的 区 间 谭 1 < p < 十 oo, 证 明 三 角 多 项 式 环 在 L?( 了 ) 
中 稠密 ， 


练习 11 设 1 志 p< 十 oo 且 T 卫 上 取 弧 长 测度 证明 三 角 和 多项式 环 榈 于 L?{T). 


练习 12 设 寻 是 复 平 面 上 非 空 开 集 . 将 MM 上 全 纯 函 数 全 体 记 为 (2M) 而 调 
和 详 数 全 体 记 为 丹 (3), 它们 视 为 CC 图 的 子 空 间 ， 证 明 ， 

(OU 与 天 (ad) 在 内 闭 一 致 收 伍 下 是 完备 的 度量 空间 . 

(2) 设 了 三: 邮 一 区 是 调和 函数 当 1 所 p< 十 oo 时 ， 


fz) & (md(z,9M)2 -5 
(3) 设 同上 , 证 明 目 fllos = sup{|f(2)|:z EM}. 


练习 13 设 M 是 复 平面 上 有 界 开 集 而 1 所 p 所 十 oo, 使 fllp < 十 oo 的 全 纯 
函数 开 : M 一 人 全 体 A? (UM) 称 为 Bergman 空间 , 证 明 它们 是 完备 的 ， 


练习 14 符号 间 练 习 13, 证 明 A?(M) 中 有 界 集 是 A(JM) 中 列 紧 集 . 
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练习 15 设 0 < ea 所 1, 对 于 函数 了: [0, 站 一 C, 命 
[Ff2) = FO 


Hel) = sop Ts op 


证 明 ， 人 1) 使 是 (了 ) 有 限 的 函数 一致 连续 ， 
(2) 在 范 数 | lo = 站 + 五 ae( 方 下 ， 
Cla,b] = {f € Cla, bd]|Ho(f) < +ool 


是 Banach 空间 而 Ho 是 C™%*[a, 晶 上 的 连续 半 范 数 . 

(3) Co.*[a, 有 四 中 有 和 界 集 是 C[a, 引 中 列 紧 集 . 

(4) 设 C*[a,0| 是 天 阶 连续 可 微 函 数 了 : [4,9] 一 C 爹 体 按 范 数目 fills = 
> | 区 | 所 成 的 赋 范 空间 ， 则 它 是 Banach 空间 . 
(5) 设 Ceela 申 ={FECeiaillAto Ee Coc[a, 可 } 按 


上 se = Nfl + WFO lo,e 
所 成 的 赋 范 空间 ， 则 它 是 Banach 空间 . 


练习 16 设 1<p < 二 00, 证 明了 LP?(M,p) 的 闭 四 集 五 对 任何 了 E L? 有 了 唯一 
最 佳明 近 太 方 . 进而 苏 : LP(M, pj) 一 吾 是 连续 映射 . 


练习 17 设 1 二 了 < 十 oo. 如 果 了 方 可 积 画 数列 户 户 , 户 … :一 仿 俩 
lim f=f H lim fn 一 和 用。 证 明 lim | 中产 一 flls =0. 

练习 18 设 记 : (0, co) 一 都 是 可 导 画 数 使 sup |fa(z)| < 二 如 果 有 正 
练习 19 连续 函数 了 : 民 一 蕊 有 个 周期 当量 仅 当 有 正常 数 7 使 对 长 度 至 少 为 7? 
的 区 间 了 有 supl/ (2) 一 了 (z+ =0. 


练习 20 将 丙 = NU {+oo0} 视 为 下 的 子 空间 ， 证明 它 是 紧 度量 空间 ， 数 列 
(zn) 闻 o 收敛 当 且 仅 当 有 连续 函数 下: 二 一 人 CC 使 n 宕 0 时 ，f(n) = xn. 
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85.6 不 动 点 原理 


对 于 映射 4 : 苇 一 到, 适合 方程 4z 二 x 的 工 称 为 和 4 的 不 动 点 . 本 节 主 
要 介绍 两 个 原理 一 Banach 的 压缩 映射 原理 和 Schauder 的 不 动 点 定理 . 
设 外 昨 度量 空间 ， 关 有 ?使 0D 和 ?< 寺 使 


d(Az, Ax’) & yd(z, 2’) 
恒 成 立 ， 则 称 A 为 压缩 映射 ， 此 时 对 任何 正 整 数 n 成 立 
d(Arzx, no) & yrd(z, 2!). 
定理 1(Banach 压缩 映射 原理 ) 完 各 度量 空间 上 压缩 映射 有 唯一 不 动 点 . 


求 球 缩 映射 的 不 动 点 可 用 逐次 通 近 法 : 任意 固定 个 zo E 六 ,归纳 地 命 Xn 一 
4zn ly, 则 所 请 的 送 代 序列 (zn ] 收 分 于 4 的 唯一 不 动 点 2*, 而 第 nn 项 wan 与 
不 动 点 gr 的 误差 d(xn, 2) 委 Yd(zo0,z1)/ (1 一人)， 


例 1 对 于 [a, 引 上 连续 函数 和 [a,x [ 芭 , 中 上 连续 函数 五 , 考察 积分 方程 


(7) = f(2) + Af Ke voty)at. 


其 中 ^ 是 常数 . 以 AK 代替 玉 后 可 设 和 = 1. 
对 任何 9 € Ci, 可, 以 上 方程 在 端 确定 的 函数 记 为 Ag. 显然 ，9 是 方程 的 
解 相当 于 Ag = 9 即 g 是 4 的 不 动 点 . 现 确 立 何 时 4 是 压缩 算 子 ,算得 


b 
[Ag(z) — Ahlz)| & {IK(z, Wladylg — hl = cllg — A 


B 
其 中 c= max, | | 并 (za 当 ece< 1 时 ，4:Cla 引 一 Ce, 是 压缩 算 
子 ， 此 时 ， 以 上 积分 方程 唯一 解 . 
将 解 方程 化 为 求 不 动 点 的 方法 是 种 有 效 实 用 方法 ， 下 面 考虑 微分 方程 , 
例 2 设 了 是 定义 在 平面 区 域 D 上 的 连续 函数 ， 考 察 初 值 是 efzo) 二 go 的 一 
阶 常 微分 方程 w (了 z) = f(x, p(2)). 
求 这 个 方程 解 的 方法 是 先 求 局 部 解 ， 再 将 局 部 解 黏 成 一 个 整体 解 ， 无 妨 设 DD 


是 撼 形 [zo 一 71, Zo 十 71] x [yo 一 syo 十 引 , 而 函数 关于 9 满足 Lipschitz 
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在 上 面 的 很 设 下 ， yw 适合 上 面 的 微分 方程 等 价 于 它 适 合 下 面 的 积分 方程 

Pl) = + J fb pO 

命 6 = sup|f(z) 而 二 infri a/( + TD,1/e+DH 则 er <1 
以 FF 记 连 绪 负 数 wp :了 二 [zo 一 7, zo 十 7] 一 [yo 一 5, go 十 引 全 体 ， 它 继承 
Ceo 一 7, zo 十 7] 由 上 确 界 范 数 诱导 的 度量 而 成 为 完备 度 景 空间 . 

对 于 yp E 了 将 上 而 积分 方程 右 端 确定 的 函数 记 为 dp 则 

Ap(z) — yol = | J fb Pl)dt| Sro gs. 

这 表明 Ay 仍 在 下 中. 由 下 式 知 d(Aw, Au] & crdfe 区 )， 

Up(0) ~ fe bl) a < ef lo) ~ wl < orlle — ol 

据 压 缩 映射 原理 ， 4 有 唯一 不 动 点 yp, 此 gp 为 所 求 的 局 部 解 . 


有 些 映 射 不 是 压缩 映射 ， 但 仍 可 通过 压缩 映射 的 方法 求 出 不 动 点 . 


例 3 对 于 常数 和 A, 连续 函数 了: [@ 引 一 及 与 连续 函数 到 :从 一 下 (其 中 
人 和 A= {zia rb, a YY 7), 考虑 以 下 Volterra 型 积分 方程 


gz) = f(z) + Af Kl, y)gl)dy. 


对 于 9 E Cla, 症 , 将 上 式 右 端 确定 的 连续 函数 记 成 Vg. 于 是 
lV g(x) 一 YA etz — oa)llg ~ &l, 
其 中 < 是 | 五 | 的 最 大 值 ， 利 用 上 式 得 


V2g(z) - 2h(o = |Af KC2,W) (Vo(y) — Va(yyayl 


I clr— 2 
SDPe fy -og — hlay = Eg 


归纳 地 得 到 |V"g 一 V7 所 |Xcl2 一 a)|*|g 一 有 /rl, 取 足 吏 大 的 多 使 
V™ 是 压缩 映射 ， 取 WV? 的 唯 - -不 动 点 9, 则 

V"(V9) = V(V"g) = Veg. 
从 而 Vg 也 是 VY 的 不 动 点 ， 于 是 Vg = 9. 如 果真 也 是 Y 的 不 动 点 ， 则 它 也 
是 WV” 的 不 动 点 ， 因 此 9 = 上. 从 而 WV 有 唯一 不 动 点 9, 它 也 是 Volterra 型 积 
分 方程 的 唯一 解 . 


例 3 中 方法 可 得 以 下 一 般 性 结论 . 
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推论 2 设 所 是 完备 度 贡 空间 ， 如 果 映 射 4: 针 一 下 的 nn 次 复合 4" 是 
上 压缩 映射 ， 则 万 有 唯一 不 动 点 . 
以 下 是 与 山 紧 性 有 关 的 不 动 点 原理 . 


定理 3(Schauder 不 动 点 定理 ) 设 是 局 部 凸 空间 (如 赋 范 空间 )XX 中 的 完备 
山 集 .如果 连续 映射 了 :三 一 吾 使 A( 巨 ) 是 相对 紧 保 ， 则 六 有 不 动 点 ， 


需要 注意 的 是 Schauder 不 动 点 定理 只 说 明了 不 动 点 的 存在 性 而 没有 提供 不 
动 点 的 算法 ， 下 例 是 Schauder 不 动 点 定理 对 常 微分 方程 的 应 用 . 


例 4(Peano 定理 ) 作 平 面子 集 5S = [zo 一 7,ze 十 7] Xx [yo 一 7 十 中 设 
斑 :9 一 民 是 连续 函数 . 使 f(x0) = yo 的 方程 户 (7) = 下 (z, f(x)) 对 某 个 
5 >0 有 个 解 了 :lzo 一 szo 卡 引 一 | 加 一 六 加 十 中 . 


证 明 , 设 0<s<7 使 引 下 | 所 记 芭 =|zo 一 320 十 引 ,而 
B= {feCX,RNz EX: f(z) — yl <"}. 
这 是 C( 半 , 展 ) 中 有 界 完备 山 集 ， 当 f € 五 时 ， 作 上 连续 函数 


Af :roo {FUE, FN)d. 
因为 |4f(z) -yo| < s|F < 7, 所 以 A(E) CB 
设 | 一 如 | 过 了 6 时 ，|P(t) 一 了 (tg2) < = 于 是 当 9 一 了 <<5 时 ， 
上 4f 一 49| < re, 这 样 4 是 连续 映射 ， 现 芷 


[4Af(21) — Af(z2)| < 本 za 一 zi 
从 而 4( 五 ) 是 等 度 连续 的 有 界 集 ， 据 Arzelir-Ascoli 定理 ， A4(E) 是 询 紧 集 . 
据 Schauder 不 动 点 定理 ， 4 有 不 动 点 f，, 它 为 初 值 问题 的 解 . 


上 而 介绍 多 值 映射 及 其 不 动 点 原理 设 了 是 天 x 是 子 集合 2 E 天 时 截 
口 f(x) = {y|(z,y) & f]} 不 空 ， 称 了 为 一 密 值 映射 当 了 是 全 xx 的 闭 集 
于 ， 称 了 为 闭 映 射 . 它 使 f(x) 都 是 Y 中 闭 集 . 这 是 因为 开 集 的 截 口 是 开 集 而 
闭 集 的 截 口 是 闭 集 . 当 Y 了 二 且 zo € f(xwo) 时 ， 称 zo 称 为 了 的 不 动 点 . 


定理 4(Kakutani 不 动 点 定理 ) 设 EB 是 赋 范 空间 中 四 紧 集 而 上 是 已 至 已 的 
多 值 闲 映 射 使 ZE 互 时 大 7) 是 凸 集 ， 则 有 zo E 五 使 To Eco). 
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习题 
练习 1 设 号 是 紧 度量 空间 ， 如 果 过 续 肌 射 了 ; 瑟 一 站 无 不 动 点 ， 证 明 存在 
ce 之 0 使 YE 及时 ，d(zx, f(z) 2c. 


练习 2 设 丽 数  : [a,b] x 妇 一 眉 与 其 关于 y 的 偏 导数 了 连续 且 有 正 实 
数 m,M 使 m 所 耳 , 所 M) 证 明 有 连续 函数 了 : [o, 引 一 民 满足 了 函数 方程 
F(x, f(x)) = 0. 

练习 3 证 明 ， 压 缩 映 射 4 : 区 一 XX 是 一 致 连续 . 

练习 4 设 卫 是 由 亚 数 组 成 的 兄 阶 方 阵 ， 证 明 : 存在 t> 0 及 各 分 量 都 非 负 的 
非 零 则 量 x 适合 方程 Tx = tx. 

练习 5 作 RR? 中 紧 集 人 = |a, 丁 x [a 日 Xx [7,7?]. 设 下 :0 一 民 尼 连续 函数 
| 本 所 7/(6 一 避 ), 证 明 有 连续 函数 了 : [a,9] 一 [7,7] 使 


pb 
flr)= {Frx,y, fdy :as rb. 
绒 习 6 证 明 当 c>> 而 be 中 以 下 无 限 线性 方程 组 有 唯一 解 x & 六 : 
Ti 二 二 


jae EE 


+h := 1,2,.: 


绒 习 7 了 设 五 和 已 是 度量 空间 {六 ,qd) 的 非 空子 集 ， 命 
d{E,F) = sup{d(zx, F),d(y, Ez € E,y € F}. 
证 明 : 人) 0 & dE,F)= dE) sg 十 oo 
(2) dE,O) < dE, F) + dF G). 
(3) 过 五 , FF) = 0 当 且 仅 当 五 = 下 ( 闭 包 相等 ). 
(4) dU) Ei, LU Fi) & supal( Fi, Fi). 
tEJ tiES EJ 
练习 8 在 度量 空间 ( 久 , qd) 的 非 空 紧 集 全 体 cpt 上 取 度 其 4d 使 
dE,F) = max{d(x, F), dy, E)lz € E,y € F}. 
证 明 ， (1) x 一 {7} 是 瑟 至 cpt 瑟 的 等 距 幅 入 . 
(2) 了 : 久 一 关 是 压缩 映射 当 且 仅 当 六 : cpt 各 一 cptX 是 压缩 映射， 
其 中 Ecpt 久 X 时 记 (2) = {f(z)|z € E}. 
(3) 下 完备 当 且 仅 当 cpt 所 完备 ， 此 时 车 户 : 义 一 七 是 压缩 映射 ， 则 有 


叭 一 非 空 里 集 4 使 fi(4) = 人 


171 
练习 9 设 /是 空间 站 至 紧 空 间 的 多 值 闭 映射 , 证明 了 上 半 连 续 : 当 六 是 
YY 的 开 集 时 ， {Zz EE 站 |f(z) C VD} 为 下 的 开 集 . 


练习 10 设 (了 ,四 是 度量 空间 而 f : 天 一 2 是 上 半 连 续 的 多 值 映 射 ， 证 明 
XT 已 d(z, A(X)) 是 下 尘 连 续 函 数 . 


练习 11 设 9 是 度 量 空间 ( 导 ,Q) 中 子 集 ， 作 5 的 非 紧 性 测度 
cf3) = inf{r|5 可 被 有 限 个 直径 不 过 7 的 子 集 革 证 }. 

证 明 ， (1) 5 完全 有 界 当 日 仅 当 afS) = 0. 

(2) 53C 时 ，a93) & ol51). 

(3) a(S1 U 52) = max{a(S1), a(52)}. 

(4) ao9) = ol5). 
练习 12 如 果 (5n) 是 完备 度量 空间 (XX, d) 中 的 闭 集 套 使 lim a(5%) = 0, 证 
明 (5S;) 的 交集 为 紧 集 . 
练习 13 设 互 尾 Banach 空间 中 有 界 凸 闭 集 而 f : 五 一 召 是 连续 映射 ， 设 
0c<1l 使 太 为 加 的 子 集 时 Qa(f(5)) 所 cal5), 证 明了 有 不 动 点 . 

加 

练习 14 证 明 ， (1) = {f € Cla, 引 fz)dz = 0} 不 在 Ca 中 移 密 . 


(2) 如 =={f Ee Co, 外 f(a)? = 了 (Db)} 是 Cla, 日 的 闭 集 . 

(3) 五 = {f € Cla,blire f(a) > 0} 是 Cla,b| 的 凸 开 集 并 求 其 闭 包 . 
(山王 = 人 EC fF(0) = 1} 是 Cie, 中 尼 闭 集 . 

( 呈 了 :了 一 |f(o)| 是 Cla, 8 上 半 范 数 ， 但 不 是 范 数 . 

(6) 设 实数 c 使 |c|(6 一 4) < 1 对 于 各 € Cle, 可 ,归纳 地 定义 


b - 
fn(z) =e fsin filt)dt +1,n= 1,2,..., 
则 (fn) - 致 收敛 ， 其 极限 是 以 下 方程 的 解 
6 
f(x) = cf sin f(r)dzr +1,f € Cla,d. 


(7) 设 实数 e 使 lc| < 1. 对 于 to E 月, 归纳 地 定义 
n= csintn_ i+ 1,n=1,2,..., 


则 (tn) 收 伐 ， 其 极限 是 方程 t = csint 十 1 的 唯一 解 . 
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(8) 设 扩 : [a,j x la, 上 | 一 及 是 连续 函数 . 设 常数 c 使 0 KK&c 且 
cb 一 a) < 之 1. 命 用 二 0 而 90 一 2. 归纳 地 命 


b 
fn lr) 一 了 于 (切记 -1 的 ay 十 1, 


并 


b 
gr 人 2Z] = {Ez, V9n-i(y) dy + 1, 


则 (fn) 是 连续 函数 的 递增 序列 而 {gn) 是 连续 函数 的 递减 序列 ,它们 一 致 收敛 ， 
其 极限 是 以 下 方程 的 唯一 解 : 


h(tz) 一 Ke DA +1,neCcla, ol. 
(9) 给 定 实数 c 与 fe Cla, 丰 使 |c(6 一 a)| <1, 则 有 geCla, 昌 使 
b 
g(x) = c | sing(y)dy + f(z). 


(10) 设 小: 及? 一 如 是 连续 函数 ， 则 以 下 方程 组 有 解 ， 
一 102 +sin fcz 切 ,= cos f(z,). 


练习 15 设 函 数 GG : [a; 站 x 有 R"” 一 有 民 使 Gftzl ,2zn) 关于 每 个 分 量 
Ti 连续 且 关 于 分 量 t 可 测 . 如 果 天 : [a,9] 及 是 可 测 函 数 ， 证明 g(t#}) = 
Gt, 万 人 的， 机 访 丫 ] 也 是 的 可 测 函 数 . 

练习 16 设 S 是 度量 空间 怀 的 紧 集 ， 将 9 对 任何 x E 天 的 最 佳 逼 近 全 体 记 
为 f(x), 证 明 关 至 旺 的 多 信和 映射 是 上 半 进 续 的 . 

练习 17 设 忆 是 贞 紧 集 而 f : 关 x 忆 一 书 是 连续 映射 对 于 每 个 2 E 大， 映 
射 了 一 六 zz, 功 的 不 点 全 体 记 为 g(2), 证 明 9 是 上 半 连 续 的 多 信和 映射 . 

练习 18(Kakutani) 设 召 是 凸 紧 集 而 {fi : Blie J]} 是 -… 艇 相互 交换 
一 恒 使 fj = 方太 的 连续 仿 射 变换 一 保持 凸 组 全 的 映射 , 证 明 所 :i EJ 有 
公共 不 动 点 . 

练习 19 设 a < to 克 了 而 隙 数 g; [4,4] -> 四 是 Lebesgue 可 积 的 ， 设 
函数 已 : [4a, 有 目 x 展 ” 一 网 使 G(#,-) 总 连续 而 G(-, xX) 总 可 测 ， 如 果 总 有 


f(t)= zo+ f ats, fls)jds:asteb. 
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练习 20 设 度量 空间 天 是 o- 紧 的 一 它 有 紧 集 列 (Xn) 使 Xn 三 天 证 
明 ， 7 > 0 时， 六 为 可 数 个 直径 不 过 7 的 o- 紧 集 的 无 交 并 . 


练习 21 设 了 电 度量 空间 而 站 是 o- 紧 的 度 最 空间 . 设 了 :外 一 站 是 
连续 映射 而 y E ,以 Y(V) 表示 方程 f(z) = 2 解 的 个 数 ， 它 可 能 的 值 为 
0, 1,2,.… ,十 oo. 试 证 明 YY:Y 一 民 是 Borel 函数 ， 这 称 为 的 指示 冰 数 . 


练习 22 设 X 和 了 是 有 R? 的 开 集 ，f : 区 一 Y 是 连续 可 微 映射 ，Y 是 其 指 
示 园 数 . 对 于 非 负 Borel 两 数 9 :了 一 眉 证 明 


J YW)9ly)ay = 9f (ol det If) (olde 


练习 23 设 有: [0,9 一 民 是 连续 的 有 界 变 差 函 数 而 7 : 及 一 民 是 其 Banach 
指示 函数 ， 对 于 及 上 Borel 沙 数 9, 证 明 下 式 有 意义 时 成 立 


看 
{ 9) (Wey = fg(f (x))|af (2)|. 
练习 24 设 Y 是 紧 空 间 而 :多 x 一 页 是 连续 函数 命 
p(T) = magy f(x, ;WP{L) = mip flz, 切 . 


证 明和 是 苹 上 的 连续 函数 . 


第 6 学 


赋 范 空间 上 的 算 子 与 几何 


本 音 讨 论 线性 泛 鸭 分 析 的 基本 对 银 一 线性 算 子 ， 由 于 共有 线性 ， 线 性 算 子 
的 连续 性 可 用 一 个 数值 一 算 子 范 数 刻画 ， 像 宕 级 数 能 表达 一 些 光 滑 困 数 一 样 ， 
钱 性 与 多 重 线性 算 子 在 讨论 非 线性 算 子 的 性 质 方面 起 着 重 旨 作用 . 
86.1 有 界线 性 算 子 
线性 空间 之 间 的 映射 人 下 : 基 一 了 必 线性 鼻子 是 指 它 保持 线性 运算 
了 (alzl 十 02z2) = oT + a2T xo. 


如 微分 算 子 D : CT( 民 ) 一 C( 民 ) 是 线性 算 子 , 其 中 Df = 了 '( 导 函数 ) 而 C™(R) 
表示 实 直 线 上 nn 阶 连续 可 微 浮 数 全 体 . 


算 子 范 雪 规定 赋 范 空间 之 间 线 性 党 子 7 : XX 一 的 算 子 范 数 为 
[TH = sup{llTzl : llzll < 1}. 
(1) 当 z EX 时，z| < zi. 进而 ， 
TI = min{c € 10, +o0llvz € X :Tal < clizt}}. 
(2) 当 六 非 平 几时， TI = sup Tz = sup lrzl/ lzll. 


llzil= 
(3) 非 负 分 离 性 ， 0 < | 了 所 十 oo. 而 T= 0 当 且 仅 当 了 工 = 0. 


(4) 齐 次 性 ， jaz | = al 了 用 其 中 @ 是 数 . 
(5) 次 可 加 性 ， 1 十 T2 上 有 ++ 
(6) 次 可 屁 性 ， ST < 直 川 下 其 中 ST 中 是 复合 算 子 . 


恒 等 算 子 了 : XX 一 才 是 同 构 ， 在 气 非 平 凡 时 ‖ 开 = 1. 
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定理 1(F. Riesz) 对 于 赋 范 空间 之 间 的 线性 算 子 工 , 以 下 条 件 等 价 ， 

(1) 荆 ;: 针 一 了 在 某 点 Zo 连续 . 

(2) 下: 污 一 YY 一 致 连续 . 

3) 荆 将 失 的 有 界 集 映 为 Y 的 有 界 集 . 

(4) 了 的 算 子 范 数 Ti 有 限 ， 即 工 (全 )1 是 有 界 集 . 

据 此 定理 将 连续 线性 算 子 也 称 为 月 界线 性 算 子 . 
例 1 使 lim 9(z) 一 0 的 连续 画 数 9 : 及 ”一 C 全体 Co 下") 按 范 数 ||gl| = 
max{|9(7x)| : x E R"*} 成 为 Banach 空间 扬 Riemann-Lebesgue 引 理 ， 和 全 
何 了 E LR") 的 Fourier 变换 和 Fourier 道 变换 f 都 在 Co{ 有 R") 中 . 因 
此 以 瑟 了 记 了 站 且 以 下子 记 上 后 就 得 两 个 线性 算 子 4 : 了 1(R") 一 Co(R"). 
这 可 统 -定义 为 

Fif(z) = f exp(+2rV -1z :yf (dy. 
R? =- 

现 来 求 有 的 算 子 范 数 ， 因 为 | 五 首 系 | 从 而 上 斑 上 | 所 1. 命 

这 得 fe LR") 使 Hf =1 且 


dz 
(F4f)(0) = nn(l Te7) .Tz2) 一 1. 


于 是 ] 瑟 川 兰 开 因此 左上 = 1. 将 下 称 为 -Fourier 变换 . 


线性 算 子 驴 T ; 汪 一 的 线性 组 全 89 十 DT ;上 09z 十 Tz 是 线性 
算 子 ， 从 商 革 到 的 线性 算 子 全 体 是 线性 空间 ， 其 零 元 是 零 算 和子 0: 对 一 站 
( 恒 取 0 值 ). 注意 ， 0 可 代表 数 和 算 子 、 向 量 和 平凡 空间 ， 这 取决 于 其 环境 . 


定理 2 赋 范 空间 大 到 赋 范 [Banach] 空间 7 的 有 界线 性 算 子 全 体 B(X,Y) 
按 算 子 范 数 成 为 赋 范 [Banach] 空间 . 
线性 算 子 4 : KK* 一 区"m 可 由 “个 定 阵 |aiy]mxn 表示 : (AZD)i 二 2 qij2j 
了 


矩阵 [aijjmxn 就 记 为 4, 则 两 个 线性 算 子 A : K" 一 Km 与 B:K™ 一 KK! 
的 复合 算 子 BA 对 应 的 矩阵 是 如 4.， 重 等 算 子 工 : K* 一 KK” 对 应 的 矩阵 自然 
是 nn 阶 单位 阵 . 如 果 A 可 道 ， 则 道 算 子 4A~! 对 应 的 矩阵 就 是 逆 阵 A . 
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定理 3 有 限 维 赋 范 空间 之 间 的 线性 算 子 总 是 有 界 的 . 
以 后 若 无 特 别 声 明 ， 线 性 算 子 的 范 数 总 指 其 算 子 范 数 . 


例 2 将 O10,1] 视 为 CI0,1] 的 子 空间 . 命 Df = f7, 这 样 得 到 的 微分 算 子 
吕 :Clla,9 一 Cla, 8] 是 无 界 的 .为 此 命 f(z) = exp(-~tr}. 于 是 上 =1 
但 中 fi 上 | = 二 这 笠 DD 将 有 界 集 {filt 之 1} 映 至 无界 集 . 


设 上 是 美的 线性 子 空间 ， 它 确定 了 和 上 一 个 等 价 关系 ， ~ 表示 
ZT 一 和 EL 而 ZX € 六 所 在 的 等 价 类 [zx] = 2 土 上 , 称 为 一 个 线性 流 形 . 如 
fo] = 互 , 记 X/L= {zjlz € XX}. 以 运算 使 天 /了 成 为 线性 空间 ( 称 为 商 空 
间 ) 而 自然 投影 ;六 一 区 /YY mm |] 是 线性 算 子 . 

数 苹 alr] = [az]. 此 即 arfZy 一 xX(ax). 

加 法 : 蔬 十 全 = 区 十 让, 此 即 fr(z) 十 (0) = 二 T(z 十 角 . 

(1) [0] 是 瑟 / 工 的 零 元 而 [一 x] 是 [x] 的 负 元 . 

(2) [z] 是 震 向 景 当 且 仅 当 x E 上, 此 时 就 集合 而 育 ， [z] = 工 . 

(3) X/{0}( 在 同 构 的 意义 下 ) 就 是 天 ;而 XX/ 关 是 平凡 线性 空间 . 


定理 4 设 工 是 赋 范 空间 X 的 闭 线 性 子 空间 . 
(1) 商 空间 蕊 / 工 按 范 数 [zj = dlz, 了 成 为 赋 范 空间 . 
{2) 自然 投影 条 ; X 一 于/ 了 是 有 界线 性 算 子 . 
(3] (SS) = (AT)r 且 右 是 开 映射 
(4) 如 果 居 是 Banach 空间 ， 则 商 空 间 蕊 /过 也 是 Banach 空间 ， 


线性 算 子 4 : XX 一 了 的 核 空间 ker 4 规定 为 以 下 线性 子 空间 
{ze XIAzr =0} = A {0}. 


作 YY 的 线性 子 空间 ran 4 = {4zlz E 苹 }，、 这 称 为 4 的 值 域 . 作 商 空间 
cok A 二 Yiran4, 这 称 为 4 的 余 核 空 间 . 

(1) 内 是 单 射 当 且 仅 当 ker 4 是 平凡 的 . 

(2) 4 是 满 射 当 旦 仅 当 ran 4 = 当日 仅 当 cok 4 是 平凡 的 ， 


诱导 线性 算 子 设 Xo 与 jo 分 别 是 赋 范 空间 XX 与 Y 的 闭 线性 子 空间 ， 设 线性 
算 于 A: 针 一 了 使 4(X0) C yD, 则 A 诱导 了 唯一 线性 算 子 A0 : XX/X0 一 
Y/Yo 使 Ao7 = 二 T4, 其 中 Tz: 半 一 Xo 与 7 :YY 一 Yo 是 自然 射影 . 

(1) 当 4 有 界 时 ， An 也 有 界 . 

{21 在 Ko=Jer4 且 2 平凡 时 ，4o:X/ker4 一 了 是 单 射 旦 141 = 
40 此 时 4 有 界 当 且 仅 当 4o 有 界 ， 


为 讨论 道 算 子 的 有 界 性 ， 引 进 一 个 与 有 界 性 相对 的 概念 . 
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下 有 界 算 子 赋 范 空间 之 间 的 线性 算 子 下 : 久 一 YY 下 有 界 是 指 存 在 c> 0 使 
和 所 大 时， 人 zl djizjl. 这 即 工 是 单 射 且 道 算 于 TT-! : T{(X) 一 区 有 界 
(这 里 的 逆 算 子 只 定义 在 了 的 子 空间 ranT 上 ). 

(1) 有 界 呈 下 有 界 的 线性 算 子 三 : 关 一 Y 将 外 中 完备 集 映 为 完备 集 ( 因 
而 是 闭 集 ) 日 限制 (T: X 一 个 (X)) 是 拓扑 同 构 . 

(2) 称 可 送 线 性 算 子 了 : X 一 了 为 拓扑 同 构 是 指 和 TT-! 都 连续 (这 县 
了 是 下 有 界 的 有 界线 性 满 射 )， 此 时 也 称 X 和 Y 拓扑 间 构 . 

(3) 称 可 逆 线 性 算 子 全 : 和 一 了 为 等 距 同 构 尾 指 上 Tz = |z|| 恒 对 ， 这 
即 | 他 | = 7- 直 = 1. 此 时 也 称 X 和 六 等 距 同 构 . 


例 3 设 线性 算 子 工 ;: 站 一 上 使 (Tx) 二 nzn. 将 io 视 为 避 2 的 于 空间 则 工 
下 有 界 ， | 了 zl2 关 有 za, 但 它 无 界 . 为 此 以 en 记 第 n 项 为 1 其 它 项 为 专 的 数 
列 ,， 则 ||Teaslls = lnenllz = 1. 


例 4 每 等 阵 的 推广 是 蛙 等 工 子 一 使 P? 二 PP 的 线性 算 子 已: X 一 XX, 其 中 
P? = PP. 寡 等 算 子 已 有 以 下 性 质 : 
(1) ran 孔 二 ker( 了 一 也). 为 此 记 鲜 = 了 工 一 王 , 对 于 YE 而 言 


(yeEX:r=PY)= (QQr= Py— Py=0) = (= Pr). 
(2) 了 一 卫 也 是 吞 等 算 子 ,这 是 因为 
Q*=T-2P+P?=1-P 


(3) ker 已 = ran( 一 PP). 以 Q@ 代替 (2) 中 已 即 可 
(4) Pl 0 或 P| 宕 1. 这 源 自 不 等 式 P|| < ‖ 己 2. 


设 线性 算 子 BB : Y XX 与 线性 算 子 A : 六 -了 耳 为 广义 这 即 

ABA=4 昌 BAB=B, 则 .AB 和 BA 是 徊 等 算 子 . 如 果 BB 是 4 的 逆 算 

子 ， 则 BB 自然 是 4 的 广义 道 . 

当 记 和 玉 是 宪 等 算 子 旦 记忆 == 户 记 二 0 时 , 称号 和 户 直 交 . 

习题 

练习 1 在 人” 下 定义 范 数 ||zj|| = Da zi|. 求 由 害 阵 [aiy]wxn 定义 的 线性 算 

子 4:67" 一 人 "zzm [0ij]nxn2 的 范 数 . 

练习 2 设 1<p< 二 oo 而 xo = 0. 求 线 性 算 子 94 : 1? 一 1P 的 范 数 ， 其 中 


S4+{T1, Ta ) 一 (T141;7241， ). 
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练习 3 求 线性 算 子 了 :1[0,1] 一 CI0,1| 的 范 数 ， 其 中 
(TH)(z) = jd f e Ll0,1). 


练习 4 将 练习 3 中 的 外 视 为 上 1[0,1] 到 工 ![0,1] 的 线性 算 子 ， 求 其 范 数 . 
练习 5 证 明 ， [ 赋 范 ] 线性 空间 XX 的 非 空子 集 上 是 [ 闭 ] 线性 子 空间 当 划 仅 当 
它 是 某 个 [有 界 ] 线性 算 子 了: 久 一 的 核 空间 . 

练习 6 设 1 < p < 十 oo. 求 线性 算 子 :I? 一 I? 的 范 数 ， 其 中 


T(z1, ra, Tn) = (21, T2/2,.:- ;Tn fn, ). 


练习 7 求 线性 算 子 M : 42(D) 一 A2(D)( 使 (Mf)(z) = z"f(z)) 的 范 教 
练习 8 求 线性 算 子 日 : Cl0,1| 一 C[0,1| 的 范 数 ， 其 中 


(BN)(z) = La 
Dp 村 
练习 9 将 多 项 式 环 C[z] 视 为 Bergman 空间 和 (DD) 的 子 空间 . 命 47 = 站", 
证 明 微分 算 子 4 : Clz] 一 C[z] 既 非 有 界 也 非 下 有 界 . 


练习 10(Banach-Mazur, 1933) 设 XX 是 可 分 Banach 空间 ， 则 有 满 的 有 
界线 性 算 子 个 :站 一 六， 


练习 11 证 明 ，(1) 4 :六 一 站 是 拓 扣 同 构 时 ，A-1 :Y 一 三 是 拓扑 同 构 . 

(2) 4: 一 站 和 和 BB:Y 一 2 是 拓扑 同 构 时 日 4 是 拓扑 同 构 . 

(3) 4; : Xi 一 到 是 拓扑 同 构 时 ， 也 Ai: IT Xi xX lI¥ 是 拓 扩 辣 构 . 
练习 12 设 革 和 站 是 赋 范 空间 使 站 x 与 Y 拓扑 辣 构 ， 证明 关 xY" 与 
苹 XY 拓扑 同 构 . 
练习 13 当 n 是 正 整 数 时 , 命 Ln 一 {x E colzi 二 0,i 和 1}, 证 明 ， 

(1) ce 的 团 线性 子 空间 工 1, 52,:… 相互 等 距 同 构 ， 

(2) co 的 商 空 间 cof/ 1, co/L2,'…， 相互 不 拓扑 同 构 ， 


练习 14 设 (M4) 是 全 有 限 测 度 空间 . 如 果 1 <p <p < +co, 命 0(1) = 了 
证 明 包 含 映射 9: L? (MM, pj) 一 LP?(M ,jp) 是 有 界线 性 算 子 . 
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练习 15 设 1 乏 2 < 十 oo 证 明志 x J? 取 范 数 
|(z, DN = (es + llylle)s 
后 与 J? 等 距 同 构 . 
练习 16 设 久 是 co 或 思 :1 所 p<o0, 证 明 C* x 大 与 天 拓扑 同 构 . 


练习 17 设 4 :成一 了 是 赋 范 空间 之 间 线 性 算 子 使 ran 4 是 有 限 维 的 .如果 
ker 4 是 闭 的 ， 证 明 4 有 界 . 


练习 18 当 t > 0 时 ,构造 个 旱 等 算 子 一 使 1 由 如 兰 蕊 


练习 19 设 六 和 了 了 是 赋 范 空间 4 的 闭 线 性 子 空间 ， 如 果 瞧 是 有 限 维 的 ， 证 
明 世 十 了 是 闭 线性 子 空间 . 


练习 20 设 p;Y 一 到 是 次 线性 证 函 或 半 范 数 而 了 :XX 一 是 线性 算 子 ， 证 
明 复 合 pT 是 天 上 的 雇 线 性 泛 画 或 半 范 数 . 


练习 21 证 明 几 乎 处 处 相等 是 测度 空间 (Mn) 上 复 值 可 测 函 数 全 体 LZ(M, pj) 
这 个 线性 空间 上 一 个 等 价 关系 . 将 每 个 可 测 函 数 了 : JM 一 C 所 在 的 等 价 类 记 为 
[及 - 如 {0 就 是 几乎 处 处 为 零 的 订 测 函数 全 体 . 
人 全 设 1 乏 Pp < +oo 傅 CPM 是 呈 方 可 积 栈 数 了 : M 一 人 全 体 所 
成 的 线性 空间 证明 外 .名 : L?(2M, 内 一 下 是 个 半 范 数 且 ker| lp = [0]. 
(2) 商 空间 L?(M, p)/I0| 就 是 LY(M, AN)， 


练习 22 设 XX 是 线性 空间 ， 其 上 短 等 算 子 全 体 记 为 也 .证明 
(1) 乏 是 吾 上 一 个 偏 序 ， 一生 Q 玫 示 卫 = PQ=GP. 
(2) 设 叫 和 驴 是 交换 的 复 等 算 子 ， PQ = QP, 则 PQ = inf{P,Q} 且 


P+Q-PQG=sup{P9h 


86.2 连续 线性 泛 通 
取 什 于 数 域 的 线性 算 子 也 称 为 线性 汽 坊 , 其 连续 性 由 其 核 空间 完全 决定 . 


定理 1 设 了 是 赋 范 空间 X 上 的 线性 泛 卫 ， 则 
(1) 了 连续 当日 仪 当 ker 了 为 闭 集 ， 此 时 醒 有 fd{z, ker f) = |f(z)|. 
(2) Ff 不 连续 当 且 仅 当 其 核 空间 ker 是 异 于 X 的 向 密集. 


将 赋 范 空间 X 上 连续 线性 泛 画 全 体 BB(X, 区 ) 简 记 为 X*, 这 称 为 六 的 共 
罗 空 间 , 它 接线 性 泛 函 的 算 子 范 数 成 为 Banach 空间 . 
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例 1 因为 任何 x & 区 ”有 了 唯一 线性 组 合 了 二 0161 十 … 十 Gnen( 其 中 ei 是 第 
i 项 为 1 其 他 项 为 0 的 nn 维 向 量 ), 所 以 对 于 线性 证 函  : K* 一 区 有 


fr) = of(e) t+ + anf (en). 


可 见 f 由 其 在 诸 e; 上 的 值 完全 决定 . 通过 双 射 了 一 (Fe , f(en)), 共 亏 
空间 (K")* 与 KK" 同一 了 起 来 . 


共 元 空间 苹 ” 的 共 示 空 间 XX* 称 为 和 的 二 次 共 砂 空间. 同样 有 三 次 共 圈 
空间 六 .这 得 一 申 Banach 空间 关外， XX***,.,.. 共 斩 空 间 是 较为 抽象 
的 空间 汉 函 分 析 经 常 将 相对 抽象 的 对 象 具 体 化 ， 如 例 1 将 (K”)* 与 区 ”对 等 
起 来 . 上 下面 一 些 共 元 空间 通过 等 上 距 同 构 与 具体 Banach 空间 等 赔 起 来 . 


线性 泛 池 表示 的 Riesz 理论 下 面 逐 -介绍 常用 Banach 空间 上 线性 泛 函 的 表 
示 . 以 下 结论 都 称 为 Riesz 表示 定理 . 

人) 设 1&p<+% 而 9g 是 p 的 共 镀 数 ， 则 95 是 L?(M, 1) 上 连续 线性 
滩 函 当 目 仪 当 有 了 唯 - 9 E 23(M,p) 使 f € L?(M, 4) 时 ， 


pA) = FOR 
MM 


此 时 ， lipj| = ljglle. 因此 (LP?(CM, 2))* 与 L7(M 4) 等 距 间 构 . 

因此 在 等 距 同 构 的 音义 下 ， 可 简写 (LP)* = 14. 

(2) 设 1 所 p< 十 00 而 9 是 的 共 印 数 ， 则 是 1 上 连续 线性 滩 函 当量 
仅 当 有 唯一 ye 如 使 2 EP 时 ，f(z) = 2 Zngr， 此 时 ， | 站 = jiylls( 妈 
fy 是 (22)* 与 如 的 等 距 同 构 ). 

(3) pp 是 C[e, 上 连续 线性 泛 函 当 且 仅 当 有 唯一 9 eE 仿 [a, 日 使 


gf) = f fe) dgt) : fe Chast 


b 
此 时 jp = Y 9. 因此 (Cl[a, 9)* 与 Ww[a,; 引 等 距 同 构 . 


(4) 说 几 是 紧 Hausdorff 空间 (如 紧 度量 空间 ), 则 p 是 C(M) 上 连续 线 
性 汇源 当 且 仅 当 M 上 有 唯一 复 值 Baire 测度 上 (定义 在 Gs- 型 紧 集 全 体 生 成 的 
o- 环 上 ) 使 
p(f) = f fp(at) :fF eC(M). 


此 时 |p|| = jul|. 
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(5)] 周期 2r 的 连续 函数 空间 C2， 上 线 竹 泛 函 wp 是 连续 的 当 且 仅 当 有 了 唯一 
9 € Vo(0,27] 使 六 < C2r 时 ， 
= | fi)dg(t). 
{0,27] 


此 时 jel = Ys 因此 例 {0, 2r] 与 C2， 等 中 辣 构 . 

(6) f 是 co 上 连续 线性 泛 函 当日 仅 当 有 唯 -- VE 用 使 > E co 时 ， 
f(z) = 工 znyn. 此 时 了 一 攻 是 (co)” 与 六 的 等 距 同 构 . 

(7) f 站 c 上 连续 线性 泛 函 当 且 仅 当 有 唯一 VE PN) 使 


f(z} = lim 2ngo 十 3 riyi tT EC. 
To i=1 


此 时 了 忆 y 是 c* 与 (NN) 的 等 蚜 同 构 . 
(8) Hilbert 空间 五 上 线性 泛 函 了 是 连续 的 当 且 仅 当 有 唯 ~ E 互 使 
rEHHN, fx)= {r,W). 此 时 ||f|| = lyl. ， 


本 质 上 ， (1) 和 (2) 与 (8) 可 归 为 一 个 表示 定理 ， (3)~(7) 可 归 为 … 个 表 
示 定 理 ， 以 上 (3) 或 (5) 中 的 9 绝对 连续 时 ， el = lg 中 


注 记 可 将 Hilbert 空间 (概念 见于 $7.1) 与 其 共 辊 空间 在 等 第 同 构 :HH 一 HH* 
的 意义 下 等 间 起 来 ， 其 中 5(2) 二 记 ， 这 表明 Hilbert 空间 是 自 对 偶 的 ， 当 五 
是 实 空间 时 ， 9 是 线性 算 子 ， 当 瑟 是 复 空 间 时 ， ” 基 共 扬 线 性 算 子 . 


在 实际 应 用 中 , 线性 泛 函 了 :六 一 区 在 zx 处 的 值 f(x) 常 写成 (z {7 ;让 , 这 称 
为 共 耗 配对 . 如 1/p 十 1/9 二 1 时 ，i? 与 19 有 共 谣 配对 {7,2) 二 > znyn; 而 
LP(M,44) 与 L7(M,h) 有 共 d 配 对 (f, 9) = gd 最 后 Cla， 妇 与 Wla, 


的 共 斩 配 对 是 《 户 信 = f fdg. 


例 2 设 x1,.… ,zn 是 紧 度量 空间 MM 中 互 异 点 了 于， 命 
pF) 一 b1f (71) 十 -… 十 bn f (rn), f 和 CM), 


其 中 加 ,… ,by 导 复 常数 ， 这 得 线 竹 汉 函 p : CCM) 一 CC, 则 ol = |0;|. 
为 此 用 35.3 例 5 的 方法 构造 连续 函数 上 : M 一 外 使 f(xi) = 人/ 六 且 
if| 志 1 这样 e( 广 =2 | 从 而 ol 关于 全 | 易 得 pl|| 所 2 15il. 


上 例 与 下 例 的 方法 类 似 于 求 跳 牙 函数 的 全 变 差 的 方法 . 
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例 3 设 (zn) 是 紧 度 量 空间 MM 中 互 异 点 列 而 bE 岂 , 命 
pf) = Thanf (xn), fF E COM). 
显然 2l < 此 上. 命 em 人 (万 = > Fi 对 兄 一 go 应 用 9p 的 结论 可 知 


lose 豆 区 | 这 样 (po 收 分 于 |p|. 撮合 2 可 知 
上 el = lim lpn = 2 = lll 


为 得 到 -一 般 赋 范 空间 上 足够 多 的 连续 线性 汉 函 需要 保 范 延 拓 这 个 工具 . 


线性 延 拓 设 Xo 是 赋 范 空间 成 的 线性 子 空间 而 斑 是 赋 范 空间 Y 的 线性 子 空 
间 . 设 线 性 算 子 了 : XX 一 YY 是 线性 算 子 9 : Xo 一 Yo 的 延 拓 . 

(1) 线性 延 拓 后 范 数 不 碱 ， | < |. 

(2) 车 | = zol 则 称 工 是 而 的 保 范 延 括 . 

(3) 设 了 是 Banach 空间 而 Xo 是 赋 范 空间 义 的 稠密 线性 子 空间 ， 则 任 
何 有 界线 性 算 子 TD : Xo 一 YY 有 唯一 保 范 延 拓 全 : 义 一 Y， 换 言 之 , 映射 
下 一 了 xs 是 B(X, 了) 到 B(Xo, 了 ) 的 等 距 间 构 . 


对 于 2 EX, 命 主 (f) = f(z%)， 这 得 到 个 赋值 泛 画 名 : 义 ” 一 其 ， 因 为 
入 (及 | 二 ]|z 间 所 以 | 六 < jl 要 知 等 号 成 立 需 要 用 到 以 下 定理 . 


定理 2(Hahn-Banach 定理 ) 设 了 是 数 域 攻 上 赋 范 室 间 X 的 线性 子 空间 ， 
则 任何 连续 线性 泛 画 9 : Y 一 区 都 有 保 范 延 拓 了 : 关 一 区. 


设 召 昨 蕊 的 非 空子 集 ， 作 其 案 化 于 B+ 一 {f € X*1f(z) = 0,% E BY}. 
这 是 X* 的 闭 线性 子 空间 ， 因 为 E+ = 门 ker. 


区 亡 巨 
对 于 XX* 的 非 空子 集 5, 命 ~5 = {x € XIYf Ee 5: f(z) = 0}. 这 称 为 
5 的 前 堆 化 子 . 它 是 闭 集 ， 因 为 +5 = Ookerf. 
本 
定理 3 设 二 是 贼 范 室 间 义 的 线性 子 空间 而 z E 太 . 
(1) 如 果 d(xz, 荆 ) > 0, 则 有 feL 使 =1 且 f(x) = d(x, 荆 ). 
(2) 存在 了 EXX* 使 上 专 1 且 j 扣 zl 二 了 (2)( 因 此 | = zl 
(3) +{L1+) = 三 而 工 笛 于 天 当 且 仅 当 了 + =0. 
据 此 定理 知 zf 他 是 革 至 X** 的 保 范 算 子 ， 这 称 为 典 则 嵌入 ， 又 连 
续 线性 泛 函 能 分 离 赋 范 空间 中 的 点 ， 如 时 xz 与 9 是 义 中 不 同 向 量 ， 则 有 其 
上 连续 线性 滩 函 了 使 f(x) 关 有 (办 ， 事 实 上 ， 据 此 定理 知 有 六 E X* 使 使 
f(z—D=|z -yl>0. 
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例 4 记 5=span{z"exp(-22/2)hn 一 0,1,…} 而 1&p<+co0, 则 驴 在 
LP(R) 中 稠密 ， 为 此 取 p 的 共 亏 数 q, 任 取 了 E S+ C LI3(R"), 则 


2 
J Tcjzrexp(- 二 )dz =0:n=0,1,... 
到 


对 非 负 可 测 函 数 项 级 数 逐 项 积分 得 


经 2Z2 (27v—1tr)" 
Eo ep ) Ca 


£2 
= jf (x)| exp( 一 广 ) exp(27|tz|}dx < 二 oo， 


命 g(X) = f(x) exp{ 一 22/2), 得 Lebesgue 可 积 函 数 g. 据 上 可 以 逐 项 积分 求 
其 Fourier 变换 
£) exp (~ )exp(- 27v -ltr)dxr 


区 z) exp(— 也 Cu 


这 样 9 二 0, 即 二 0. 在 22 中 ， 了 = 0. 据 定 理 3 知 3 稠 于 L?(R"). 

用 于 上 全 的 方法 可 以 说 明 span{z?”exp( 一 |z|2/2)|la Ee N"} 在 LP?(R") 及 
Co 了")] 中 依 范 数 稠密 ， 这 里 2 = 2 72n， 

十 例 中 用 到 的 Fourier 变 大 量 地 应 用 于 数学 物理 中 ， 这 是 一 个 十分 重要 的 分 
析 工 具 ， 我 们 将 在 以 后 陆续 体会 其 用 法 ， 
定理 4(Banach 定理 ) 使 共 簿 空间 林 分 的 赋 范 空间 是 可 分 的 . 

现 介绍 Hahn-Banach 定理 的 一 般 形式 . 


定理 5(Hahn-Banach) 设 了 是 线性 空间 X 的 线性 子 空间 . 设 p 是 上 
的 深 线 性 省 函 而 9 是 YY 上 的 线性 泛 函 使 reg 所 Dp, 则 9 在 区 上 有 个 线性 延 拓 
了 使 ref 芯 p. 车 进而 为 半 范 数 ， 刚 |f| < pp. 


这 里 需要 注意 一 个 事实 : 复线 性 空间 上 的 复线 性 泛 函 由 其 实 部 叭 一 确定 ， 换 
言 之 ， 上 了 : 下 一 位 是 复线 性 泛 函 当 旧 仅 当 有 唯一 实 线性 泛 画 和 : 义 一 及 重 使 


fz} 一 万 (z] — V1lfh(v—1lz):r eX. 


a 


dr 一. 
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共 轿 算 子 对 于 有 界线 性 算 子 4 : 基 一 Y 和 连续 线性 泛 函 9 : Y 一 区, 记 
A*g = 94， 后 者 是 复合 映射 ， 显 然 A*g 是 芯 上 连续 线性 泛 函 .这 得 个 映射 
A* :了 了 * 一 XX*, 称 之 为 4 的 共 罗 工 子 , 请 注意 (4*gj(z) = 89(4z). 

(1) 有 界线 性 算 子 4 的 共 印 算 子 A* 是 线性 算 子 并 且 1 4?|| = 1 4 

(2) 了 家 示 不 同 空间 上 的 恒 等 算 子 H (了 :其 一 在 关 二 (了 :大 人 大 个， 

(3) 0 可 表示 不 同 空 间 之 间 的 零 算 子 且 (0: 半 一 了》* = (0:Y* 一 六 *). 

(4) (0 42 十 02A2)* 二 本 At 十 02A3, 其 中 砚 是 数 ; 而 (BA)* 二 A*B*. 
具 构 算 子 的 此 罗 算 子 A* : rr 一 Y** 称 为 4 的 二 次 共 罗 算 子 . 设 4A, Ai : 
和 一 了 及 万 :一 了 都 是 有 界线 性 算 子 ， 刚 

(5) (BA)™ = B**A** H (bi A 十 了 4 = b AY + boA™. 

(6) 典 则 嵌入 下 ， A** 是 4 的 保 范 延 拓 ， A** 二 AT. 


若 将 f(x) 写成 共 罗 配 对 的 形式 他, 及, 则 有 界线 性 算 子 全 :下 一 了 与 其 
闪 胃 算 子 7* 唯 - -决定 于 以 下 关系 式 : 


(Tr,9) = (7, Tg9) :TEX,gEY". 


例 5 命 Si(xn) = (?n+i), 其 中 zo = 0. 这 得 已 上 右 称 算 子 S| 与 左 移 算 于 
3S_ 使 x,yeE 记 时 (S42, 委 二 (ZS_ 协 . 这 表明 8+ =5_ 且 5* = S54. 


例 6 设 yp 是 全 5- 有 限 测度 空间 (MM, 4) 上 本 性 有 界 函 数 ， 点 态 政法 pf 记 为 
Te 了 来 法 算 子 ms : LPCM, 2) 一 L?(M,j0) 满足 mpl| = jp. 

首先 ,从 p( 记 十 误 }) = gp 及 十 po 和 plaf) = ap 知 mw 是 线性 的 ,其 
次 , 设 1& p< 十 co 及 pl > 0. 当 0<7<]pllw 时 ，(lp| > 7) 有 个 可 
测 子 集 吾 使 0 < jj(B) < 十 cc. 于 是 


Ixally = (f xBd)* = p(B)’, 
MM 


lexals =(/ Phans > ru( EB). 


子 是 myl| 立 r， 合 了 一 lpllos 得 npll 之 igloo 又 从 jj < 
jejisellzje 得 mpl < lpllso- 最后， 了 一 二 oo 对， 由 jeplle = el 
知 rp :Id 有 一 了 4 出 的 算 子 范 数 也 为 ol-. 


上 例 中 到 保持 代数 运算 ， pny 二 Tipy 且 ap4by 二 my 二 ny. 
进而 设 € : MM 一 C 为 取 值 恒 为 1 的 酒 数 ， 则 ef 三 f. 于 是 me = 工 
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例 了 以 下 规定 的 线性 算 子 全 ;2 (XX, 4) 一 L(Y)v) 是 有 界 的 ; 
了 fg) = J fr) Kz, WHdr) : f € LX, p), 


其 中 天 :有 x 了 一 忆 是 关于 乘积 测度 平方 可 积 的 滑 数 ; 
f 并 Pa xv) < +o0. 
XxY 


3 fe D(X,n) R ge L(Y,v) 
(Tf, 9) = Tf )v(dy) 


= J fl (DK (x, y)9 (yu (dr)r(dy) 
-11 UK x, yo rv(dy))n(dz). 
这 表明 T*g( -IK x Yor (dy). 


下 面 用 零 化 于 来 讨论 一 些 巷 罗 空 间 问 题 . 


定理 6 设 工 是 赋 范 空间 区 的 线性 子 空间 而 7 : 关 一 半 / 上 是 自然 投影 . 
(1) 商 空间 天 "/ ZL 与 L* 等 距 同 构 ， [月 忆 fiz. 
(2) 如 果 工 是 闭 集 ， 则 (x* : (和 X/ 厂 )* 一 +) 是 等 虐 问 构 


定理 了 设 4 :三 一 了 是 赋 范 空间 之 问 的 有 界线 性 算 子 , 则 +{ran 4*) = ker 4， 
而 (ran 4)+ = ker 4*. 如 果 4 有 闭 值 域 ， 则 (cok 4)* 兰 ker A*. 


习 题 
练习 1 命 ez{ 门 = f(z), 证 明 赋值 泛 函 ex : A?(MM) 一 C 是 连续 线性 泛 两 ， 


练习 2 设 X 和 王 是 数 域 必 上 线性 空间 . 
(1) 取 定 y E YY 和 线性 省 画 :三 一 区 , 命 47 = f(z)y, 这 得 线性 算 子 

4 :天 一 了 .证 明 其 值 域 维 数 至 多 为 1. 记 9 四 了 = 4， 
(2) 证 明 : 线性 算 子 4 :三 一 了 是 有限 禾 算 子 一 其 值 域 是 有 限 维 的 当 且 
仅 当 玉 上 有 (线性 无 关 的 ) 线性 泛 函 广 ,…… , 访 且 YY 中 有 (线性 无 关 的 ) 向 量 


Vi;'"'" ,Wn 使 A= Du 
(3) 当 著 和 Y 是 赋 范 空间 时 ， 求 算 子 范 数 名 央 . 
(4) 设 4 同 (2). 如 果 日:Y 一 2Z 是 线性 算 子 , 证明 B4:X 一 2 是 


有 限 秩 算 子 日 BA = (Byi) @ fi， 如 果 DD : W 一 X 是 线性 算 于 ,证 明 
AD : W 一 了 是 有 限 秩 算 子 日 4D = yi @ fiD. 
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练习 3 贼 范 空间 之 庆 有 限 秩 算 子 4 : 天 一 是 连续 的 当 且 仅 当 存 在 有 限 
个 (线性 无 关 的 ) 连续 线性 泛 函 用 ,-… ,及 : 天 一 到 和 (线性 无 关 的 ) 向 量 
yn EY 使 和 = 3》 Wy 加 所 当 且 仅 当 ker 4 是 闭 集 . 


练习 4( 一 般 矩 重 问 题 ) 设 (zijicy 是 赋 范 空间 关中 向量 艇 而 (ci)ieJ 是 数 艇 ， 
证 明 有 fe 和 使 f(zi) = ci :%E J 当 且 仅 当 有 非 负 实 数 c 使 对 只 有 有 限 项 
非 过 的 数组 二 :1 E J 恒 成 立 | 民 tici| < ol| 守 tnt 此 时 ， 人 Se 

GE YE 


练习 5 线性 泛 函 : 久 一 区 的 范 数 可 达 是 带 有 Zz 使 上 上 所 1 生 f(z) = | 让， 
(1) 说 明 上 上 有 范 数 不 可 达 的 线性 证 函 乒 
(2) 说 明 人 ?, 1 < P < 十 co 上 连续 线性 泛 冰 了 都 范 数 可 达 . 


练习 6 试 证 明 1” 上 有 个 线性 汉 函 使 YE 4 时 


lim rezn & ref (lz) & lim rezn- 
Li To 


练习 了 证 明 ， 线 性 汉 西 有 : 入 一 时 是 线性 泛 冰 组 fl, fn :一 区 的 线 

性 组 合 当 且 仅 当 万 …… , fi 的 公共 零点 是 了 的 零点 ( 即 站 ker fC ker 让. 
i=1 

练习 8 试 证 明 ， 线 性 泛 函 万 ，… ,fn : 羡 一 用 线性 无 关 当 且 仅 当 演 中 有 向 


量 组 e1,… ,en 局 (ej)) 二 ij(i,7 二 12 ,nn), 其 中 太 ; 是 Kronecker 
符号 ， 当 + 盖 时， bi7 二 1; 当天 了 时， 0 = 0. 


练习 9 设 线性 空间 义 上 有 列 线 性 泛 鲨 f, 1, 户 …… 使 ZE 时 
Fo < Fa) + |fo(r)) + < +o0. 

试 证 明 存在 一 -组 数 (Bn) 使 f(x) 二 用 (5) 十 如 f(z) 十 …… 

练习 10 证 明 ， 存 在 连续 线性 泛 函 f : Ice 一 他 使 El” 时 


lim 3 Tigref(r) < lim 》 一 一 . 


n=200i 二 1] 吕 N00] 扩 


练习 11 证 明 ， 存 在 线性 省 函 :1”“ 一代 使 
(1} x Ec 时 f{z) = im Kn. 
(2) 『 之 0, 这 表示 ， x 的 各 项 非 负 时 ， f(x) 0. 
(3) 上 是 5 不 变 的 。 f(52) = {zx) 恒 成 立 ， 其 中 
S(z1, Pa, …) 一 {ZT2, T3, “1 ). 


(4) f= 1( 满 足 这 4 条 的 了 称 为 一 个 Banach 极限 }. 
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练习 12 设 X 和 了 是 赋 范 空间 ， 在 羡 x Y 于 定义 范 教 

必 DN) = max{ llzl, lz， 
试 证明， 五 E { 蔷 x 了 )* 当 且 仅 当 有 了 唯 - (f,9) E X* x Y* 恒 使 

F(x,y) = f(x) + g(y)- 

此 时 上 = 由 f+ gl 
练习 13 江 明 [0,1 上 绝对 连续 画 数 全 体 所 成 的 线性 空间 4[0, 1] 作为 六 [0, 1 
的 子 空 间 是 可 分 的 完备 空间 . 
练习 14(F,，Riesz) 设 1<p<+co 而 一 00 < 4 < < 十 oo, 则 函数 


了 : [4;0j 一 CC 是 某 个 p 方 Lebesgue 可 积 函数 疡 : [a,8] 一 CC 的 不 定 积分 当 且 
仅 当 有 非 负 实数 c 使 了 :a == zo <… < zn 二 上 为 [0, 日 的 分 点 组 时 ， 


fr) — fre- 


A Wk 一 了 RE-1)P 1 


练习 15 设 是 度量 空间 六 的 可 最 住 送 近 和 全 一 它 对 每 个  E 义 有 最 佳吉 
近 ， 证 明 了 是 闭 集 . 
练习 16 设 七 是 赋 范 空间 而 了 是 上 非 党 连续 线性 花 函 ， 证 明 ker 了 是 可 最 
佳 逼 近 集 当 且 仅 当 羡 中 有 单位 向 量 x0 使 f(x0) == 有 |. 
练习 17(Kottman) 无 限 维 赋 范 空间 多 中 有 单位 向 量 序 列 (zn) 使 去; 
时 ， | >: 一 zj|| > 1. 
* 练习 18 设 G 是 交换 半 群 (如 ,名 ,下 +, 眉 , 全 ), 其 半 群 运算 记 为 (53,t) 上 上 并 
设 1?G 是 G 上 有 界 实 函 才 全 体 核 上 确 界 范 教 | 7| 一 sup | 了 (| 所 成 的 Banach 
空间 . 对 于 seEG 和 了 El1%G, 命 ps( 门 (t) 二 了 (st), 证 明 

(1) ps :teeG 一 12G 是 线性 算 子 且 ps|| 所 1. 

(2) pst fif2) = ps(fi)ps(f2): ff EITG. 

(3 ) Put 及 = pips(f) :steG. 

(4) i DCF) — ltsi)) < 0, 此 处 及 EI> 且 siEG. 

1=1 


* 练习 19 在 练习 18 的 条 件 下 ,以 e ; G 一 C 代表 到 值 恒 为 1 的 函数 ， 则 存 
eh pf 一 CC 局 

(1)}w nn 当 5 EG 时 Pps = ¥. 

(2) wp a 当 辽 0 时 ，oef 有 门 关 0 
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* 练习 20 设 G 是 由 两 个 元 4,b 生成 的 自由 群 , 证 明 无 线性 泛 丽 9 :YG 一 CC 
满足 练习 19 中 的 条 件 (1) 和 (2)， 


* 练习 21 证 明 ， 存 在 集 函 数 Vv : 27 一 [0, 十 oo), 它 满足 以 下 条 件 ， 

(有 限 可 加 性 )v(E1 LU 再 2:) = v(B1) + v(E2). 

{平移 不 变性 ]v(zE) 一 v(E):zET. 

(对 称 不 变性 }v(B-1) = v({ 到 ), 其 中 El!={z !|zeE}. 

( 相 容 性 ) 玉 是 Borel 集 时 ， v() 为 五 的 弧 长 测度 | 五 | . 

* 练习 22 存在 集 函 数 " : 28 一 [0, 十 co], 它 满足 以 下 条 件 : 

(有 限 可 加 福 )p(Ei UL FE2) = 所 五) + (BE2). 

(平移 不 变 柱 p(x 十 五] = jp({E) 

(反射 不 变性 )p( 一 E) = p(B). 

( 相 容 性 )]EE 是 Lebesgue 可 测 集 时 ， wv( 瑟 ) 为 五 的 Lebesgue 测度 | 万 |1. 
练习 23 设 了 同 练习 11, 证 明 有 Zz,y&1™Y 使 f(zy) 去 了 (x)f (1), 其 中 zy 表 
示 数 列 (TYn) 1. 
练习 24(Phillips) 设 了 是 赋 范 空间 厌 的 线性 子 空间 ， 则 任何 有 界线 性 算 子 
甩 :Y 一 1%( 刀 有 保 范 延 折 B : 久 一 LY(). 
练习 25 设 工 是 赋 范 空间 蕊 的 稠密 线性 子 空间 ,证 明 fr fli 是 天 * 至 天 
的 等 距 同 构 . 
练习 26 证 明 线 性 空间 成 上 两 个 非 零 线性 汉 函 上 和 9 线性 相关 当 且 仪 当 它 们 
有 相同 的 核 空间 . 


练习 27 可 测 空 间 (2M, S) 上 有 界 可 测 函 数 有: M 一 C 全 体 Ls(JM,S) 按 上 
确 界 范 数 上 fl = sup{fEF(b :teE 邓 } 成 为 Banach 空间 ， 证明 有 界 复 值 容 度 
上 :5S 一 CC 全体 ba(M4,S) 按 以 下 范 数 


lull = supt > jp(B)| : 机 ,可 可 测 划 分 14] 


上 成 为 Banach 空间 .线性 泛 函 yp ; Lo (MSS) 一 C 连续 当 且 仅 当 有 唯一 上 后 

ba(24,5) 使 了 E Lo(M,S) 时 ，g(f) = fdj( 积 分 的 定义 见于 $4.3 练习 
M 

18). 此 时 pl = | 于 (因此 也 Ga 六 与 ba(2M ,5) 等 距 同 构 ). 

练习 28 设 2M 是 赋 范 空间 六 的 非 空 子 集 ， 试 证 明 


mM = {ker flf € M+}. 
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练习 29 求 86.1 练习 6 与 练习 8 中 各 算 子 的 共生 
练习 30 设 X 和 了 是 赋 范 空间 ， 证明 B(X,Y*) 与 B(Y, X*) 等 距 同 构 . 
练习 31 对 于 函数 了 : 有 一 C, 极限 Jim f(z) 存在 时 记 为 (oo). 证 明 存 在 
连续 线性 泛 函 p : 1”{ 肪 ) 一 C 恒 使 

lm reflz) « rev(f) < lim rewlf). 


lzi—% 


并 证 明 ef = 用 po) 在 右边 存在 时 成 立 . 


86.3 收 仑 与 自 反 性 
赋 范 空间 中 依 范 数 收 伍 也 称 为 强 收敛 .放宽 收 伍 条 件 得 以 下 谱 收 合 性 ， 


弱 “ 收敛 与 弱 收 皱 设 艺 是 赋 范 空间 而 兴 ”是 其 共生 空 间 ， 

(GD 称 忆 ”中 序列 【加 ) 暗 ”收效 于 是 指 EX 时，tim f(x) = f(z). 
这 记 为 太一 六 此 时 |f < lim sll. 

(2) 称 二 中 序列 {zm) 磁 收 黎 于 2 是 指 EX* 时 ，lim f(zn) = 了 (7). 这 
记 为 zn 一 z. 此 即 (Sm) 弱 * 速 近 宛 .因此 zx|| < lim lnj 


{3) 弱 极 限 若 存在 必 唯 一 ， 弱 “ 极限 车 存在 必 唯 一 . 
(4) 设 1 志 p< 十 00 而 g 是 p 的 共 罗 数 ， 则 JL?(2M,j4) 中 序列 ( 户 ) 弱 收 
化 平子 相当 于 9 E 253(M, jp) 时 ， 


lim 了 Jn9dp = 了 了 gdH， 


而 Fe(M,A) 中 序列 (gn) 弱 * 带 近 9 等 价 于 六 E LP(MM,j) 时 ， 
lim f fondp = f fody. 
MI Nf 
(5) 有 限 维 研 范 空间 中 弱 收 伍 与 强 收敛 -- 致 
(6} 有 限 维 赋 范 空间 的 共 箔 空间 中 弱 * 收 敏 与 强 收 伍 一 致 
弱 收 笋 的 序列 不 必 强 收敛， 如 中 序列 (en) 弱 收 敛 于 0: 
lim{en ,2 =limyn =0:y eR. 


但 ||en ll 一 上 表明 (en) 不 会 强 收 敛 于 0. 
弱 ” 收敛 的 序列 不 必 强 收 租 . 如 上 {有 民 ) 中 序列 (cos(2)) 况 1 弱 * 台 近 0. 
这 是 丙 为 据 Riemann-Lebesgue 引 理 ， 当 了 € 上 1( 恨 ) 时 ， 
lm f f(t) cos(nt}dt = 0. 
oo 


但 ‖costm 川 w = 1 表明 (cos(m)) 窟 1 不 会 强 收 伍 于 0. 
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定理 1 可 分 赋 范 空间 区 上 一 致 有 界 的 线性 泛 画 序列 【六 ) 有 习 ” 收 伍 的 子 列 ， 
换言之 ， 失 ” 的 有 界 集 是 弱 *” 列 紧 的 . 


有 界线 性 算 子 序列 (Aw: 天 一 下 和 人 :到 一 了 有 3 种 收敛 性 ， 
(1) 一 致 收 敏 ， [im |4，。- 4 = 0. 此 时 (4* ) -一致 让 近 4*. 

(2) 强 算 子 收 化， 对 和 任何 x EX, lim||Anx -4zl = 0. . 

(3) 弱 算 子 收 合 , 对 任何 XEX 与 gEY*, lim g(Anx) = g(Az). 


倒 1 沙 察 1 上 的 左 移 于 : {z1y Za zz3 -)】 mY (22, E39, T4,* " 本 算得 | 一 
1. 由 于 |7"z| = 并 |x;|?, 有 界线 性 算 子 序列 (T") 强 算 子 收 伍 于 零 . 


i 


因此 ， 即 使 考 与 Y 是 Banach 空间 ， 以 上 三 种 收 和 化 性 也 可 能 不 等 价 ， 然 
而 ， 有 限 维 冉 范 空间 之 向 线性 算 子 序列 的 三 种 收敛 性 是 一 致 的 
判断 强 算 子 收 敏 的 一 个 有 力 工 具 是 以 下 结论 ， 


定理 2 设 (4 :光一 是 赋 范 空间 之 间 的 一 致 有 界线 性 算 子 列 . 如 果 万 有 个 
子 集 五 使 span 瑟 在 和 中 稠密 且 (4 在 上 逐 点 这 近 线 性 算 于 A: 色 一 了， 
则 4 有 界 且 (4) 强 算 子 带 近 A4. 


以 后 常会 讨论 泛 画 序列 的 有 界 性 ,连续 线性 泛 疯 序 列 的 弱 * 收 钱 可 视 为 有 界 
线性 算 子 序列 的 强 算 子 收 合 ， 这 种 解释 为 后 面 的 应 用 带 来 方便 、 


自 反 空间 使 典 则 氢 入 为 满 射 的 赋 范 空间 区 称 为 自 反 空 间 : 即 对 任何 pp E 芝 ** 
有 2EX 使 fe€EX* 时 ，w(f) = f(x). 

(1) 自 反 空间 是 Banach 空间 . 

(2) 自 反 空间 丸 中 有 界 序列 (zn】 必 有 弱 收 敏 的 子 列 . 

(3) 设 工 是 芝 的 自 反 学 空间 则 上 对 任何 x E 和 有 最 佳 道 近 一 存在 
y EI 使 |z 一 y= d(x, 荆 ). 


例 2 工 1[0,1] 不 是 自 友 空 间 ， 否 则 作 1[0, 1] 上 模 1 连续 线性 泛 函 yp 使 
pf) = f ft) sintdt, f € L210, 1] 
0 


记 工 二 ker p, 取 上 对 及 EC L1\ 荆 的 最 佳 更 近 g: d(g, 5) = ||9 一 hlli. 据 $6.2 
定理 1 知 ， lwp(9)| = dtg, 荆 ). 这 即 


1 I 
| | (h(t) — g(t)) sin tdt| = | [h(E) 一 g(t) at. 
注意 到 | 有 h(t) 一 900)|sint < 天 全 一 g( 介 |, 由 上 式 知 
Ih(D — glé)l|sintl=|h() — g(d)| :0 gte1. 
于 是 在 Li[0,1] 中 ， 9 = h. 矛盾 . 
以 下 定理 在 判断 某 些 空间 的 自 反 性 方面 非常 有 用 ， 
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定理 3(Pettis) 自 肥 空间 的 闭 线 性 子 空间 与 共 握 空间 都 是 自 反 的 . 反之 ， 共 思 
空间 自 友 的 Banach 空间 是 自 反 的 . 
习 是 
练习 1(Schur) 在 六 中 弱 收 敏 的 序列 【rzn) 必 强 收 合 ， 
练习 2 有 界线 性 算 子 4 是 有 限 秩 算 于 时 ， 证明 A* 是 有 限 秩 算 子 ， 
练习 3 举例 说 明 弱 收敛 的 算 子 序列 不 一 定 强 收 绿 . 


练习 4 证 明 ， (1) 设 1<p< 十 00, 则 LP?QM, AI 是 自 反 空间 . 

(2) i 和 都 不 是 自 反 空间 . 

(3} CI[0,1|] 不 是 自 反 空间 . 
练习 5 证 明 ， 巾 范 空间 基 是 有 限 维 的 当 且 仅 当 苹 * 是 有 限 维 的 ， 此 时 

(1) 久 是 自 反 空间 旨 dim 六 一 dim X*, 

(2) 文中 弱 收 全 是 依 范 数 收敛 . 

(3) 义 * 中 除 * 收 合 是 依 范 数 收 敛 ， 
练习 6( 有 限 矩 量 问 题 ) 设 -oo < a <b < 十 oo, 给 定 实数 bo,… ,bn, 证 明 有 
个 在 fo 日 右 连 续 的 有 界 变 差 函数 g : [是 一 及 使 

{ zrdg(x)} = bk :k=0,1,...,n. 


[a,b) 


练习 7( 矩 时 问题) 设 -oo < a < 5 < co, 给 定 实数 列 (ba)%_o, 证 明 ， 有 个 
在 (a, 是 右 连续 的 有 界 变 差 画 数 g : [c, 引 一 及 使 


6 
[zradg(z) = br :k= 0,1,... 
当 且 仅 当 有 非 负 常数 c 使 对 于 实数 列 【azj 吕 0 和 非 负 整数 nn 成 立 


各 和 
iz"|. 
0 


nn 
he 
| 2 Qibi| 全: CR | 大 


练习 8 设 线 性 证 画 Pp : CQ, 上 | 一 CC 是 正 泛 耻 一 当 了 了 宇 0 时 wp{ 站 之 0, 证 
明 yp 连续 且 jpl| = ple), 其 中 e 是 取 值 桓 为 1 的 函数 . : 
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练习 9( 囊 ausdor 人 f 定理 ) 对 于 数列 (和 jce_o, 归纳 地 命 A0bn 一 如 及 
AFbs, = AR ~ AF-1b, 1 :k= 1,2,..., 
(1) 所 有 AXb, :k,n 空 0 非 负 当 且 仅 当 有 递增 g E Ww[0, 1] 恒 使 


1 
f zrdg(z) = ba :n= 01 
0 
(2) 有 g E Vo[0, 1] 使 上 式 恒 成 立 当 且 仅 当 有 弟 负 常数 c 使 


1» (Tam < ci:n=0,l,. 
i=0 


练 可 10(Runge 定理 ) 设 KK 是 复 平面 CC 中 非 空 紧 集 而 5S 是 与 KK 不 交 但 与 
(oo 五 的 每 个 分 校 相交 的 子 集 ， 则 定义 域 包 售 兵 的 全 纯 函 数 了 可 被 极点 都 在 
总 中 的 有 理 函 数列 在 及 上 一 致 避 近 . 
练习 11 (01) 设 二 是 数 域 区 上 赋 范 空间 而 了 : 羡 一 区 是 范 数 为 1 的 线性 汉 
函 , 证 明 {f(z) :| 上 zx|<1}= {beK:|#|<1}. 

(2) 暂时 约定 C| 一 1, 1] 表示 区 间 [一 1,1|] 上 取 值 于 医 的 连续 函数 全 体 按 
最 大 模范 数 所 成 的 Banach 空间 ， 以 B 记 其 单位 闭 球 ,证明 有 连续 线性 汉 函 
yp:C[-1,1 一 医 鸽 w(B) 是 开 集 ， 特别 地 ， lw| 在 上 不 能 取 最 大 值 . 
练习 12 设 针 昨 赋 范 空间 而 忆 是 六 * 的 线性 子 空间 ， 命 

(Te) = fx) :rE X,f EE. 

证 明 (1) J : 尖 /+B 一 E* 是 有 界 的 单线 性 算 子 ， 

(2) 在 有限 维 时 ， J 是 等 距 同 构 . 对 于 pw EX** 及 e>0, 有 yEX 
使 |y| < 上 |p+e 明 feEENH Pp(f) = f(y). 
练习 13 设 是 赋 范 空间 ， 辐 定 个 pw EX*” 使 |p| 二 1. 设 巨 是 义 * 的 有 
限 维 子 空间 而 0 < e < 1, 证 明 有 2E 儿 使 ||z<1 有 旦 feEE 和 时 ， 


if(2) — pF) < ellfi. 
练习 14(Helly 定理 ) 设 c1,-… ,cn 是 一 组 数 而 万，… ,万 是 赋 范 空间 关上 
连续 线性 泛 函 ， 则 有 zZ0 E 关 使 f(xo) = C1,… ,fn(X0) = cn 当 且 仅 当 有 非 
负数 b 使 1,.… , an 是 任意 数组 时 ， | 3 aici| 所 加 2 ai 上 |， 此 时 对 任意 
t=1 1 
E> 0, 可 选 zo 使 zol 所 由 十 二 ， 
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练习 15 找 一 个 Banach 空间 天 上 的 连续 线性 汉 函 序列 (fn), 找 一 个 数列 (cn) 
和 -个 常数 了 使 (an) 为 只 有 有 限 项 不 为 零 的 数列 时 ，| > ancn| 所 外 2 onfnj| 
但 无 ze XX 恒 使 刀 (z) = cn. 
练习 16 说明 co 上 范 数 可 达 的 连续 线性 泛 注 人 金 体 是 异 于 ci 的 笛 密 集 . 
练习 17 证 明 ， 自 皮 空 间 蕊 上 连续 线性 证 丽 了 都 是 范 数 可 达 的 . 
练习 18 说 明 co 不 是 白 反 空间 . 


练习 19” 设 志和 了 是 Banach 空间 而 六 自 反 , 证 明 久 与 拓扑 同 构 由 
等 距 同 构 ] 当 且 仅 当 Y* 与 六 * 扼 盾 同 构 或 等 饶 同 构 ]. 此 时 了 也 自 反 . 


练习 20 设 X 是 赋 范 空间 ， 证明 (1) 僵 (2) 全 (3) 全 (全 会 (5): 
(1) 买 是 一致 西 空间 ; 当 上 > 0 时 ,有 6>0 使 入 中 单位 向 量 与 9 适 
合 上 十 旨 > 2 一 2 时 ， 忆 一 训 <= 这 即 lim wx(6) = 0, 其 中 
ux(d) = sup{llz — gh: Hel = ly = 1, Nz + yl > 2— 28}. 


(2) 和 是 严 裙 同 范 空 间 : 其 中 非 零 向 最 x 与 9 使 x 十 2 二 上 zi 十 al 
时 ， 表 正 实数 4 柄 y= 二 ax. 

(3) 了 是 严格 西 空间 : 其 中 使 位 十 引 | = 2 的 单位 向 量 x 和 9 相等 . 

(4) 入 中 单位 向 量 T 和 与 0<t<1 使 zw 十 (1 一 jy = 1 时， 
了 一 4 

(5) 乱 中 2 维 的 线性 子 空间 都 是 严格 凸 的 . 
* 练习 231(Mihman 定理 ) 一 致 凸 Banach 空间 X 都 是 自 反 的 . 
练习 22 说 明 LP(M, jp) :1 < p< 十 oo 是 严格 凸 空间 但 上 不 严格 凸 . 
练习 23 说 明 LP(M, 册 :1 <P<+oo 是 - 致 是 空间， 
练习 24(F., 有 Riesz 定理 ) 设 1 < P< oo 而 LP?(M,p) 中 序列 (所) 绸 收敛 于 
六 如果 lim ifnllp 二 fils, 证明 lim fn 一 fils 二 0. 
练习 25 试 说 明 (C10, 逢 ,| 不 自 反 但 严格 止 ， 其 中 


WA = f+ ( UDPd] 


练习 26 证 明 ， 取 范 数 |z|| = |zi|V jza| 后 ， 玉 ? 不 - - 致 止 也 不 严格 赋 范 . 
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练习 27 说 明 co, c, 41”, C0,1], Ze, 1] 既 非 一 致 凸 的 也 非 严格 赋 范 的 . 
* 练习 28 当 xX,y 取 遍 赋 范 空间 天 中 单位 向 量 时 ， 记 
pxlr} = sup{llz + ryll + lz — ryl — 2}. 

称 赋 范 空间 X 是 一 致 光滑 的 是 指 lim px (7)/r = 0. 证 明 ， 

(1) 如 果 成 是 一 致 光滑 的 ， 则 革 * 也 是 一 致 光滑 的 ， 

(2) 如 果 束 * 是 一 致 光滑 的 ， 则 关 是 一 致 凸 的 ， 

{3) 一 致 光滑 的 Banach 空间 羡 是 自 反 的 . 
练习 29 用 Riesz 表示 定理 和 第 四 章 的 有 关 结 论证 明 : 如 果 (wpn) 是 Cle, 纪 上 
一 理 有 界 的 连续 线性 证 函 序列 ， 刚 它 有 弱 ” 收 仇 的 子 列 . 


练习 30 证 明 , …- 致 凸 Banach 空间 X 中 序列 (zan) 依 范 数 逼 近 x 当 且 仅 当 
(zn) 弱 逼 近 x 且 lim ||za|| = ||zj|. 


86.4 一 致 有 界 原 理 


将 上 9 帮 为 全 的 子 室 间 ， 作 线性 算 子 :lo 一 了 0 使 Tz = 二 nznel, 取 mn 
使 1 > m 时 zr = 0. 对 此 种 1x = 0. 于 是 {Tn E ZZ } 逐 点 有 界 ， 昌 然 
17% = rn 这样 {Th} 非 一 至 有 界 . 何 时 逐 点 有 界 草 会 一 致 有 界 就 成 了 ~ :个 重 
要 问题 . . 


定理 1{( 一 致 有 界 原理 成 共鸣 定理 ) 设 X 是 第 二 纲 风范 空间 而 了 是 赋 范 空间 . 
关于 有 界线 性 算 子 笠 {A; : 苹 一 |i & J 的 以 下 条 件 等 价 ， 

和 1) 一 致 有 界 《 依 算 子 范 数 有 界 ): sup{|Ai| :iE 了 < 二 oc. 

(2) 强 算 子 有 界 ， x E 久 时 ，sup{|Aizx| :ie IT} < +oo. 

(3) 弱 算 了 有 界 。 7 EX 与 ge Y* 时 ，sup|g(4i9| < +oo 


证 明 这 个 定理 需要 用 到 以 下 有 用 结论 ， 
Gelfand 引 理 设 p: 儿 一 区 是 第 二 网 赋 范 空间 上 的 下 半 连 续 的 次 线性 滩 陋 ， 
则 有 非 负 实 常 数 ec 之 0 便 工 E 环 时 ，p(z) cllzl|. 进而 p 连续 . 

一 - 般 情 形 下 ， 一 致 有 界 一 强 算 子 有 界 一 红 算 子 有 界 . 
定理 2{Banach-Steinhaus, 1927) 设 邢 是 第 二 纲 贼 范 空间 而 Y 是 赋 范 空 
间 . 没有 界线 性 算 子 序列 (A : 大 一 了 ) 逐 点 通 近 映射 4 : 瑟 一 了 , 则 (An) 
-- 致 有 界 并 且 4 是 有 界线 性 算 子 . 进而 ， | 4| 所 lm 4;|. 


对 应 于 页 * 收敛 ， 赋 范 室 间 针 上 连续 线性 省 函 簇 五 称 为 弱 ”有 界 是 指 
TEXX 时 , sup If(2)| < 十 oo. 这 相当 于 五 是 强 算 子 有 界 的 . 
所 
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定理 3 设 XX 是 赋 范 空间 ， 则 扎 的 子 集 9 强 有 界 ( 依 范 数 有 界 ) 当 且 仅 当 它 器 
有 界 : 了 E 针 * 时 ， 数 集 (SS) 有 界 ， 

在 瑟 是 第 二 网 赋 范 空间 时 ， 于 * 的 子 集 百 虹 有 和 界 当 且 仅 当 它 弱 * 有 界 ， 

对 数值 积分 的 应 用 ， 在 数值 积分 中 ， 常 以 机 械 求 积 公 式 pn(f 了 作为 连续 函 
数 了 :ai 一 C 的 定 积 分 的 近似值 ， 其 中 

pn(f) 二 f {lrnl)eni 十 … 十 f (Fn, Jent,, 

而 @& 和 Ynl mb 且 (cni, ,Cnin)】 是 常数 ， 梯 形 法 与 Simpson 
方法 者 是 这 种 类 型 的 近似 方法 . 它们 的 基础 是 以 下 定理 . 


定理 4(Crerxnoa-Szeg5) 在 以 上 设 定 下 ,任何 连续 函数 了 ; [4, 趾 一 C 的 定 
积分 可 被 机 械 求 积 分 公式 pn (了 ) 通 近 ; 


b 
lim pn(f) = { f(z)dz 
当 且 仅 当 sub |eni| < 十 oo 且 上 式 对 多 项 式 了 都 成 立 . 


nl1 i 


证 明 . 据 862 便 3 知 ，jipnl| = 开 (jeni| :< 术 ). 合 
+ 
g(f) = fdt: fe Cla, tl 


必要 性 : 内 为 (pn) 逐 点 收 仇 于 w, 所 以 据 Banach-Steinhaus 定理 知 (spn) 
一 致 有 界 . 这 即 sup 》, |eni| < 十 oo. 


nl iiin 
充分 性 ， 将 那个 上 确 界 记 为 c, 则 jpn| 所 c. 因为 (pn} 在 Cla, 的 稠密 
集 Clz] 上 逐 点 通 近 gp, 所 以 据 6.3 定理 2 知 {pn) 弱 ” 逼近 %， 


习题 


练习 1 设 针 是 Banach 空间 . 设 ( 刀 ) 是 立 * 中 弱 * 基本 序列 ， 2 € 久 时 ， 
im 人 hn 人 - 名人) = 0. 证明 (如 ) 弱 * 收 全 


练习 2 设 数列 fen) 使 z E ii 时 级 数 >» anzn 的 Cauchy 和 存在 , 证 明 (an) 
nn 二 1 
是 有 和 界 的 . 


练习 3 设 1 < p 所 +oo 而 (MA 是 全 o- 有 限 测度 空间 ， 证 明 可 测 函 数 
h :1M 一 C 本 性 有 界 当 且 仅 当 {Pf 了 ET 0)} SL?(M, 4). 
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练习 4 试 证 明 Ce, 如 中 序列 (f,) 习 收 化 于 记 当 上 且 仅 当 【 访 ) 一 致 有 看 【 即 按 
上 确 界 范 数 有 界 ) 且 (f) 点 态 收 敏 于 ff: 
练习 5 设 Y 是 Banach 空间 六 的 秽 密 线性 子 空间 ，{{ 所 i 宇 1} 是 半 * 中 
元 界 序 列 . 如 果 y EY 时 sup | 访 人 < 十 00,; 证 明 六 是 三 的 第 一 纲 集 . 
练习 6 设 1<p < 十 oo, 证 明 Ta, 中 的 子 集 Cle, 引 是 第 一 纲 集 . 
练习 7 证 明 LI(CM, 各 中 序列 【 记 ) 弱 收 敏 于 堆 当 且 仅 当 sup Hf < + 
且 当 吾 是 MM 的 可 测 集 时 ， lim [fndn=0. 

N00 


练习 8 设 是 Banach 空间 ， YY 是 自 友 空间 ， 设 有 界线 性 算 子 序列 (4: 
六 一 了 使 2 EX 及 gE Y* 时 ,数列 (9(Tw2)) 闪 1 收 敏 . 证 明 (Tw) -- 致 
有 界 并 且 弱 算 子 收 合 于 一 个 有 界线 性 算 子 了 :和 一. 


练习 昌 设 1 入 呈 和 二 oo 而 g 是 Pp 的 共 统 数 , 设 9: 并 一 人 是 可 测 琢 数 使 
ELP?P(M, 上 ) 时 gf 可 积 证明 lglls < 十 ce. 
练习 10 设 Xi 与 Y 是 数 域 区 上 上线 性 空间 ， 称 映射 了 : x 一 Y 是 多 


重 线性 算 子 是 指 当 Ql € Xl ,tn E Xn 且 4 二 1: .in 时 截 口 Ti 证 
T(a1,- “ Cj—1; Tiy Oy 0 ; Qn) 是 i 到 | Y 的 线性 算 子 . 
在 诸 亲 ; 与 了 是 赋 范 空间 时 ， 称 了 是 有 界 的 是 指 


sup{liT (a): sa < 1 ,eal < 1} < 二 co， 
现 设 半 是 第 二 岗 的 ， 映射 卫 : 针 x 了 一 2Z 使 稚 口 T(x,-):z€E 关 与 
全 (中) :yy EY 都 是 有 界线 性 算 子 ， 证 明 了 是 有 界 双 重 线性 算 子 . 
1 
练习 11 在 复 系数 多 项 式 环 Clz] 上 定义 范 数 上 由 = [|f{z)ldz 和 双 线 性 型 
0 
1 
wp(f,9) = /f(z)g(z)dt, 证 明 yp 是 无 界 双 线性 型 
Do 


练习 12 设 {所 ) 是 Banach 空间 着 上 一 列 连续 线性 汉 画 使 x € 大 时 
2 | 训 (2)| 收 敏 ， 证 明 有 常数 c 使 吕 E 全 ”时 总 le 和 cllell， 


信安 ] 


练习 13 设 赋 范 空间 关 中 序列 (zaj 使 了 E 六 * 时 2 |f{za)| < 十 cc 证明 
nn 之 1 
有 常数 c 之 0 使 2 [f(zn)| < cf. 


I97 


练习 14(Gelfand) 可 分 Banach 空间 且 的 子 集 忆 是 列 紧 集 当 续 仅 当 半 上 
绊 ” 收 伍 的 连续 线性 证 函 序列 【 力 ) 在 五 上 一 致 收敛 ， 


统 习 15 设 邓 是 Banach 空间 而 4 :六 一 1%J 是 线性 算 子 . 将 4z 的 第 i 
项 记 为 天 (XY), 证 明 和 4 有 界 当量 仅 当 (fi) 是 弱 ”有 界 的 连续 线性 泛 函 . 


练习 16 用 反 证 法 与 滑 背 法 (参见 86.3 练习 1) 证 明 ， Banach 空间 X 到 赋 
范 空间 了 的 强 算 子 有 界 的 有 界线 性 算 子 入 下 是 -~- 致 有 界 的 . 


练习 17 设 基 和 站 是 虽 并 分 别 赋 以 人- 范 数 和 1™”- 范 数 . 命 fr(2) = nzn， 
得 连续 线性 泛 函 fi :天 一 C. 试 说明 {所 | > 1} 是 戏 * 有 界 的 但 非 强 有 界 的 . 
命 4z = z, 证 明 线性 算 子 4 : 头 一 了 可 道 且 有 界 , 但 道 4-! 是 元 界 闭 算 子 . 


练习 18( 奇 点 凝聚 原理 ) 设 XX 与 区 是 赋 范 空 间 ， 对 于 五 C B(X, Yi), 命 
五 ={zEXlynEeR: sup |4zl = +o0}. 
AET, 


如 果 和 是 第 二 网 的 且 人 3 者 是 无 界 集 ， 则 巨 是 二 的 第 二 纲 集 . 

练习 19 设 线性 算 子 A : c 一 c 由 一 个 无 限 阶 复 慎 矩阵 [a;j]; yz1 所 诱导 : 

! 一 4 当 且 仪 当 Vy 的 每 个 分 其 yn 一 2 nj2j( 这 是 Cauchy 和 ). 这 可 写成 
2 二 


以 下 形式 ， 
Yl Cl 012 7 Wn Tl 
V2 Co21 022 i Van To 
Ur nl Qn2 Cn | Tn 


证 明 4 是 有 界线 性 算 子 旦 4|| = Sup 2 lansl- 
入 之 1 了 一 


86.5 开 映 射 与 肌 算 子 
线性 滩 函 分 析 有 三 大 支柱 ， Hahn-Banach 定理 , 一致 有 界 原理 和 和 开 映 射 定 
理 . 后 者 有 三 个 等 价 结 沦 : 道 算 子 定理 、 范 数 等 价 定理 和 闭 图 像 定理 . 
定理 1( 开 映射 定理 ， Banach 1932) 设 A: 针 一 Y 是 Banach 空间 之 间 
的 有 界线 性 算 子 .如果 A 是 满 射 ， 则 它 是 开 映 射 . 
如 果 以 上 定理 中 的 4 不 是 满 射 但 有 闭 值 域 , 则 限制 (4 : 一 ran 1 是 开 


映射 ， 这 个 事实 会 在 处 理 某 些 问题 时 带 来 便利 ， 
以 下 是 不 适用 开 喘 射 原理 但 仍 是 开 映 射 的 例子 . 


198 


例 1 设 盛 是 赋 范 空间 ， 则 加 法 在 X 古 一 瑟 : (zx, 功 己 区 十 是 开 上 映射 
为 此 命 Fe 一 开 十 人 对 于 关 x 芒 的 任何 非 空 开 集 丈 ， 据 55.2 知 ， 
f(W) = U{50; 十 Wli E I} 是 开 集 . 

在 上 上 到 六 - 范 数 . 线性 算 子 4 : 10 一 i0, (Zn) (zn/n) 有 界 且 可 道 . 困 
为 4 -1i(zn) = (mzn), 4-! 无 界 ， 玛 此 要 问 ， 什么 条 件 才能 使 逆 算 子 有 界 呢 ? 


定理 2( 洲 算 子 定 理 ， Banach) 设 A4: 钨 一 Y 是 Banach 空间 之 闻 的 有 界 
线性 算 子 ， 如 果 4 可 道 ， 则 其 道 算 子 4-1 :了 一 多 有 界 . 


道 算 子 定理 相当 于 说 ， Banach 空间 之 间 可 道 的 有 界线 性 算 子 A: 和 一 YY 
是 拓扑 同 构 ， 如 果 4 不 一 定 是 满 射 但 有 闭 值 域 ， 则 限制 (4 ; 革 一 ran 4) 是 拓 
扑 同 构 ， 从 而 4 下 有 界 . ， 

有 限 维 线性 空间 上 任何 两 个 范 数 都 等 价 ， 对 于 一 般 线 性 空间 ， 则 有 以 下 
推论 3( 范 数 等 价 定理 ) 设 线性 空间 大 按 两 个 范 数目 :| 与 上川 痢 成 为 Banach 
空间 ， 如 果 | 上 弱 于 :中 则 它们 等 价 . 

设 4 :天 一 了 是 度量 空间 之 则 映射 ， 其 图 像 是 三 x 了 的 子 集 

grA= {zx, AT)|z € X}. 

当 A 连续 时 ， 图像 gr 和 4 是 和 x 站 的 闭 集 . 为 此 命 f(x, 四 = (4z, 切 ,得 
映射 f: 革 xXY 一 YYxY 使 gr 4 一 了!1(diag Y?). 对 角 线 diagY? 是 闭 集 
且 f 连续 ， 从 而 gr 4 是 闭 集 . 

一 般 地 ， 图 像 是 在 X 的 闭 集 的 映射 A: 站 一 Y 称 为 闵 算 子 , 这 相当 
于 : 当 关中 序列 (gn) 收 化 日 了 中 对 应 的 序列 (Azw) 也 收敛 时 ， 


im dz 一 内 ,Lim Ln. 


例 3 将 区 间 [0,1] 上 连续 可 微 函数 组 成 的 线性 空间 C1[0, 1] 视 为 C[0, 1] 的 
范 子 空间 ， 则 微分 算 子 品 : Ci[ay 日 一 Cla, 可 ,了 一 了 是 闭 算 子 . 
为 此 设 lm 所 = 二 了 及 lim 户 二 9, 则 


fx) = fla) + f g(at,a 所 三 所 而 


这 表明 g = f'. 因此 万 是 闭 算 子 .这 也 可 另 证 如 下 , 命 
pf,9) = max {f(z) — fF(0) -fot jdt. 


OrSl 
得 学 范 数 p : C1[0,1] x C[0,1] 一 月 使 
pif,9) & 220 + lgl)) 
且 kerp 二 gr DD, 从 而 gr DD 是 闭 线性 子 空间 . 
可 见 ， 闭 算 子 椒 必 连续 ， 何 时 有 闭 图 像 的 算 子 是 连续 的 呢 ? 
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定理 4( 闭 图 像 定理 ， 了 anach 1929) 没 4: 义 一 Y 是 Banach 空间 之 间 
的 线性 算 子 ， 如果 4 是 闭 算 子 ， 则 妇 有 界 . 


例 3 中 ?la, 冲 不 是 Banach 空间 ， 因 此 俩 3 的 结论 与 定理 4 不 矛盾 . 
例 4 设 邮 是 复 平面 上 有 界 开 集 而 1 所 p 之 十 0. 如 果 p: 朋 一 伟 是 多 纯 范 
数 使 任何 了 E A?(M) 对 应 的 点 态 葬 积 pf 了 也 在 A?(M) 中 ， 则 p 有 界 . 
为 此 作 线 性 算 子 工 : AP 一 A? 使 了 f= pf. 设 在 A?(M) 中, lin 六 = 上 了 
日 工 记 = 9. 由 于 A?(1M) 上 赋值 活 函 是 连续 线 泛 画 ， 故 对 任何 2 E 孙 有 
g(z) = Hm(T fn) (2) 
=lim plz)fn(z) = p(2)f (2). 
这 表明 9 一 工 f 由 闭 图 像 定理 知 了 是 有 界 的 . 现 对 任何 正 整 数 nn, 有 
ers = "ells < TP llelly, 
其 中 e 是 值 恒 为 1 的 全 纯 函 数 . 干 是 pl < | 了 Tiel 妈 . 据 83.4 统 习 2, 取 
极限 得 jplo。 < TH， 于 是 le 和 jz， 由 % 的 连续 性 知 ko| < | 显然 
HT < jells, 这 得 T= jiel。 


开 映 射 定 香 和 Banach 逆 算 子 定理 、 范 数 等 价 定 理 和 闭 图 像 定 理 在 不 同 场合 
各 自发 挥 着 重要 作用 .但 就 本 质 而 言 ， 这 四 个 定理 互 为 推论 . 


补 子 空间 如 果 王 ，… ,Ln 是 线性 空间 关 的 线性 子 空间 使 2 关 j 了 时 LiNnL; = 
0, 将 代数 和 Dr 记 为 OL: 这 称 为 L1,.… ,Ln 的 代数 直 和 ， 

(1) 线性 空间 XX 的 任何 线性 子 空间 工 都 是 代数 可 补 的 一 存在 线性 子 空间 
虹 便 天 = 工 币 条. 这 相当 于 有 个 莉 等 算 子 已 :和 一 天 使 ran 书 一 工 . 


{2) Banach 空间 天 的 闭 线性 子 空间 工 是 拓扑 可 补 的 一 存在 有 界 之 等 算 
子 三 :天 一 天 使 ran 已 = 世 当 且 仪 当 天 有 闭 线 性 子 空间 对 使 


二 LBM. 


(3) 赋 范 空间 XX 中 维 数 或 余 维 数 有 限 的 闭 线 性 子 空间 上 是 拓扑 可 补 的 .所 
谓 线性 子 空间 上 的 余 维 数 是 指南 空间 X/ 工 的 维 数 ， 


熟知 线性 空间 XX1，… ,Xn 的 笛 卡 儿 积 关 1 X .… x Xn 也 是 线性 空间 ， 


定理 5 设 1,.'. ,Xn 是 线性 空间 区 的 线性 子 空间 ， 以 下 三 个 条 件 等 价 : 
(1) 节 是 XX1,…: "Xn 的 代数 直 和 |. 


(2) 线性 算 子 4: 开拓 一 六 可逆 其 中 A(z1,… ,zn) = Dr 
(3) 有 相互 直 交 的 知 等 算 于 组 (1 使 已 (X) 二 Xi 且 P= 
二 1 
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习 题 


练习 1 当 XX 是 赋 范 空间 时 ， 证 明 数 乘 长 * x XX 一 站, (@,Z) 局 ax 是 开 映 
射 ， 其 中 区 ”是 医 中 非 零 数 的 全 体 ， 


练习 2 命 久 一 Cl[0,1] 和 它 的 子 空间 Y = {fe CaD,1]lP(O) = 叶 、 合 
(A = (9)ds, ex. 


说 明 线性 算 子 A : 天 一 了 有 界 且 可 道 但 4”! 无界. 


练习 3 设 线性 空间 长 上 有 两 个 完备 范 数 上 | 与 外 |. 证 明 以 下 条 件 等 价 : 
人 小 本 与 上 | jlz 是 等 价 范 数 . 
(2) 《天 ,上 有) 与 (XX, 中. 2) 中 共同 的 基本 序列 在 两 个 空间 中 家 限 一 致 
(3)《 瑟 ,| jl2) 中 强 收 化 的 序列 在 (XX, 几 -由 ) 中 腻 收 敏 昌 两 个 裤 限 一 数 ， 


练习 4 命 f(z,y) = (四 证明 广 : 必 xx- 了 xx 和 是 同 肛 ,在 和 和 也 
是 典范 空间 时 ， 了 是 拓扑 同 构 . 


练习 5 证 明 ， 闭 图 像 定理 一 道 算 子 原理 一 开 喘 射 原 理 . 


练习 6 设 卫 挟 六 去 寺 bo 而 线性 泛 丽 9 : LP(M, pj) 一 C 是 正 的 一 (几乎 处 
处 ) 非 负 的 了 E LP?{M, jn) 部 使 p( 了 六 之 0, 证 明 pp 是 连续 的 . 


练习 7 设 线性 算 子 卫 :71 (M1) 一 LP?(M, pp) 满足 条 件 ， (几乎 处 处 ) 非 负 
的 ELP(M, pj 使 工 (f) 也 (几乎 处 处 ) 非 负 ， 试 证 明 全 是 有 界 的 ， 


练习 8 证 明 ， 维 数 相 问 的 有 限 维 赋 范 空间 二 和 痢 拓 扑 同 构 ， 
练习 9 设 么 与 了 是 co 中 如 下 定义 的 闭 线性 子 空间 : 
X= {rE co 1: xa = Dra_1), 
Y= {yecolv 21:vy;-1= 0}. 
说 明 XX 十 了 是 co 中 不 闭 的 稠密 集 . 
以 上 练习 说 明了 两 个 闭 线性 子 空间 之 和 不 必 是 闭 线 性 子 空间 . 
练习 10 设 (en)P2i _ 是 赋 范 空间 么 中 序列 且 半 中 每 个 向 量 x 对 应 唯 -- 数 列 
(az))82 1 使 级 数 户 (z)Jei 的 Cauchy 和 为 x, 证 明 (en) 是 线性 无 关 的 而 
(fn) 是 线性 无 关 的 线 六 汉 函 序列 恒 使 fi(ej) = 6ij. 
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练习 11 设 (en)jese 1 是 Banach 空间 中 序列 . 证 明 以 下 条 件 等 价 ， 

(1) XX 中 每 个 向 量 7 对 应 唯一 系数 列 (六 (z))2 1 使 级 数 二 Hitz)ei 
Cauchy 和 为 ※%, 此 时 f 都 是 连续 线性 汉 函 ， 称 {en) 是 天 的 Schauder 基 . 

(2) XX 中 序列 (en) 线性 元 关 有 日 瑟 上 有 强 算 子 逼 近 恒 等 算 子 的 有 界 千 等 算 
子 序列 ( 肪 ) 使 i 和 Nn 时， 了 PP.ei 二 ej; 出 i> nn 时 Pnei 一 0. 此 时 王 上 有 
个 等 价 范 数 -使 zl = sup{|Pnz|| :nn 1}. 

(8) X 为 {enln > 二 的 闭 线性 包 (从 而 X 可 分 ), 进而 有 常数 c 使 (on) 
是 数列 是 nn 所 m 和 时， 条 aiei|l 所 dl| 入 aieill， 

i=1 i 二 1 


练习 12 当 1 p<+o0 时， 如 有 具 Shauder 基 {en|n 之 1), 其中;, 是 第 
n 项 为 1 其 他 项 为 0 的 数列 ， 


练习 13 空间 C0, 1] 是 否 有 个 Schauder 基 (en)%2o 使 en 人 b = 如， 


练习 14(Mazur 引 理 ) 设 X 是 无 限 维 Banach 空间 而 工 是 其 有 限 维 子 空 
间 . 设 0<c<1, 则 针 中 有 个 单位 向量 zz 使 8 <E 工 有 aeE 开 时 ， 


ligyll < (1 + Oly + ozl. 


练习 15 证 明 : 无 限 维 Banach 空间 有 个 具 Schauder 基 的 闭 线性 子 空间 . 


练习 16 证 明 以 下 结论 : 

(1) 对 于 正 整 数 n, 有 唯一 非 负 整数 对 (站 使 2 日 n= 二 2 十 i 如 
果 吃力 也 是 非 负 整数 对 使 0 志 7 了 达 2 且 1m 二 2 十 j 证明 < m 当 且 仪 当 
下 < 或 天 一 但 宇 < 了. 

人 ) 命 R 和 (避税 同 (1), 而 所 是 (0, 了 的 了 区 间 ( 渤 ， 志 二 ] 的 特征 了 
数 , 设 瑟 = span{fn|n EZB+} 而 1 所 p< 十 oc; 则 思 黎 于 La(0, 1]. 

(3) 命 el = 刻 币 ezrpsi 一 for42i-2 一 Feat 其 中 (kK, 科 是正 整 数 对 
使 主 志 28 则 所 谓 的 Haar 系 fen)p2.1 是 L?(0,1] 的 Schauder 基 . 


(4 当 0&tg 1 时 , 命 匀 雪 = 工 而 因 的 = fon- 1(s)jds, 证 明 所 谓 的 
Schauder 系 (gj2 是 C0,1] 的 Schauder 基 . 


练习 17 设 4 :多 一 是 峰 范 宝 间 之 间 有 界 的 有 限 秩 算 子 , 证 明 所 /ker 4 与 
ran 44 拓扑 同 构 . 
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练习 18 设 || .1 和 .lz 是 线性 空间 关上 的 范 数 ， 汪 明生 - 上 弱 于 站 :及 当 
且 仅 当 蚀 等 算 子 了: (全 | 有) 一 (XX, 几 ` 1) 是 有 界线 性 算 子 . 


练习 19 设 4 :天 一 了 是 赋 范 空间 之 间 的 线性 算 子 使 9 EY” 时 9g4 是 斥 上 
连续 线性 汉 函 ， 证 明 妇 有 界 ， 


练习 20 设 1 < p < 十 co, 证 明 线性 算 子 4 : L?(MM,p) 一 LP(M, 1) 有 界 当 
且 仅 当 in fs — flls 二 0 时 (4fn) 依 测 度 收 全 于 Af. 


练习 21 找 个 Banaeh 空间 之 间 有 界线 性 算 于 4 : 兴 一 了 使 其 全 域 不 财 . 


练习 22(Banach 空间 的 第 一 同 构 定理 ) 设 4: 基 一 YY 是 Banach 空间 有 闭 
借 域 的 有 界线 性 算 子 ， 则 天 / ker 4 与 ran 4 拓扑 同 构 . 


练习 23(Banach-Mazur, 1933) 设 针 是 可 分 Banach 空间 , 则 0 有 个 闭 
线性 子 空间 M 使 六 AM 与 久 拓扑 同 构 . 


练习 24 设 工 是 赋 范 空间 天 的 闭 线 性 子 空间 而 7 : X 一 XX/ 工 是 自然 投影， 
证 明 共 绝 算 子 x* : ( 革 / 工 )* 一 闫 * 是 保 范 算 子 且 ranm* 一 上 +. 进而 证 明 
(1) 空间 关 完备 当 且 仅 当 工 与 半 / 工 者 完备 . 
(2) 空间 苦果 分 当 且 仪 当 工 与 汉 / 荆 都 可 分 . 
(3) 空间 马 自 反 当 目 仅 当 工 与 天 /二 都 自 反 . 
(4) 空间 于 有 限 维 当 且 仅 当 工 与 区/ 二 都 有 限 维 . 


一 般 地 ， 与 赋 范 空间 X 有 关 的 性 质 P 称 为 三 空间 性 质 是 指 : 若 二 为 里 
的 闭 线性 子 空 间 ， 则 用 有 性 质 P 当 且 仅 当 工 与 发 / 工 有 了 性质 P. 


练习 25 赋 范 空间 之 间 有 财 核 空间 的 有 限 秩 算 子 4 : 4 一 连续 且 有 闭 值 
域 ， 此 时 关 完备 【可 分 或 自 反 ) 当 且 仅 当 ker 4 完备 (可 分 或 自 反 )， 


练习 26 设 区 和 了 是 赋 范 空间 而 上 是 XX 的 闭 线性 子 空间 使 JL 是 有 限 维 
的 ， 证 明 尾 何 有 界线 性 算 子 4 : 工 一 也 有 个 连续 线性 延 棉 B :天 一 了 . 


练习 27 设 拓 是 Banach 空间 ， 证明 以 下 条 件 等 价 ， 

(1) 当 站 是 Banach 空间 且 邯 是 其 闭 线性 子 空间 时 ， 有 个 有 界 短 等 算 子 
PY 一 Y 了 使 P(Y) 一 关 . 此 时 称 革 是 内 射 Banach 空 章 ， 

(2) 当 了 了 是 Banach 空间 且 了 :大 一 了 是 下 有 界 的 有 界线 性 算 子 时 ， 有 
个 有 界线 性 算 子 名 :了 一 发 使 QJ 为 夺 上 有 恒 等 算 子 . 

(3) 当 Y 和 2Z 是 Banach 空间 且 了 贞 外 为 子 空间 时 ， 任 何 有 界线 性 算 
子 4: 拓 一 2 都 有 连续 线性 延 拓 妃 :Y 一 2， 

(4) 当 站 和 是 Banach 空间 是 YY 以 2 为 子 空间 时 ， 任何 有 界线 性 算 子 
4:2 一 天 都 有 连续 线 件 延 折 BB:Y 一 六. 
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练习 28 设 廊 是 赋 范 空间 ， 证 明 以 下 条 件 等 价 ， 

(1) 当 节 是 赋 范 空间 而 2 是 的 子 空间 时 , 任何 有 界线 性 算 子 4: 2 一 态 
都 有 连续 线性 延 拓 吾 :站 一 天. 此 时 广 是 内 射 Banach 空间 . 

(2) 任何 赋 范 空间 2 中 与 对 拓扑 同 构 的 子 空间 在 2 中 都 拓扑 可 补 ， 

(3) 任何 [>( 瑟 ) 中 与 二 拓扑 局 构 的 子 空间 在 I?{ 巨 ) 中 拓扑 可 补 . 


练习 29 设 广 是 Banach 空间 常数 c 之 1 以 下 条 件 等 价 : | 

(1) 当 Y 是 以 访 为 团 线 性 子 空间 的 Banach 空间 时 ， 存 在 有 界 霸 等 算 子 
P:Y-—Y 合 PYY)= XX 名 Pl& ce 

(2) 当 丫 是 以 六 为 闭 线 性 子 空间 的 Banach 空间 时 ， 有 界线 性 算 子 A : 
让 一 2 都 有 线性 延 折 :YY 一 2 使 上 BH 所 书信 |. 

(3) 当 YY 和 2 是 Banach 空间 巷 YY 以 Z 为 子 空间 时 ， 有 界线 性 算 子 
和: 访 一 也 有 线性 奸 大 昌 :Y 一 2 使 上 BN cjiAl. 


* 天 习 30 设 (ei) 和 (fily 基 Banach 空间 站 的 双 正 交 系 : {eili 所 J} 证 
莫 {fi EJ CX* 得 使 广 (ej) = ij. 
(1) 设 ZE 久生 户 取 遍 J 的 有 限 子 集 时 sup | > 广 (z)eij| < 十 co, 证 明 
iEFP 


对 枉 合 区 姜 Pan ei 成 立 2 一 fil¥ 
(2) 设 f < 日 严 取 己 7 的 有 限 子 集 时 sup | 名 flei)fil < +oo, 证 
明 对 任何 fe 现 王 声 成立 了 = fe). 
IE iEJ 


86.6 廿 集 与 超 平 面 


设 了 是 线性 空间 大 上 非 零 实 线性 泛 函 ， 对 于 实 常数 4, 水 平 集合 = 如 即 
{z|f(z) = 称 为 天 中 一 个 超 平面 ， 如 ker 了 是 一 个 超 平 面 . 设 f(x0) = 1， 
则 (f= 中 = bzwo 十 ker 了. 这 居 Jery 的 平移 , 


Minkowski 泛 函 设 线性 空间 二 中 包含 原点 的 凸 梨 忆 是 吸收 的 一 对 任何 
ZE 二, 有 非 负 实 数 寺 使 2 EtP. 此 种 二 的 下 确 界 记 为 DB(Z)， 称 pE :有 一 到 
为 百 的 Minkowski 泛 东 (可 简 记 为 p). 它 满足 以 下 性 质 ， 

(了 非 负 性 ， 0 pg(X%) < +oo 且 DO0) 一 0. 

(2) 正 齐 次 性 :pg(tz) = tpg(zx);t > DGE 大， 

(3) 次 可 加 性 ， pg(X 十 WW) 所 DE(T) 十 pg(W);T,Y EAX. 

(0) 当 r>0N, (pp <7) ErEC (pe gr). 
如 果 忆 还 是 均衡 集 : |c| 所 1 获 含 cB CC 五 , 则 

(5) 齐 次 性 ， pg(ar) = ajps(z);a € KK,r'eX. 
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例 1 设 蕊 是 赋 范 空间 而 > 小 则 (X)r 与 [二 |， 是 均衡 吸收 凸 梨 ， 它 们 有 相 
同 的 Minkowski 泛 函 p(x) = | 由 z|| /rr， 


复 平 面 上 的 “ 超 平 面 ”是 一 维 的 线性 流 形 或 者 直线 复 平 面 上 两 个 不 交 的 凸 
集 (如 圆 盘 ) 可 被 一 条 直线 分 开 ， 这 个 事实 可 推广 成 如 下 结论 . 


定理 了 ( 凸 集 分 离 定 理 ) 设 4 和 B 是 赋 范 空间 外 中 不 交 的 凸 集 . 
(1) 设 4 有 内 点 ， 则 有 非 血  E X* 使 supre f(A4) < infref(B). 
(2) 设 dA4,B)>0, 则 有 EX* 使 snpre f(A4) < infref(B). 


这 里 re 了 表示 f 的 实 部 , 它 是 实 线性 汉 函 . 当 羡 -本 身 是 实 空间 时 , re 了 = 了 
男 外， 定理 1(1) 中 有 内 点 的 条 件 不 能 省 略 ， 如 取 5?|0, 1] 的 凸 集 


E. = {f € Cl0,1)|f(0) = 9 


易 说 明 已 。 在 工 2[0, 1] 中 再 密 但 无 内 点 . 当 @ 关 b 时 ， Bs 与 下 不 交 . 当 员 
尾 天 [0, 1] 上 非 零 连续 线性 活 画 时 ， re p(Bc) = 及. 

以 上 定理 1(2) 中 dl4, B) > 0 这 个 条 件 不 能 省 ， 为 此 取 到 2 的 不 交 闭 凸 集 
刀 == {x, y))z 之 1, TY 痕 1} 和 B= {lz, Vy 一 0}, 则 da(4， B) 二 0. 若 R? 
上 有 线性 证 函 了: (2 让 中 az 十 昌 使 sup 了 (4A) < inff(B), 则 a = 0( 和 否则 ， 
inf f(B) = 一 oo). 此 时 f(B) = {0} 及 f(A4) = {vybly lcz 1}, 因此 
5 < 0. 但 又 有 sup 了 (4) = 0, 矛盾 ， 


定理 2(S. Mazur) 设 赋 范 空间 闭 中 (xi) 瑞 逼近 z,， 则 有 强逼 近 > 的 序列 
(vn) 使 每 个 yn 是 {zi} 的 廿 组 合 . 


设 西 集 吾 中 某 点 zo 不 能 表示 成 吾 中 不 同 两 点 的 是 组 合 (相当 于 xo 不 是 
吾 中 不 同 黄 点 的 中 点 )， 称 zo 为 吾 的 端点 , 其 全 体 记 为 ext 五. 


例 2 co 的 单位 闭 球 B 无 端点 . 任 取 EB, 取 nn 使 |zn| < 0.5. 命 
yt = (1 Tnl, Tn 土 0.6, Tryl, Zn+2 

于 是 入 是 B 中 不 同 两 点 使 7 = (y+ 十 y7)/2. 这 样 z 不 是 B 的 端点 . 

例 3 类 似 例 2 的 方法 可 说 明 Co( 正 ") 的 单位 闭 球 也 无 端点 ， 


例 4 设 1 志 p< 十 00,; 则 LPCM,j) 中 单位 向 量 了 都 是 单位 闭 球 BB 的 端点 . 
为 此 , 设 gheBHO0<t<1 使 f=tg 二 (1 一 磋 h, 于 是 


Fl < sghls + | — hls =1. 
这 样 上 式 取 等 号 ， 因 此 tg/itgjis = (1 一 如 /1 一 可 hlj。. 换言之 ，9 二 有 
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例 5 以 召 记 工 ce(M4, 呈 中 单位 闭 球 . 固定 了 E B, 则 了 是 BB 的 端点 当 且 仅 
当 | 天 = 1( 这 是 几乎 处 处 相等 的 意思 ). 

必要 性 : 当 0 < 上 < 工时, 命 产 旦 (有 < 汪 的 特征 函数 及 9+ = 了 土 (1 一 人 hh， 
则 gl 所 1 且 了 = (9+ 十 9-)/2, 从 而 g+ 二 9-. 这样 h=0. 即 jp(|f| < 
外 一 0. 于 是 (|f| < 1) = 0 源 自 下 式 


(Qf < DD = Ut < 2 1}. 
充分 性 ; 设 gheB 及 0<t<1 使 f=t9 十 {1 一 如 hh, 则 
1=|f|&ltg{ + |(1 — Alg1. 


这 样 上 式 几 乎 处 处 取 等 号 , 因此 9 与 声 几 乎 处 处 同 号 县 | 上 吕 三 | 六 ,从 而 了 二 9 一 克 
这 样 了 是 端点 . 


例 6 c 中 单位 闭 球 BB 中 点 是 B 的 端点 当 且 仅 当 诸 |z;| = 1. 
一 般 地 ， 加 上 紧 性 条 件 后 就 能 保证 端点 足够 多 . 


定理 3(Krein-Milman) 设 EE 是 局 部 山 空 间 (如 赋 范 空间 ) 中 凸 紧 集 ,， 则 上 
有 端点 且 是 其 端点 集 的 闭 凸 包 五 = TOV ext FE. 


习题 
练习 1 设 电 是 义 中 的 吸 政 凸 闭 集 而 卫 是 其 Minkowski 泛 函 证明: 
(1) p :天 一 玉环 半 连续 县 = (p < 1). 
(2) p 连续 当 县 仅 当 五 是 原点 的 邻 域 . 
(3) 下 是 第 二 岗 空间 上 时， 2 是 连续 的 【从 而 上 是 原点 的 一 个 邻 域 ). 


练习 2 证 明 ， 贼 范 空间 区 的 凸 集 五 是 闭 集 当 且 仅 当 它 对 弱 极 限 封闭 


练习 3 设 了 是 自 反 空 间 X 上 连续 线性 证 函 ， 试 证 明 re 了 限制 在 关 的 任何 有 
界 凸 闭 集 M 上 都 能 达到 最 大 值 . 


练习 4 设 M 是 自 反 空间 所 的 止 闭 集 ， 让 明 好 对 原点 有 最 佳 悍 近 . 


练习 5 设 豆 和 了 分 别 是 赋 范 空间 区 中 有 界 凸 开 集 和 单位 开 球 ， 证 明 有 同 且 
:一 针 使 (EE)=U. 
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练习 6 设 忆 是 线性 空间 天 中 凸 集 . 任 取 丙 数 了 : 忆 一 展 . 证 明 ， 
(1) 是 下 廿 汕 数 一 当 0 sg&1 且 zy EE 时 
f(sr+{l— sy) & sflr) + (~ s)f(y) 
当 且 仅 当 刀 送 0 使 于吉 二 1 且 wj EB 时 


记 1 
fri invn) E+ 二 tn zn). 


此 时 了 是 拟 下 西 兽 数 一 任何 实数 使 (f 去 0) 是 凸 集 ， 
(2) f 是 + 同 函 数 一 当 0 <s1 且 x,y EB 时 


flszs+ (1 — s)y) 2 sf(r) + (1 — 3)f(y) 
当 旦 仅 当 避 交 0 使 史 丰 1 县 meE 瑟 时 
2 二 1 


f(t1x1 二 :十 tzn) 写 tif (x1) 十 … 十 tnf (Xn). 
此 时 了 是 拟 上 廿 光 数 一 和 任何 实数 c 使 (f 之 0c) 是 西 集 . 
练习 了 设 包 是 赋 范 空间 关中 凸 开 集 设 了 : 玉 一 网 满足 


Z1 十 2 fri) + f(x) 
fa) < 


证 明 f 上 半 连 续 当 且 仅 当 f 局 部 上 有 界 一 对 任何 zo E 书 有 个 ”>0 使 


sup{f (2) : |lz ~ zoll < r} < +o0. 


练习 8 设 巨 是 赋 范 空间 大 的 子 集 ， 设 函数  : 瑟 一 下 是 弱 序 列 上 半 和 连续 的 
一 在 召 中 (zn) 弱 逼 近 了 2 时 ， jim f(zn) < f(z). 证 明 了 是 上 半 连 续 函 数 . 


练习 9 设 马 是 赋 藻 空间 的 子 集 ， 没 函数 了 : 瑟 一 民 是 弱 序 列 下 半 连 续 的 
一 在 五 中 (xn) 能 通 近 荆 时 ，Flz] < lim f(xn). 证 有 明了 是 下 半 连 续 函数 . 


* 练习 10 设 五 是 赋 范 空间 天 的 止 闭 集 ， 卫 : 忆 一 食 下 兴 连 续 且 拟 下 吓 ， 证 
明 上 弱 下 半 连 续 : 当 zoe 五 且 百 中 习 弱 逼近 zo 时 ， jzo 所 lm f(z). 


”练习 11 设 已 是 赋 范 空间 天 的 凸 团 集 . 如果 乒 : 书 一 民 是 上 半 连 续 的 
拟 上 凸 函 数 ， 证 明 f 弱 上 半 连 续 ， 当 Xo E€ 蕊 有 在 台中 哗 台 近 zo 时 ， 


im fo < f(z0). 
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练习 12{Zabreiko 引 理 ) 设 尖 是 Banach 空间 而 半 范 数 2 :大 一 了 是 可 
列 次 可 加 的 一 当 关中 级 数 yzn 有 Cauchy 和 时 p(2 zn) 所 27D(znj 则 了 


是 连续 的 . 
练习 13 用 练习 11 证 明 开 映射 定理 . 


练习 14 设 工 是 赋 范 空间 XX 的 自 反 子 空间 ， 证 明 上 中 有 和 界 序列 (zn) 必 有 哗 
收敛 的 子 列 ， 其 瑞 极限 在 上 中 ， 进 而 上 对 任何 ZE XX 的 最 佳 通 近 存在 . 


练习 15 证 明 , 复 Banach 空间 X 自 反 当 且 仅 当 它 作为 实 Banach 空间 时 自 
反 . 
练习 16 设 9 是 赋 范 空间 六 的 非 空子 集 ， 证明: 

(1) qiam = diam cov S. 

(2) + EX 时 d(x, 3) & dlz, OF 5) + diams. 


请 将 下 题 与 闭 集 套 定理 相 比较 . 
练习 17 赋 范 空间 羡 是 完备 的 当 且 仅 当 羡 中 直径 赵 向 零 的 闭 凸 集 套 有 公共 交 


Ek 


练习 18 度量 空间 ( 针 ,d) 是 完备 的 当 且 仪 当 天 中 直径 趋向 零 的 子 集 套 有 公共 
接触 点 特别 地 ， 赋 范 空间 是 完备 的 当 且 仅 当 其 中 直径 趋向 零 的 凸 集 套 有 公共 接 
触 点 . 


* 练习 19 设 瑟 是 赋 范 空间 ， 证 明 以 下 条 件 等 价 : 
(1) X 是 自 反 空间 ， 
(2) 天 中 可 分 的 初 线性 子 空间 都 自 反 . 
[3) 关中 每 个 有 界 序 列 【zw ) 都 有 弱 收 敛 子 列 . 
(4) 成 中 每 个 有 界 凸 闭 集 套 ( 吾 ,) 都 有 公共 交点 . 


* 练习 20(R. C. James) 设 久 是 Banach 空间 ， 以 上 条 件 等 价 ， 

(1) 空间 XX 不 是 自 反 的 . 

(2) 若 0<c<1, 则 关中 有 单位 向 量 序 列 (zn) 且 关上 有 模 1 泛 函 序列 
(所 ) 使 i 和 7 了 时 refi(x;) 安 0 而 1>j 时 refi(2;) = 0. 

(3) 有 个 数 ec 使 0<c< 工 且 (2) 中 的 结论 成 立 . 

(和 着 0< ce<1, 则 大 中 有 单位 向 量 序列 (zn) 使 


d{cov Tiy COV Ti) CN= 1,2,.... 
LE tn 


(5) 有 个 数 ec 使 0< ec< 1 县 (4) 中 的 结论 成 立 . 
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练习 21 说 明 以 下 空间 不 自 反 :Cl0, 了 和 旭 , 2 和 4( 四 )( 见 85.5 练习 8). 
练习 22 在 三 中 找 个 序列 使 其 任何 子 列 都 不 弱 收 敛 . 
练习 23 没 苇 基 自 反 Banach 空间 ， 证 明 : 

(1) 革 中 无 交 的 凸 闭 集 4 和 BB 中 一 个 有 界 时 ， 

c:= inf{lz— yl:rze AyeB}>0. 

(2) 革 中 任何 凸 闭 集 巨 对 原点 有 最 佳 到 近 ( 即 上 有 个 点 与 原点 最 近 ). 

(3) 王 的 可 分 闭 线性 子 空间 上 上 的 连续 线性 泛 冰 了 都 使 {7 € LIf(z) = 
| 有 个 点 与 原点 最 近 . 
练习 24 设 蕊 是 可 分 赋 范 空间 及 而 MM= {ff EX*:|fi 1}. 

(1) 在 加 上 定义 度量 4 使 (JM,q) 中 收 合 就 是 弱 * 收敛 ， 

(2) 证 明 (JM, 四 为 紧 空 间 并 作 等 距 算 子 4: 一 C(M). 

(3) 作 等 距 算 子 B: CCM) 一 CIK) 和 也 :CCK) 一 CI0,1, 其 中 天 是 
Cantor 集 ， 

(4 基于 (2) 和 (3), 可 得 出 什么 结论 ? 
练习 25 说 明 1 中 自 反 的 闵 线 性 子 空 间 天 都 可 分 . 
练习 26 证 明 Banach 空间 c 和 co 拓扑 辣 构 但 不 等 距 同 构 . 
练习 27 举 鲍 说 明 不 等 上 距 同 构 的 Banach 空间 可 有 等 距 同 构 的 共 斩 空间 ， 
练习 28 证 明 可 分 度量 空间 六 可 等 距 挫 入 至 C[0,1] 中 . 
练习 29 设 赋 范 空间 区 的 凸 集 巨 有 内 点 . 当 wo 是 五 的 边界 点 时 , 有 了 E 三” 
使 超 平面 {Z|re f(z) = re f(z0)} 与 巨 存 Xo 相 切 , 即 

ref(z) ref{zo}:r EE. 

练习 30 没 巨 是 线性 空间 XX 的 的 非 空子 集 . 称 x 尾 的 代数 内 点 是 指 对 于 


科 中 任何 非 零 向 量 4 存在 ?0 使 {x 二 tu0 tt<r}EE. 
设 吾 居 吸 路 凸 集 ， 证 明 pE(X) < 1 当 且 仅 当 zw 是 吾 的 代数 内 点 . 


第 7 章 


Hilbert 空间 上 的 几何 与 算 子 


了 Hilbert 在 讨论 积分 方程 时 用 到 了 今天 称 之 为 的 了 ilbert 空间 ， 这 种 空间 化 
- 般 赋 范 空间 令 人 满 壮 的 地 方 在 于 其 中 任何 两 个 向 量 都 有 夹 角 ,从 而 可 将 Euclid 
几何 中 的 许多 结论 移植 过 来 . 


87.1 内 积 空间 


内 积 空间 是 Euclid 空间 的 最 直接 推广 ， 它 保留 了 向 量 夹 角 这 一 几何 基 . 


内 积 设 X 是 数 域 疏 上 线性 空间 ， 如 果 证 函 (小 :下 X 天 一 丐 满足 : 
(1) 对 第 一 变 元 的 线 人 性: 《az 十 69,2) 一 (2, 2) 十 bY, 2); 
(2) 共 壬 对 称 性 《zz 办 二 (9,7)[ 若 区 = 民 , 则 (2,9) = (9, 2)]; 
(3) 正定 性 ， ({z,z) 袜 0 车 (zx,2) 二 0, 则 z= 0; 
则 称 位 ,分 为 与 的 内 积 而 加 为 一 个 内 积 空间 ， 2 和 换 成 (4) 如 下 ， 
(4) 对 第 二 变 元 的 共 轿 线性 ， 《Zag 十 bz) = 瑟 2 功 十 D(z, 2). 
(5) 重要 等 式 ， 2 (Ti, Tj) A = (这 ai2i， > 0 让 0. 


和风 1 

(6) 内 积 空间 天 中 任何 向 量 组 Zi,…， ,Ln 的 Gram 矩阵 
{PI RI) TI TE2) (1 Fn) 
{ToT1) 《Zai7a) 人 az 
(pn Tl) {zn 2) | (pn Tn) 


尾 半 正定 阵 ， 它 是 正 冠 的 当 昌 公关 该 向 量 组 线性 无 关 ， 
{7} 内 积 空间 六 中 任何 向 量 2 与 4 满足 Schwarz 不 等 式 


lx, | & (x, z) (yy), 
其 中 等 号 成 立 当 且 仅 当 2 与 9 线性 相关 . 
平方 可 积 函 数 空间 [2(2M4, 1) 是 内 积 空间 {fj,9) = 4 5dh. 其 特例 有 平 


方 可 和 数列 空间 全, Euclid 空间 区 "(内 积 为 2, 人 = Da) 
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例 1 作 (0, 十 co) 上 的 函数 卢 (z)] = exp( 一 iz). 作为 2{0, 十 oo) 的 向 量 组 ， 
方太 的 Gram 阵 [1/(i 十 四 jnxn 是 正定 的 ,为 此 说 明 它们 线性 无 关 即 
可 ， 设 线性 组 台 ji 广 十 十 Gn 二 0, 风 0 tl 时 ，a1t 十 十 ant” 
几乎 处 处 为 0. 故 系数 mi 全 为 0. 


内 积 空间 ( 羡 ,《.,')) 按 成 为 赋 范 空间 ， 其 中 ||z| = V (2, 2). 
定理 1(Jordan-von Neumann}】 线性 空间 世上 范 数 |‖ :| 是 由 内 积 诱导 的 
当 且 仪 当 | | 适合 平和 四边形 公式 : 当 X,Y E 天 时 ， 
lz + + lz = yl = 20zl? + lyll). 


此 时 ， 实 空间 的 内 积 确定 于 以 下 极 化 恒等式 : 


_ le+yP -ls -ul 
(=. 


复 空间 的 内 积 确定 于 以 下 极 化 恒等式 : 
2_ 一 1] 之 
(ww = s+ = ley 


4 
Tet le VI 


下 面 介绍 两 个 向 量 的 夹 角 这 一 重要 几何 其 . 

夹 角 与 走 交 内 积 空间 多 的 主要 几何 特点 是 两 个 非 零 向 量 zt 和 4 有 来 角 
L(x,Y) = arccos(re(z, y) /zllliyll) 
_ llziP + lyl? = llz— yl 
2|zlll|ylh 

如 复 平面 CC 上， V1 与 1 夹 角 是 /2, 内 积 (V1,1} = VI 的 实 部 为 零 . 

(1) 余 落 定理 :re{z, 2 = zl|||yl| cos 2(z,) 

(2) 多 股 定理 ， z 与 9 的 夹 角 是 7/2 当 且 仅 当 zz 十 上 上 = 上 x 土 y> 

(3) 在 {2, 态 二 0 时 ， 称 工 与 y 直 交 并 记 为 YLy. 非 空 于 集 1M 中 的 向 量 
都 与 非 空 子 集 N 中 的 向 量 直 交 时 ， 记 MLN, 此 时 MNN < {0}. 

(4) 相互 直 交 的 线性 子 空间 也 … ,Ln 的 代数 和 三 称 为 L1,… ,Ln 的 
相交 和 ,了 田 .… 田 上 Ln 为 工 的 直 交 分 解 . 

(5) 命 户 (z)] = (7, 胃 ,得 大 上 连续 线性 泛 函 六 使 | 及 | = sl|. 

(6) 子 集 召 的 直 交 补 EB+ 一 {zE X|(z, 凡 = 0,y € 已 } 是 闭 线性 子 空 
间 . 
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(7) 0+ 二 于 而 Xt =0. 

(8) 吾 E 下 时 ， 下 + C B+( 直 交 补 随 于 集 的 递增 而 递减 )， 

(9) ai EF EC Er H E+ = (span BE)+. 

(10) 关 有 直 交 分 解 区 1 图 Na 当 上 且 仅 当 Xi = Xo 生 XX = 六 1. 
(11) 革 完备 时 ， XY 二 地 5i 到 当 且 权 当 E+ = 0. 


例 2 命 L+ 一 {fe (RIF(-z) = 十 Fo 任 取 广 Ey, 则 方 广 是 
奇 函 数 , 因此 (所,f-) 二 0. 这 样 LLL 每 个 Je L2(R) 都 形 如 所 十 了 ， 
其 中 f(z) = (FIz) 士 六 -2))A2. 因此 I2(R) = LL 由 L-. 


定理 2(O. Nikodym, F, Riesz) 内 积 空间 契 中 完备 凸 集 9 对 任何 TEX 
有 了 唯一 最 佳 道 近 zo 且 5 对 z 的 极 小 化 序列 (xz,) 都 收 伍 至 zo. 


引 理 3 设 工 是 内 积 空间 万 的 线性 子 空间 ， 2 EX HH xq E 世 则 wo 是 工 对 
Y 的 最 佳 逼近 当 目 仅 当 2 一 zo1LL. 此 时 称 zo 是 xz 在 工 上 的 直 交 投影. 


明显 地 ，Zzo 十 {w 一 x0) 是 相对 于 工 昌 5+ 的 直 交 分 解 ， 这 得 以 下 定理 


定理 4( 投 影 定理 ) 设 三 是 内 积 空间 万 的 完备 线性 于 空间 . 任何 zc 在 上 
上 有 了 唯一 直 交 投影 (因此 万 有 直 交 分 解 万 = 上 @@ 工 +). 


可 见 ， Hilbert 空间 中 闭 线性 子 空间 都 是 拓扑 可 补 的 . 一 般 而 言 ， 闭 线 福子 
空间 都 拓扑 可 补 的 Banach 空间 与 某 个 Hilbert 空间 拓扑 间 构 . 

者 要 考察 内 积 空间 下 上 连续 线性 泛 函 九 先 将 了 保 范 延 拓 至 万 的 完备 化 
区 上 ， 然 后 取 唯 一 y € 及 使 f(z) = (2, 信 恒 成 立 ， 


最 小 二 乘法 设 关 是 内 积 空间 .为 求 耻 中 向 量 x 在 有 限 维 线 福 子 空间 工 上 
的 直 交 投影 ， 取 工 中 向 量 组 {e1,… ,en} 使 任何 z0 E 五 有 了 崔 一 线性 组 合 
70 二 Qi6l 十 十 anen' 于 是 x0 为 了 8 在 工 上 的 直 交 投影 等 价 于 (4 一 zx0,ei) 一 
0 :1 二 n. 展开 这 些 式 于 得 


A1{e1, el 十 … + an(en, e1) 一 《2 21), 


Qi{ely 62) 十 .十 an{en, E2) = (2, 2), 


Q1(el en) + + Qn{en, En’ = {Z, En). 
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Cramer 阵 [(ei, 6j)]nxn 可 道 ， 据 Cramer 法 则 求 得 诸 系数 ， 


(B19€1) i {Te1) ‘7: {En,€1) 
(e156€2) ‘°° {Te2) ‘1 (en,€2) | 
0 二 {elEn) ‘** (FEn) {en,en) 
~ |(eel) 1 (ee1) 1 (en;e1)| 
(€1, €2) 机 《ea e2) 机 《En， ce2) 
(elyen) ':: (eien) '': (en:en) 
习 症 


练习 1 设 闫 是 内 积 空间 ， 证明 内 积 (X,Y) 局 《办 是 和 x 入 上 连续 函数 ， 
其 中 光 xXX 上 取 内 积 {(2, Y), (2z1 1)) 一 《了 71) 十 多， 1). 


练习 2 设 必 是 内 积 空间 而 D 是 其 子 集 使 柄 anD = 从, 证明 六 中 两 个 向 量 
7 与 x1 相等 当量 仅 当 > E DD 时 (x,2) = (X12). 


练习 3 对 于 一 列 内 积 空间 六 %, 作 赋 范 空间 


oO 
X= {r= {rn) rn E Xn :zl = 100°|z,|? < 十 col. 
nt 二 ] 


试 规定 羡 上 内 积 使 范 数 由 内 积 诱导 . 
练习 4 试 证 明 1/Av4 十 下 xn 是 正定 阵 . 


练习 5 证 画 了 :Cn x Cn 一 CC 成 为 Cm" 上 内 积 当 且 仅 当 有 个 ni 阶 正定 阵 4 
恒 使 f(x,y) = (Az, 急 , 其 中 后 者 是 Euclid 内 积 . 


练习 6 Banach 空间 Cl0,1] 与 局 上 范 数 不 能 由 内 积 锈 导 . 
练习 7 设 5; 是 内 积 空间 站 的 非 空 子 集 ， 证 明 CU Si) = A SF 
EE 3 所 
练习 8 使 f(0) = f(1) = 0 并且 导 函数 平方 可 积 的 绝对 连续 函数 了 : [0, ]] 一 


C 全 体 记 为 豆 , 它 按 函数 通常 的 线性 运算 和 范 数 上 有 = fz 成 为 赋 范 空间 . 
试 证 明 豆 完备 并 且 yp : 召 一 ( 是 连续 线性 泛 函 当 且 仅 当 存在 9 E 五 恒 使 
1 


二 / f(t)g’ (tat. 此 时 el = Jlgll. 
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练习 9 在 元?[0,1] 中 , 求 了 在 En = span{f1,… '} 上 的 直 交 投影 ， 其 中 
jz) = expz 而 f(x) = exp(2rjv—1z). 


练习 10 以 trlasyjnxn 表示 方 阵 [ai]axn 的 迹 一 其 对 角 线 上 诸 数 之 和 过 it 
对 于 两 个 m x n 阶 第 阵 攻 与 yy 命 公信 tr 其 中 加 玫 示 对 了 取 复 共 
力 转 置 . 试 证 明 m x n 阶 复 阵 全 体 Mmxn 按 人 ) 成 为 一 个 Hilbert 空间 . 


人 zo. 人 那么 问题 就 妇 
结 为 求 系数 1 … ,am 使 

D(a Dom) if D(a DD Birr 

I 也 1 i 有 Br jm i 


作 及" 中 的 向 量 也 = (zz 0 < 富 <n, 则 上 商 的 条 题 相当 于 求 oi 
使 》 otii 与 to 的 距离 最 小 ， 此 时 可 用 什么 方法 求解 ? 
i 二 1 


练习 12 试 证 明 Hardy 空间 HH?(T}) 是 Banach 空间 ， 其 中 
H?T) = {f € IPT f fl2)2" dz = 0,n € Z+}, 
T 


而 |dz|: 是 于 上 狐 长 测度 ， 特 草地 ， 五?(T)] 是 Hilbert 空间 . 


练习 13 设 内 积 空间 无 中 序列 (zn) 弱 收 伍 于 且 人 za 由 收 化 于 四 zl, 证 明 
(zn) 强 收 钱 于 工 


练习 14 证明， Hilbert 空间 蕊 中 序列 (zan] 依 范 数 收 伍 于 zo 当 且 仅 当 【Zn) 
一 致 收敛 于 20, 其 中 地 是 单位 球 而 5 上 的 函数 站) = 《zz， 从 


练习 15 用 Hilbert 空间 上 连续 线性 泛 函 的 下 , Riesz 表示 定理 ( 见 86.2) 证 明 
Radon-Nikodym 定理 ( 见 84.3). 


练习 16 证 明 ， 内 积 空间 浆 是 一 致 三 的 和 严格 赋 范 的 . 

练习 17(Banach-Saks 定理 ) 设 1 p< 二 oo 且 L?( 久 ,pj4) 中 序列 (所) 弱 
收敛 于 f, 则 有 子 列 (fk,) 使 算术 平均 序列 (> 全 )?e1 平均 收 伍 于 了 ， 试 证 
明 p = 2 时 的 结 

练习 18 人 17) 设 内 积 空间 苹 中 序列 (zn) 弱 收 敏 于 z, 证 明 有 子 列 
(zk ) 使 算术 平均 序列 (> 34 ) 和 5 1 依 范 数 收敛 于 z 


练习 19 设 5S 是 Hilbert 空间 六 的 闭 凸 集 ， 将 x € 日 在 人 S 上 的 最 佳 遂 近 记 
为 (x), 证 明 fF: 苹 一 5 是 连续 映射 进而 XE 5 时， f(2) 一 
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87.2 共 元 算 了 于 


Hilbert 空间 的 自 对 偶 性 使 得 Hilbert 空间 之 加 有 界线 性 算 子 的 共 辑 易于 讨 
论 . 设 半 和 YY 是 Hilbert 空间 , 将 入 XI 与 Y x 广 作成 Hilbert 空间 ， 其 
内 积分 别 如 下 
(zl 91), (F212)) 二 (1 22) 十 (Wi Ya), 
US £1), (y2, £2)) = (0 加 ) 十 (1 72)- 


定理 1 Hilbert 空间 之 间 的 映射 4 : 下 一 了 是 有 界线 性 算 子 当量 仅 当 有 ( 唯 
一 ) 映射 4* :一 基 使 YEX 且 yEY 时 ， 


(4x, = (7, 好 (Ax, 2), (¥, 4") = 0. 


此 时 A* 也 是 有 界线 性 算 子 ， 称 之 为 A 的 共 抑 工 子 . 它们 有 以 下 性 质 ， 
(四 4 是 寻 的 共 罗 算 子 即 A** 一 4A( 这 源 自 定义 ). 
0 ) 革 =kerA@BiiA*HY = kerA* BianA. 
(3) 上 二 4 中 且 4*4| = 4 
) (0: 基 一 了 "= (0:Y 一天) 此 处 两 个 0 都 代表 零 算 子 . 
(5) (让 一 半 )* = (了 ;六 一 六), 此 处 本 代 表 恒 等 式 . 
(6) (aA + bBY* — aA* +bB". 
(7) (CA = A*C*, 其 中 A: 了 一 Y 而 CC:Y 一 2. 


例 1 设 (M, 4) 是 全 o- 有 限 测 度 空间 任 取 天 E 02(M x M,k4 xXx), 命 
(Af)(s) = 4 Kl(s,t)f (tat: f € D2(M, Hp). 


(4 


这 得 到 映射 A : ?2(M, 1) 一 ey 站. 注意 到 
/ I 0 gs)ds = { f(t)dtf g(s)K(s,t)ds, 
这 得 (A*g) = /9 g(t Kt, s) Kl(t, sjdt. 此 时 ， 将 蕊 A* 是 Fredholm 型 积分 算 子 
的 例子 而 KK 与 kK* 分 别 是 它们 的 积分 核 ， 其 中 K*(s,t) = K(t, s). 
若 将 有 界线 性 算 子 视 为 人 征 阵 的 推广 ， 则 共 轿 算 子 就 是 共 轿 阵 的 推广 . 
例 2 命 my : (Mp) 一 了 (Mp) 同 856.2 例 6, 则 ms = msg, 这 是 因为 
(pg,h) 一 (9, Ph) = ,| pghdp. 
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本 牌子 Hilbert 空间 之 间 使 Br* 苯 一 了 :天 一 三 而 TD = 了:Y 一 YY 的 有 
界线 性 算 子 0U : 外 -一 了 称 为 丁 站 子 . 这 即 U1 一 Ut*, 也 即 UV 是 满 射 且 保 持 
内 积 ， {Uxi, Dozoy 一 人 7172)， 它 实现 了 万 与 了 的 酝 同 构 . 

(1) 本 算 子 是 等 路 向 梅 ， 异 等 算 子 是 丁 算 子 ， 酉 算 子 的 逆 算 子 是 西 算 子 .两 
个 本 算 子 的 复 台 是 酉 算 子 ， 蓝 得 西 算 子 可 用 等 距 算 子 的 保 范 引 指 方法 . 

(2) 有 对 西 算 于 Fi : 2(R") 一 J2(R") 使 fe LiNI2 时 ， 


(Pi4f)(r) = exp(+2# V1 .Wf (Wdy. 


此 时 吾 与 天 | 分 别称 为 天 -Fourier 变换 与 道 变 换 ， 它们 互 为 共 罗 算 子 . 

一般 平方 可 积 函 数 了 的 五 2-Fourier( 道 ) 变换 术 能 直接 用 以 上 公式 定义 ， 
因为 此 式 中 积分 可 能 无 意义 ， 为 计算 Lf, 当 |z| 7? 时, 命 f(x) = 了 (7); 
否则 , 命 方 (z) 一 0 这 得 所 & 站 2 使 lim |fr 一 fz = 0, 从 而 
im | 太后 一 了 fllz = 0. 因此 有 正 无穷 大 量 (rk) 使 


Fifl(z)= lim f exp(+27rv lr. f(y)dy. 


号 
yr 


例 3 对 于 函数 了 :T 一 人 命 (UV 有 (由 = flexp(V 一 I)), 这 得 区 间 [0, 27) 
上 的 函数 Uf 了. 我们 将 用 U 获得 更 多 信息 . , 

(1) UV 保持 函数 的 线性 运算 ， Ul(af 十 本) = aU f+ BUg. 

(2) U 保持 函数 的 共 辑 运算 ， U7 了 = UDF. 

(3) U 保持 函数 的 乘法 运算 ， U (fg) = (CC9)， 

(4) n 是 整数 上 且 enfz)] = z? 时 ， (Uen)(t) = exp(nv=1t). 

(5) f(z) = 5 akz* 且 内 有 有 限 项 a 非 零 当 且 仅 当 Uf 是 三 角 多 项 式 . 


毛孔 
此 时 也 称 了 为 三 角 多 项 式 ( 务 请 注意 ,， 这 里 |z| = 1). 
(6) U(A) = 全 其 中 A = span{z"In eT} 而 人 是 三 角 多 项 式 全 体 


span{exp(rv—1)|n € Z} = span{sin(n.), cos(n)|n € N}. 


(7) 1 < p< 二 00 时 ，U :LP(T) 一 LP[0,27) 是 等 距 同 构 ， 首先， 对 于 
了 < LP(T) 作 变 量 代 换 得 


27 


{fla) Pla2l = | |f (exp(v—1t))|rat. 
其 次 , 当 9 € LP[0,27) 时 , 命 flexp{V 一 12)) = g(t), 得 & LP(T) 使 
Uf 二 9. 可 见 U 是 满 的 等 路线 性 算 子 . 
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(8) U : L2(T) 上 2[0,27) 是 本 算 子 ， 据 (7) 说 明 它 它 保持 内 积 即 可 。 
1 /Co)90)aah = | flexp(V -10) glerp Vi) 


(9) U : C(T) 一 Cor 是 等 距 同 构 ， 显然 上 0 了 | = | 州 . 当 9 € Car 时 ， 
命 f(z) = g(), 其 中 2 二 exp(Y 一 1 则 Uf = 9. 因此 UV 是 满 射 

(10) UV :LX{T) 一 了 ,27) 是 等 距 同 构 ， fiw = foc. 

{11) 1 所 p< 十 co 时 ， 上 LP?(T) 按 L?- 范 数 有 个 稠密 集 span{2”|n € 名 }， 
这 个 集合 按 最 大 模范 数 稠 于 C2x. 

(12) 1 所 PP < +oo 时 ， 了 pl0,2r) 接 LP?- 范 数 有 个 稠密 集 如 下 


span{exp(nv —1)|n € 2} = span{sin(n.), cos(n.)In € N}. 
(13) Cor 按 最 大 模范 数 有 个 稠密 集 如 上 . 
据 上 例 ， C(T) 可 等 同 于 C2x, 而 L?(T) 等 同 于 上 ?10, 27). 


例 4 设 1 << p 所 +00， 将 [0,2| 上 函数 限制 在 [0,27), (0,2z] 及 {0,27) 
上 ， LP[0,27] 可 等 同 于 5L?[0, 27), LP(0,2x] 及 LP(0,27). 


在 例 2 中 ，mgpme 与 remzp 等 于 mpl2. 当 yp 是 实 阔 数 时 ，myp 二 my. 
- " 般 地 , 使 44 = 44” 的 有 界线 性 算 子 4 : 豆 一 及 称 为 正规 算 子 . 使 
4 二 4 的 有 界线 性 算 子 4 称 为 自 伴 算 子 , 
性 质 2 设 互 是 于 ibert 空间 而 4 :一 于 是 有 界线 性 算 子 . 

人 ) 于 是 实 空间 月 A 是 自 伴 算 子 时 ， A 满足 视 化 恒等式 : 


一 1 不 1 
(nD = Pt 1) 由 + CY) 


(2) 瑟 是 复 空间 时 ， 4 总 满足 板 化 恒等式 ; 


总 k 
(Az,y) = > VT EY ty 
此 时 A 是 自 伴 算 子 当量 仅 当 《Ax, 2) 恒 是 实数 
(3) 4 是 正规 算 子 当日 仅 当 | 4z|| = | 4*z| 恒 成 立 ， 此 时 ， 对 任何 自然 数 
入 有 首要 | = 4 本. 进而 ker A = ker A* 有 Tan A = a0 A*. 
(4) A 是 下 有 界 的 正规 算 子 时 ， 4 可 逆 昌 其 逆 算 子 有 界 . 
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(5) 五 是 复 空间 时 ， 4 的 实 部 re A 二 {4 十 A*)/2 与 虚 部 imA = 
(4 一 A*)/2y 一 1 都 自 伴 使 A4=reA+vV-1limA 及 A* 一 re A-v-limA. 
进而 

= (re A)? + (im A)? + V1l(re Aim A — im Are A), 
AA* = (re A + (im AA) + Villim AreA— reAimA). 

此 时 ， A 是 正规 算 子 当 且 仅 当 re Aim 4 = im A re A 当日 仅 当 A*A 二 
(re AY? + (im 4)2 当 且 仅 当 AAd* = (re 4)2 二 (im 4)?2. 

(6) 自 伴 算 子 全 体 B( 瑟 )ss 按 算 子 范 数 是 实 Banach 空间 . 它 还 自然 地 是 仿 
序 集 ， 4 所 BB 表示 EH 人 时， (Ax,zy & (Bz, 0) 

(7) 4 是 自 伴 算 子 时 ， 14l| = sup [Az,z)| +4 < |iANI. 

站 | 之 
(8) 4 是 正 算 子 ( 即 4 之 0) 时 ， 对 于 zy E 和 有 Schwarz 不 等 式 
(Az, WD) & (Az, 7)(Ay,W. 

(9) 41 与 42 是 自 伴 算 子 时 ， A1 所 A2 当日 仅 当 Az 一 41 是 正 算 子 . 此 
时 BA1B* < BAsB"*, 其 中 BB :于 一 Hi 是 有 界线 性 算 子 . 

罕 算 于 0 与 惜 等 算 子 了 是 正 算 子 . 正 算 子 是 半 正 定 阵 的 推广 例 2 中 当 

0 时 ， my 是 正 算 子 ; 当 jp| =1 时 ，m%moy = 了 
半 观 线性 泛 函 设 了 和 了 是 数 域 政 上 线 福 空间 ， 称 汉 卫 1: 站 xY 一 幅 为 
半 双 线性 泡 函 是 指 它 关 于 第 一 变量 是 线性 的 ， 

(alizl + QR2, Y) = of {x1, VY) 十 baf (x2,Y) 
且 关 于 第 二 变量 是 共 示 线 性 的 : 
fr, biys + baya) = Dif (zx, 1) + baf (x, y2). 
(1) 恒 使 f(z 一 f(ypyw)} 的 1: 了 x 甘 一 区 称 为 Hermite 琵 函 . 
(2) 在 XX 是 复 空间 时 ， 半 双 线 性 证 冰 f : 基 x 天 一 C 满足 极 化 恒等式 


f(r + VT wetv-Ty 


fr, Y) = Vv 


节 时 ， 了 为 Hermite 汉 函 当 且 仅 当 f(x, 2) 惜 为 实数 . 

(3) 在 蕊 为 实 空间 时 ， 半 双 线 性 泛 函 了 :不 X 瑟 一 人 为 Hermite 泛 国 当 
且 仅 当 了 满足 极 化 恒等式 ; 
过 C1) f(T + (~—1)*y, z+ CD 


flzx,Y) = 必 了 
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(和 9 半 双 线性 江 函 有: 蔷 x 了 一 区 全 体 是 区 上 的 线性 空间 . 

(5) 在 天 和 了 都 是 赋 范 空间 时 ， 以 下 条 件 等 价 ， 

(5a) 半 双 线性 省 男 了 :万 x 了 一 发 是 连续 的 . 

(5b) 有 正 实 数 c 恒 使 17(z, 切 | < 可 zy 

(5c) 范 数 jj 有 限 ， 其 中 f= sup{fz, 2D)| :zl < 1 yl < 二 

如 命 p(f,9) = f(0)g(0), 得 半 双 线性 证 函 p : Cl0,1] x CI0,1] 一 CC 使 
lef,9)| 所 上 fgh. 进 面 ，jip) = 1. 


定理 3 设 革 和 YY 是 [完备 内 积 空间 则 访 : 天 XY 一 区 是 [有 界 | 半 双 线 
性 的 当 且 仅 当 有 唯一 [有 界 ] 线性 算 子 4 : 革 一 站 恒 使 hz, 胃 一 人 dz 欠 此 
时 ， 有 = 二 届 让 在 革 = 丫 时， 是 Hermite 泛 函 当 且 仅 当 4 是 自 伴 算 子 ]. 


这 定理 表明 在 Hilbert 空间 范畴 内 讨论 有 界 半 驱 线 性 渗 函 相当 于 讨论 有 界线 
性 算 子 ， 而 Hermite 泛 函 相当 于 自 伴 算 子 . 


二 次 泛 滴 称 9: 站 一 区 为 二 次 泛 函 是 指 它 满足 二 次 齐 性 : 
gfaz) = Jal:g(z) :aE RK,zEX 
和 平行 四 边 形 公式 ， 当 X,Y EX 时 ， 
g(r + + g(r — Y) = 29(7) + 29(9). 
(1) 当天 是 复 空 间 时 ， 9 诱导 了 个 半 双 线性 证 困 站 : 针 X 半 一 CC 使 


8(z 士 正切 艺 
f(z,y) = 2 i 


(2) 当 革 是 实 空间 时 ， 9 活 导 了 个 学 双 线 性 泛 机 :人 革 x 天 一 腿 使 
f(z,Y) = 2 9+ CCD, 
(3) 当 站 是 赋 范 空间 时 ，g 连续 当 且 仅 当 以 上 站 连续， 此 时 称 9 有 界 . 
这 表明 讨论 二 次 水 函 相当 于 讨论 半 双 线性 斌 函 ， 据 此 和 富 理 3 得 以 下 结论 ， 
定理 4 设 X 是 [完备 | 内 积 空间 ， 则 9g : 蔷 一 区 是 [有 界 | 二 次 证 函 当日 仅 当 
一 [有 界 | 线性 算 子 4: 下 一 外 恒 使 9(2) 二 {Ax, 2)[ 此 时 ， 9 是 实 二 次 
泛 函 当 匡 仅 当 4 是 自 伴 算 子 |. 


称 半 双 线性 证 画 请 : 耻 x 针 一 区 下 有 界 是 指 有 正 实数 ¢ 使 
(Fz, x)| > cllzll :zr EX. 
定理 5(Lax-Milgram)】 设 站 是 Hilbert 空间 右上 有 界 且 下 有 界 的 半 双 线 


人 性 泛 函 ， 则 有 可 道 有 界线 性 算 于 4 :二 一 瑟 使 A le 且 f{z,y) = 
{Ax,Y) 恒 成 立 ， 


习题 
练习 1 设 线性 算 子 4 : 2 一 2 为 无 限 阶 复 值 矩阵 [0i;];,731 所 诱导，Yy = 4z 
当 且 仅 当 9 的 每 个 分 量 yj = 2 anjXj( 这 是 Cauchy 和 ). 这 写成 以 下 形式 
2 二 


Ea Ql Ca i Gln Tl 
V2 G21 G22 i 02n Ta 


Yr Cnpl Qn2 Gn “1 Ln 


证 明 ， (1) 当 nn 二 1,2,.'， 时 ， an + en2l? 十 … < Oo. 
(2) 4 是 有 界线 性 算 子 当 旦 仅 当 存 在 常数 c 之 0 使 m 和 mn 是 正 整数 时 


S12 QI < Ee 


3) 如 果 2 leisl? < +occ 则 人 4 和 laiyl2. 
jl V tj 守 1 


练习 2tSchur 判别 法 ) 设 [aij]i,yz1 是 个 无 限 阶 非 负 数值 矩阵 而 《Pi] 旦 正 数 
列 . 设 非 负 实数 上 和 上 使 ?ai272i < Bp; 且 20505 cpi 恒 对 ， 则 [ij] 诱 
人 2 


导 -个 线性 算 子 4 ;8 天 使 142 < be. 
练 可 3 设 4: 六 一 产 是 由 无 限 阶 敌阵 [7 jl 所 诱导 的 线性 算 子 ， 证 明 
由 是 正 算 子 且 4|| 系 T， 


练习 4 设 Yo 是 内 积 空间 外 中 非 鹤 间 量 . 命 UX = X60 十 3, 说 明 上 映射 UU :二 一 
让 是 等 中 同上 是 但 非 线 社 算 子 . 


练习 5 设 天 是 复线 性 空间 (也 视 为 实 线 性 空间 ), 证 明 泛 了 沙 《(|-) : 关 x 针 二 人 
是 复 内 积 当 且 仅 当 有 个 实 内 积 《-,') : 基 X 苇 一 民 使 恒 成 并 


他 | 分 = 代 , 甸 十 V 一 1(z,V 一 1 分 
此 时 复 内 积 与 实 内 积 诱 导 相 同 的 范 数 和 相同 的 疝 量 夹 角 . 


练习 6 设 半 和 YY 是 突 内 积 空 间 ， 设 等 中 映射 0: 针 一 了 使 U0 = 0, 证 明 
U 是 线性 算 子 . 
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练习 了 设 扎 和 了 是 复 内 积 空间 . 使 U0 = 0 的 等 距 映 射 太 : 天 一 了 是 否 为 
线性 算 子 ? 如 果 不 是 ， 试 加 一 最 简 条 件 使 它 成 为 线性 算 子 . 
练习 8 设 是 复 Hiibert 空间 ， A : X -XX 是 有 界线 性 算 子 ， 证明; 

(1) 4 = A* 当 是 仅 当 2 € X 时 ，《4z,z) 是 实数 . 

(2) 44 = 一 A* 当 且 仅 当 x EE 天 时， (Ax,z) 居 虚 数 . 
练习 9 作 算 子 Ur :个 (Z) 一 (Z) 使 Urz 的 第 n 项 是 zn41. 证 明 Uy 与 
U_ 世 为 共 罗 算 子 且 它们 都 是 酉 算 子 ， 
练习 10 设 ;六 一 闫 是 正 算 于 ,证明 | 4|| = supff4azzy :zx€(X)1}. 
练习 1 设 (MM, 4) 是非 平 凡 的 全 o- 有 限 测 度 空间 ， 证 明 52(2M, jj) 上 有 界线 
性 算 子 4 是 乘法 算 于 一 存在 本 性 有 界 函 数 yp 使 4 = me 当 且 仅 当 [2(M, 门 
F 屁 法 算 子 BB 都 与 4 交换 AB= BA. 
练习 12 试 作 一 个 无 界线 性 算 子 4 :一 上 使 Aen = 二 0,n€EZB. 当 c>00 
时 ， 作 个 有 界线 性 算 子 B: 品 一 忆 使 sup|Benlz =1 且 BI| > 


练习 13 设 44: 针 一 了 和 如 :YY 一 半 是 内 积 空间 之 间 的 映射 使 
(ATW = (x, BN :TE XYEY. 
问 : 和 和 如 是 否 是 线性 算 于 ? 若是 ， 它 们 是 否 有 界 ? 


练习 14 证 明 ， Hilbert 空间 之 间 有 界线 性 算 子 序列 (An : 互 一 了) 翌 算 子 收 
化 当 仅 当 z EE 革 有 YEY 时 数列 ((42z; 办 ) 收敛 ， 


练习 15 证 明 : ”Hilbert 空间 上 自 伴 算 子 序列 (4 : 玉 一 互 ) 轮 算 子 收 钱 当 
且 公 当 了 E 匡 时 数列 (42z, 2 收敛 .此 时 【4 的 弱 算 子 极限 4 也 是 自 伴 
算 子 ， 在 4 都 是 正 算 于 时 ， 4 也 是 正 算 子 . 


练习 16 设 玉 是 非 平凡 复 Hilbert 空间 ， 规 定 有 界线 性 算 予 4 :五 一 互 的 
数值 值 域 ST 4 是 数 集 {(Ax,z)|z EH:|z||= 1}. 

(1) 求索 算 子 0 : 五 一 吾 和 恒 等 算 子 了: 里 一 吾 的 数值 值 域 . 

(2) 求 卫 : 户 一 也 的 数值 值 域 ， 其 中 (Px); = Xaz (zi 

(3) 设 8 和 < 是 复数 ， 证明 sr(bA 寺 ci) = bsrA+c. 

(4) 设 sr 4 中 的 入 满足 | 和 | 二 4, 证 明 和 是 4 的 特征 值 . 

(5) 举例 说 明 数 值 值 域 sr 4 不 一 定 是 闭 集 . 


练习 17(Toeplitz-Hausdorf 定理 ) 有 界线 性 算 子 的 数值 值 域 都 是 凸 集 . 
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练习 18 设 J 是 无 限 集 ，9 : 有 2(.) 一 C 是 不 连续 的 线性 汉 前 . 使 z|y 6E 六 () 
且 zz(9) = g(x|y) 的 函数 x : J {9} 一 C 的 全 体 五 按 函 数 通常 的 线性 运算 
组 成 一 个 线性 空间 证明: 

(五 按 内 积 (Z| 办 二 (Z|z,9|J) 成 为 Hilbert 空间 

(2) 矿 上 赋值 汉 函 x rz( 们 连续 (其 中 iE 胃 , 但 赋值 泛 函 2 I(9) 不 
连续 . 


练习 39 设 {X,1 和 (YY,v) 是 金 o- 有 限 测度 空间 .关于 乘积 测度 平方 可 积 的 
函数 玉 :Y x 久 一 CC 诱导 了 映射 4; 2(X,4) 一 2(Y,v) 使 


(Af)(¥) = Ky, zf)u(dr): fF EL (XH YEY. 


证 明 4 是 有 限 秩 算 子 当 日 仅 当 入 上 有 有 限 个 平方 可 积 函 数 el … ,en 且 Y 上 
有 有 限 个 平方 可 积 函 数 外 ,gn 使 关于 乘积 测度 几乎 处 处 有 


性 


K(y,7) = ) gi(Wei(z) : (y,r7) EY xX. 


i=1 


67.3 基 与 维 数 
走 交 系 是 内 积 空 间 中 独 有 的 现象 ， 它 有 助 于 理解 内 积 空 间 的 结构 . 


直 交 系 内 积 空间 中 相互 直 交 的 《单位 ) 向量 组 成 的 集 称 为 {规范 ) 直 交 系 . 
(1) 对 直 交 系 {zx1,.…… , xn} 用 勾 股 定理 得 
bi Ee 2 
(2) 无 零 向 量 的 直 交 系 是 线性 无 关 集 . 
(3) 构造 直 交 系 可 用 Gram-Schmidt 直 交 化 法 : 设 {zi 刘 < m} 是 内 积 
空间 XX 中 至 多 可 列 个 线性 无 关 的 向 量 (zn)igsn<m(2 所 m < 十 00). 命 


Ti 
已] 三 二 
lzall 
2 一 (Ta,61)61 
£2 一 1 
|lza — {x2, elyei 
e Tn 一 [en, ei)el 十 … 十 {Tn, en -1ien-1] 
只 


~ llen ~ [(zn, ender + :+ (zn, en 1)en ll 
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则 {eili < mj} 是 规范 直 交 系 使 ] < Rn < m 时 ， 
span{z1,.* ,Zn = span{e1,... ,en}. 

(4) 修正 的 Gram-Schmidt 直 交 化 法 ， 设 (Xn) 是 内 积 空间 中 序列 ， 则 
(en) 是 直 交 序列 ， 其 中 el = z1 而 (约定 0/0 = 0) 

(Ln, ees 
icn (ei,€i) 
对 任何 正 整 数 nn, span{T1,… ,Xn} 二 span{el,'… ,en}. 
定理 1(Riesz-Fischer) Hilbert 空间 羡 的 直 交 系 {zili € J 使 级 数 》 2 

证 了 


收敛 当 且 仅 当 2 llzill” < 十 oo- 此 时 ， 至 多 可 列 项 zi 非 零 
iE 


en = Tn 一 


定理 2 设 户 基 内 积 空间 其 的 规范 直 交 系 ， 则 任何 2 EE 匡 关 于 加 的 Fourier 
系数 人 z,e) 非 零 的 项 至 多 有 可 列 个 且 z 关于 召 适合 Bessel 不 等 式 


2 lz, eo) < lr. 
eeEE 


进而 以 下 条 件 等 价 ， 
(1) x 关于 忆 适合 Parseva] 等 式 ; 用 zl = 2 lc, ej|2， 


(2) 关于 吾 的 Fourier 经 数 的 和 为 六, 即 交 一 Zp 《ZEye， 
(3) z 与 六 中 任何 向 量 2 适合 等 式 ， {X,Y) = 豆 人 efe 其， 
{4) zx 是 线性 子 空间 span 五 的 接触 点 zx E spi. 
站 交 基 设 号 是 内 积 空 间 多 中 不 会 零 向 量 的 直 交 系 . 
(1) 如 果 span EE 稠 于 关 , 则 称 忆 是 蔷 的 一 个 直 交 基 . 此 时 可 得 - -个 规范 
直 交 基 {ej/j|el : e E El}, 而 Parseval 等 式 和 Fourier 级 数 取 如 下 形式 ， 
2 [te eye 
站 
(2) 没 书 是 直 交 基 ， 则 可 - = {0}. 道 命 题 在 蔷 完备 时 成 立 . 
(3) 设 五 是 天 的 闭 线性 子 空 间 工 的 规范 直 交 基 ， 则 向 量 x 在 上 上 有 直 交 
投影 当 且 仅 当 级 数 2 人 eje 依 范 数 收 合 {于 z 的 直 交 投影 ). 
ee 
(4) 内 积 空间 可 分 当 且 仅 当 它 有 至 多 可 列 个 向 量 组 成 一 个 直 交 基 . 
(5) 非 平 凡 Hilbert 空间 X 总 有 个 规范 直 交 基 . 
以 ei 记 J 上 在 取 值 为 1 而 在 其 他 地 方 取 值 为 0 的 函数 ， 则 {eili € , 姜 
是 人 2(J) 的 规范 直 交 基 , 在 讨论 实 Hilbert 空间 时 ， 可 认为 2(. 刀 由 平方 可 和 的 
实 曙 数 格 成 . 
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定理 3 设 忆 是 Hilbert 空间 瑟 的 规范 直 交 基 , 则 瑟 与 (E) 酉 同 构 . 进 
而 ， 王 的 势 ( 称 为 过 的 直 交 维 数 ， 记 为 dim 刁 ) 与 五 的 选取 无 关 . 当 五 有 限 


时 ， 七 酉 同 构 于 玉 | 召 ; 再 订 列 时 ， 六 酉 同 构 于 习 . 


例 1(Legendre 条 项 式 ) 命 不 (zZ)] = ((z2 一 了 本 后) :大 一 0,1,2.….， 其 中 
{Ek) 表示 阶 导数 . 由 于 hw 是 ni 次 多 项 式 ，x” 可 由 mofz) ,nz) 线性 


组 合 , 这 样 span{ho, hi1, > -} 在 L2[—1, 1] 中 稠密 . 
当 人 过 大 二 区 时 ， 士 ] 是 ((z2 一 1)")(9 的 零点 .于 是 


(hs hrm) = ez ~ Dae? Dec 
1 
二 | ((z2 _ 1 一 DZz2 1)™)mt ar 
-1 
= Je - Dr(lcz — D™ tae 
~] 


土 面 用 到 了 分 部 积分 . 当 mm 之 时 ，((22 一 t+ 和 = 0, 胡 (hn, hm) 
如 果 mm 二 7, 则 ((2?2 一 17)2m = (2n)l, 天 此 


(下 h } 一 )” Un 六 (z2 一 1 (2n)ldz 一 CD” oon+1 
一 1 27 十 二 ” 
于 是 {hw} 是 52[ 一 1,1] 的 直 交 基 ， 将 hh 规范 化 得 个 Legendre 多 项 式 


da" ff2n+1 (rz — 1)" 
cm 2 2 


于 是 Legendre 多 项 式 序列 {Lo, 1,…} 是 L*[~1,1| 的 规范 直 交 基 . 


Ln(X) = :n= 0,1,-.… 


例 2 在 单位 圆周 T 的 Borel 集 代数 上 ， 取 弧 长 测度 |dz|1. 命 en(z) = 加 


互 = {en|n € 名 } 是 L*(T) 的 直 交 系 : 


0, mn 
27, m= nn. 


一 27 
f emlz)enta)ldzl = f el VTtgt = { 
T 0 


因为 span 忆 在 L2(T) 中 秽 密 ( 见 85.5 例 2), 所 以 召 是 直 交 基 . 


一 0. 


; 则 
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例 3 函数 系 {exp(V 一 lnz)|m & ZZ} 和 三 角 函 数 系 {1, cosnz, sinnzjn 之 1}) 
都 是 L210, 27) 中 的 直 交 系 ， 据 87.2 例 3 它们 还 是 直 交 基 . 

因为 这 些 三 角 隙 数 的 周期 都 为 2r, 据 Lebesgue 积分 的 平移 不 变性 , 这 两 个 
函数 系 还 是 L?( 义 ) 的 直 交 基 ， 其 中 半 是 长 度 为 2 的 任何 类 型 的 区 间 . 

平方 可 积 函 数 了 : [一 7,7] 一 C 关于 三 角 卫 数 系 的 Fourier 级 数 是 

f(zx) = 也 十 入 (Gn cos nz + bn, sin ng), 
nn 二 1 

其 中 级 数 依 平方 平均 收敛 于 f, 而 Fourier 系数 an 与 如 由 下 式 确 定 ， 


an = f fr) cosnzdr :n=0,1,..-, 
1 TT 
bn = 一 f flr) sinnzadr :n= 1,2,... 
此 时 的 Parseval 等 式 是 


了 MGPw = + th 


有 限 维 Hilbert 空间 的 直 交 维 数 就 是 它 的 线性 维 数 一 线性 基 的 势 ， 而 无 限 
维 Hilbert 空间 的 直 交 维 数 小 于 其 线性 维 数 .这 见 下 例 . 


例 4 2 的 直 交 维 数 是 No, 因为 {en|n = 1,2,…'} 是 其 直 交 基 . 但 12 的 线性 
维 数 是 NR. 为 此 ， 命 五 = {可 ,…) :0 < 由 <1), 则 |E|= NR. 任 取 互 
异 的 数组 页,，… ,tn, 由 Vandermonde 行列 式 得 


t] 可 地 
ta 1 要 
det ， ， ， “tn I Gt: —t;). 
; ， ”， ; 了 
tn 让 下 
可 见 ， (在; 本 ,可 ),… (起 可) 线性 无 关 ， 因 此 
(可 


线性 无 关 . 这 样 吾 是 1 中 线 竹 无 关 集 . 因此 /2 的 线性 基 BB 的 势 |B| > N. 又 
12 的 势 是 N, 秦 |B| < 以 
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习 题 
练习 1 证 明 Bergman 空间 A (DD) 有 个 规范 直 交 基 {en|m 0}, 其 中 
ent2) = znt l/r:n=0,1,... 

练习 2 证 明 L?(R) 有 个 规范 直 交 基 {Jo,|n 之 0}, 其 中 

1 2Z2 d"(exp(—22)) 
Vom 2 dzn : 
练习 3 证 明 {Hln > 0} 是 L?(R,exp( 一 22)dz) 的 规范 直 交 基 ， 其 中 

expfz2] d"exp(—22) 
Hn 二 一 
© Vomnlyn dr 


这 称 为 Hermite 多 项 式 ， 而 研 2( 展 ,exp{ 一 22)dz) 是 满足 以 下 条 件 


hn lx) = 


[#2 := fF |F (Cr) exp(—z2)dz < 十 ca 
的 Borel 函数 了 : 眉 一 CC 全 体 按 以 下 内 积 所 成 的 Hilbert 空间 
十 Be _ 
(Ff, := 了 Flzjg(z] exp( 一 z2]az， 
练习 4 (1) 记 下 = {fsinmzln = 1,2,…-》, 证 明 它 是 L2 从 ,7] 的 直 交 基 . 
(分 记 吾 一 {feosnzln = 0,1,.…}, 证 明 它 是 2[0,7] 的 直 交 基 . 


练习 5 证 明 {Tx|n 二 0,1,.…} 构 成 [2({ 一 1,1); ) 的 直 交 基 ， 其 中 


dx 
v1l— zx? 
T(z) = cos{n arccos £}. 


这 称 为 Te6pmmes 多 项 式 , 而 L2(( 一 1,1); ) 是 满足 条 件 : 


dr 
,三 


所 十 oo 


1 及 = / Ml A 
的 Borel 函数 了 金 体 按 以 下 内 积 所 成 的 Hilbert 空间 : 


1 —— dr 
(f,9) 一 je)g(zh = 
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练习 6 记 卫 = {z EC :|z| < 1]}, 这 是 复 平面 上 的 单位 开 圆 盘 . 设 了 :了 一 你 
是 解析 函数 ， f(z) = 科 anzn， 以 互 2 记 使 总 lan|? 收敛 的 解析 函数 了 的 


畴 学 站 


全 体 ， 证 明 六 ?2 按 以 下 内 积 成 为 一 个 Hilbert 点 | 
(f,9) = 2 Qnbn 


如 果 {eo, e1,"… 】 是 吾 ” 的 一 个 规范 直 交 基 ， 证 明 当 |z| < 1, |w| < 1 时 成 立 
3，enfzjenfa0 = 1/(1 — z). 
D 


入 祈 


练习 7 对 于 多 项 式 f(z) = 二 aizi, 在 2(D) 中 计算 dd 42(D))， 


练习 8 命 {fy E 了 同 87.1 练习 9. 对 于 非 零 实数 t, 命 f(x) = exp(tz). 
在 2[0,27) 中 , 求 下 关于 {fylj Ee 2 的 Fourier 级 数 . 


oo 1 
练习 9 对 于 非 零 实数 二 求 > -5 以 此 求 2 吉 


练习 10 证 明 两 个 Hilbert 空间 区 与 西 辣 构 当 且 仅 当 它 们 的 直 交 维 数 相同 . 
”练习 11 设 (zi € J) 是 完备] 内 积 空间 蔷 中 的 直 交 系 ， 证 明 级 数 2 
iE 


可 和 当 且 仅 当 2 弱 可 和 | 当 且 ] 仅 当 和 2 lzill? < 二 ce. 此 时 ， 
4 所 
| 名 zi 性 一 5 lzall>. 


练习 12 对 于 实数 列 {s; >o, 作 线 性 泛 函 四: 到 四 一 下 使 
$2 Dj = 过 Qs 4s 


清 注意 ， 上 式 中 不 为 这 的 系数 et 只 有 有 限 个 ， 证 明 以 下 条 件 等 价 : 
(1) $ 是 正 泛 函 ， f(z) > 0 全 gf(z)) 20 有 fA0 时 G(f) >0 
(2) (sn) 是 正定 序列 一 它 使 以 下 方 阵 都 正定 : 


sD 号 1 Sn 

8 ES 

1 2 ntl :有 一 个， 
Sn Sn 二 1 ~:* 32n 


(3) RRIA] 上 有 内 积 ， {了 ON, 9()) = eh )9{ 和 )), 即 
(> QiAY, Dh) = 一 3 Ci 有 Si 


t,7=0D 
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练习 13 (1) 证 明 及 有 2X 个 线性 子 空 间 及 从 个 闭 线性 子 空间 . 
(2) 让 明太 上 有 个 线性 算 子 及 共 个 有 界线 性 算 子 . 
(3) 说 明 不 是 每 个 线性 算 子 4 : 中 一 上? 都 旦 87.2 练习 1 的 形式 . 


练习 14 证 明 Hilbert 空间 之 间 有 界线 性 算 子 U : 下 一 了 是 丁 算 子 当日 仅 当 
它 将 天 的 规范 直 交 基 上 映 至 Y 的 规范 直 交 基 . 


练习 15 记 工 = span{z*z!exp( 一 |z|2/2)|k,! = 0,1,…}), 它 在 L2(C) 中 称 
密 ， 其 中 复 平面 CC 取 Lebesgue 测度 m(dz). 


练习 16 对 于 整 函数 了 :CC 一 (, 命 
I = 上 |f (2)) exp(—{z[ /2)}m(dz). 


(1) 使 上 | 有 限 的 了 全体 豆 称 为 Fock 空间 ， 证 明 它 是 Hilbert 空间 
(2) 证 明 Fock 空间 豆 有 个 规范 直 交 基 {eklk € 名 |}, 其 中 


ex (2) = zk /VIRtIAk!. 


(3) 让 明 Fock 空间 豆 上 的 赋值 泛 蚌 了 (z) 是 连续 的 ， 其 中 z E CC. 
(4) 让 明 Fock 空间 有 子 集 {Ks|z 和 C} 使 f EH 时 f(z) 一 {f, K.). 
(5) 利用 Fock 空间 的 直 交 基 计 算 K;. 


练习 17 Bergman 空间 A?(JM) 有 个 子 集 {KK:|z € 时 } 使 
f(z) = 4 fl )Ka(wm(dw), f € A2(M). 


命 K(z,w) 二 Kw(z), 称 太 为 A427(M) 的 Bergman 核 或 再 生 核 ， AM 上 有 界 
全 纯 函 数 jp 定义 了 一 个 乘法 算 子 my : A2CM) 一 (M0), fpf. 

(1) 证 明 m%K = pA)KA. 

(2) 用 A2(2M) 的 规范 直 交 基 {erlk} 计算 五 . 

(3) 求 生 (DD) 的 再 生 核 . 
练习 18 概率 空间 (My) .上 可 测 函 数 全 体 记 为 LUM 站 ,其 中 两 个 几乎 处 处 相 


等 的 函数 视 为 一 个 函数 ， 这样 所 有 L? (Mx) 都 是 LCM, 和 的 子 空 间 ， 如 果 开 
是 D20M 4) 的 闭 线性 子 空间 使 LC L% (CM, p14), 证 明 工 是 有 限 维 的 ， 
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练习 19 设 (MM,j) 是 概率 空间 ， 证 明 以 下 条 件 等 价 : 
(1) lM 的 每 个 可 测 划 分 中 只 有 有 限 个 成 员 非 零 集 . 

(2) M 上 任何 可 测 函 数 『 : M 一 C 都 是 本 性 有 界 的 . 
(3) M7 上 任何 可 测 晒 数 了 : M 一 C 都 是 可 积 的 , 

(4) AM 上 室 间 LX (M4) 是 有 限 维 的 . 

(5) M 上 空间 L™ (Mn) 是 自 反 空间 . 
(6) 
7) 
(8) 


6) M 上 空间 Li(M, 有 昆 自 反 空间 . 
人 站 M 上 某 个 空间 L?(M, jp) 是 有 限 维 的 . 
8) M 上 所 有 空间 L?(M jp) 都 是 有 限 维 的 (1 所 pp 所 十 00). 


练习 20 设 (2M, jy) 是 全 o- 有 限 测度 空间 ， 证 明 L1(M,j) 是 自 反 空间 当 且 仅 
当 了 (ad, 站 是 自 反 空间 当 且 仅 当 它们 中 一 个 是 有 限 维 的 (从 而 另 一 个 也 是 有 
限 维 的 ) 当 且 仅 当 所 有 L? (iM 4) 都 是 有 限 维 的 . 


练习 21 设 (M1) 是 概率 空间 使 L1(M, 由 是 无 限 维 的 , 证 明 JM 有 可 列 个 测 
度 非 0 日 相互 不 交 的 可 测 集 ， 进 而 ?可 等 距 杠 入 至 L?(M, 4) 中 ， 


练习 22(JIy3H) 设 (an) 和 (Bb) 是 实数 列 使 三 角 级 数 


本 oo 
+ To [an Cos nz + bn sin nz) 


7 一 二 


在 某 个 非 零 Lebesgue 可 测 集 囊 上 绝对 收敛 , 证 明 级 数 汪 (|a | 二 lb) 收 伍 
n= 二 1 


练习 23 对 于 以 27 为 周期 的 可 测 函 数 了 : 民 一 RR, 命 一 了 fj2dt 


使 | /> 有 限 的 了 全体 成 为 一 个 Hilbert 空间 L3.(R). 
设 了 : 展 一 C 为 Young 丽 数 一 存在 方 E 1( 正 ) 使 


f(r) = = | f(D + wd, 


证 明 了 是 以 27 为 周期 的 连续 也 数 . 
练习 24 设 (an)2 0 和 (Bn) 是 实数 列 ， 证 明 三 角 级 数 


on oo : 
+ 3 (Qn Cos ns + b, sin nx) 
1 二 1 


处 处 络 对 收 敏 当 且 仅 当 它 是 一 个 Young 函数 了 的 Fourier 级 数 . 
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练习 25 证 明 Hardy 空间 吾 ” 中 有 个 直 交 基 {enjn 之 0}, 其 中 en (2) = z"， 
练习 26 证 明 Hardy 空间 吾 ” 中 实 函 数 三 是 常数 函数 ， 
* 练习 27 Hardy 空间 H? 中 实 两 数 /都 是 常数 函数 . 


练习 28 设 五 是 集合 M 上 某 些 复 信函 数 按 通 常 线性 运算 所 成 的 线性 空间 使 
zx EM 时， 有 了 eH 满足 f(x) 关 0， 如 果 互 还 是 Hilbert 空间 使 每 个 
z E M 对 应 的 赋 信 泛 函 了 一 了 (zx) 是 吾 上 的 连续 线性 泛 函 ( 即 有 cs > 0 恒 使 
Le < ez 中, 则 称 瑟 是 于 上 的 一 个 函数 Hilbert 空间 ， 证 明 : 

(1) 对 每 个 VE JM 有 了 崔 一 天 E 使 fe 博时 ，f(y) = (f,Ky). 作 
1M x IM 上 的 通 数 到 使 玉 (z,y) 一 Ky(z), 称 天 为 古 的 再 生 核 . 

(2) 由 KK, :YE 对 张 成 的 线性 子 空间 稠 于 五 , 如 果 {eiliE 是 瑟 的 
规范 直 交 基 ， 则 K(x,y) = 世纪 (x)ei(y)- 


(3) 42(D) 是 DD 上 函数 Hilbert 空间 而 52(D) 则 不 是 . 


练习 29 设 互 是 集合 财 上 的 一 个 函数 Hilbert 空间 且 对 上 的 函数 是 于 
的 一 个 乘 子 一 它 使 pH S 五, 将 吾 的 屈 子 全 体 记 为 里 . 

(老子 p 是 有 界 函 数 且 和 4 : 吾 一 Hf 下 pf 是 有 界线 性 算 子 . 

(2) 构造 3 个 函数 Hilbert 空间 名 , 2, Ha 使 


1 C Hi, Bo» 二 Ho,B 2 Ho». 


练习 30 证 明 所 有 的 Hilbert 空间 性 都 与 其 个 函数 Hilbert 空间 五 西 同 构 . 


87.4 投影 算 子 


当 gp 是 可 测 集 吾 的 特征 函数 时 ， 乘 法 算 子 me : 了 (M1) 一 到 (4 站 
是 投影 算 子 一 自 伴生 短 等 的 算 子 . 此 时 yn 的 值 域 是 到 2( 已 , 由， 一 般 地 ， 我 们 
以 下 结 沦 
定理 1 Hilbert 空间 上 映射 P: X 一 天 是 投影 算 子 当日 仅 当 天 有 唯一 闭 线 
性 子 空间 工 使 任何 5 E 居 在 互 上 的 直 交 投影 是 Px. 此 时 ， 

(1) PP 的 算 子 范 数 非 0 即 1( 源 自 等 式 HP = | 上 P*P|| = PD). 

(2) PP 的 值 域 是 L( 称 为 已 的 投影 子 空间 ) 也 是 了 一 已 的 核 空间 ， 

(3) 已 是正 算 了 有 0<PgI. 

(4) 了 一 忆 是 + 对 应 的 投影 算 子 . 


Hilbert 空间 的 闭 线 性 疗 空间 与 投影 算 子 相互 对 应 ， 梧 将 Hilbert 空间 的 闭 
线性 子 空间 与 它 对 应 的 投影 算 子 视 为 一 物 . 
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例 1 Bergman 空间 42{D) 是 2(D) 的 闭 子 空间 ， 它 对 应 的 投影 算 子 PP : 
了 (CM) 一 2(M) 也 称 为 Bergman 投影 ， 当 了 E D2(M) 时 ， 
(PI)(z2) = (Pf Kz) = (FPE,) 
={f, K;) = Klz, wf (wm(dw), 


其 中 ma(dw) 是 二 维 Lebesgue 测度 ， 上 式 表 明了 Bergman 核 K 的 重要 性 . 


对 于 有 限 维 空间 和 上 的 矩阵 4, 根据 Jordan 块 理论 ， 可 以 把 4 分 解 为 4 
的 不 变 子 空间 的 直 和 使 4 限制 在 每 个 不 变 子 空间 上 时 ， 记 得 算 子 只 有 一 个 特征 
值 且 在 每 一 块 不 变 子 空间 上 秆 阵 的 结构 特别 简单 ， 就 是 它 的 Jordan 缺 . 研究 乍 
阵 的 不 变 子 空间 是 研究 矩阵 结构 的 关键 ,在 无 限 维 Banach 空间 上 ， 一 个 基本 问 
题 是 研究 算 子 的 不 变 子 空间 ， 这 主要 是 因为 人 们 总 希望 从 整个 空间 中 则 分 出 某 些 
不 变 子 空间 ， 使 得 算 子 在 这 些 子 空间 上 的 结构 比较 简单 ， 例 如 谱 集中 些 ， 从 而 获 
得 笋 子 的 信息 .投影 算 子 可 用 来 讨论 不 变 子 空间 问题 ， 从 而 使 几何 问题 代数 化 . 


不 变 子 空间 设 线性 算 子 4 :大 一 于 与 芒 的 线性 于 空间 工 满足 4( 工 ) G 工 ， 
则 称 工 旦 A 的 不 变 子 空 间 . 

(1) 子 空间 {0} 和 区 是 (所 谓 ) 平 几 不 变 子 空间 

(2) 值 域 ran 4 与 核 空间 ker 4 是 4 的 不 变 子 空间 . 

(4) 存 A 有 界 时 ， 不 变 子 空间 工 的 闭 包 是 4 的 不 变 子 空间 . 

(5) -~- 艇 不 变 子 空间 Li : i € J 张 成 的 线性 子 空间 span{ Li : i E J} 和 交 
成 的 线性 子 空间 A Li 也 是 4 的 不 变 子 空间 . 


(6) 设 六 是 Hybest 室 间 而 上 是 其 闭 线性 子 空间 , 设 忆 是 工 对 应 的 投影 
算 子 而 4 是 有 界线 性 算 子 ， 则 工 是 4 的 不 变 子 空间 当 耳 仅 当 AP = PAP. 

(7) 条 件 同 (6), 则 工 是 4 与 4* 的 不 变 子 空间 当 百 仅 当 4P = P4 当量 
仅 当 工 与 L- 是 4 的 不 变 子 空间 ， 此 时 称 工 是 4 的 的 化 子 空 间 . 


如 果 工 二 2M, 作 肝 在 工 中 的 直 交 补 LeM = LNM+. 


投影 算 子 的 代数 运算 设 号 和 是 Hilbert 空间 如 上 两 个 投影 算 子 . 

(1) PQ 是 投影 算 子 全 PP 和 = QP. 此 时 ran(PQ) = ranP NranQ@. 

(2) PP 十 @ 是 投影 算 子 舍 PQ = 0 全 外 已 = 0%ranPLran@， 此 时 
ran(P+Q)=ranaP@rang 并 证 PLG. 

(3) @ 一 P 是 投影 算 子 各 PQ@ = PS@P = PSP & QHranP Crang. 
此 时 ran(@ 一 P=rant eranP. 


上 而 介绍 了 有 限 个 投影 算 子 的 运算 ， 下 面 介绍 无 限 个 授 影 算 子 的 运算 . 
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上 确 界 与 下 确 界 设 PP : i e J 晨 Hilbert 空间 豆 上 一 艇 投影 算 子 , 对 应 投影 子 
空间 L; : i € 了 投影 算 子 已 称 为 { 户 |7 & J} 的 一 个 上 界 是 指 恒 有 P< PP- 
投影 算 子 @ 称 为 { 百 1 e J 的 一 个 下 界 是 指 恒 有 PP 之 Q@. 
(1) {P|j € J} 有 唯一 上 界 P 使 其 他 上 界 Q@ 都 满足 P< Q@. 此 时 称 P 
为 { 互 |i & J) 的 上 确 界 ， 记 为 su 户 , 其 投影 子 空间 是 吏 5 i. 
2 


ET 
(2) { 忆 7 € J} 有 唯 -下 界 PP 使 其 他 下 界 @ 都 满足 已 六 @. 此 时 称 了 
为 {已 |j € 站 的 下 确 界 ， 记 为 jaf 户 , 其 投影 子 空间 是 nN Li. 
全 所 
(3) 对 侦 律 : sup 人 一 五 ) 一 了 一 inf 五 且 inf( 了 了 一 P.) 二 了 一 SU P. 
(4 如 果 (五 ) 递增 ， 则 它 强 算 子 收敛 于 投影 算 闻 sup PR. 
(5) 如 果 ( 瑟 ) 递减 ， 则 它 强 算 子 收 敛 于 投影 算 子 inf PP 
(6) 设 Li : iE J 相互 直 交 (相当 于 i 去 7 时 ， 忆 Pi = 0), 作 直 交 和 
BLL={ wviel: reLi; ylzil?: < +ool 
EJ iEJ itEJ 
= Bhai {Lilie 7}. 
级 数 》 厂 强 算 子 收敛 子 中 二 对 应 的 投影 算 子 sup Pi. 如 果 Bi 是 L; 的 规 
jE FE 
范 直 交 基 , 则 Bi 是 旨 Li; 的 规范 直 交 基 ， 
i te ， 
* 张 量 积 设 六 与 是 Hilbert 空间 ， 它 们 的 代数 张 量 积 记 为 alg(X @ 站). 
(1) alg(X @@ 了 了) 上 有 唯一 内 积 恒 使 
(TZ1 四 人 ,Ta 多 多) 二 (zl T2) (Yi Y27. 


将 alg(X @@Y) 完备 化 所 得 Hilbert 空间 记 为 着 久 YY. 

(2)] 马 与 下 分 别 是 区 与 Y 的 直 交 系 | 直 时 ，{e@fleeEB,feFf} 是 
XY 的 直 交 系 其 |. 因此 直 交 维 数 具 有 可 委 性 ( 势 的 乘法 ): 

dim(X ®@Y) = dimX dimY. 

(3) 工 与 2M 分 别 是 芒 与 Y 的 闭 线性 子 空间 且 它 们 对 应 的 投影 算 子 分 别 是 
也 与 Q 时， 上 号 MM 是 玉 区 @Y 的 闭 线性 子 空间 且 对 应 投影 算 子 P@Q. 

(4) 在 西 同 构 下 ，2(M, 182(N,v) = 12(M x N,w4@v), 其 中 @g 
视 为 M x NN 上 的 函数 (5,t) 一 f(s)g(t). 

(5) 2(R*) 有 个 直 交 基 {hala < 中] 其 中 (参见 87.3 练习 2) 


ha(z) = ho (x1) ho, (rn). 
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习 题 


练习 1 对 于 左右 平移 5S4 : 六 一 到 (参见 $6.2 鲍 引 , 试 证 明 545_ 二 了 而 
9_94 = 卫 , 其 中 己 是 以 {x € 局 |z1 二 0} 为 投影 子 空间 的 投影 算 子 . 


练习 2 设 U :六 一 是 Hilbert 空间 之 间 有 界线 性 算 子 ,证 明 以 下 条 件 等 
价 ， 

(1) U*U 为 投影 算 子 ( 称 为 U 的 初始 投影 ， 其 投影 子 空间 记 为 0). 

(2) UU™ 为 投影 算 子 ( 称 为 U 的 值 域 投影 ， 其 投影 子 空间 记 为 30). 

(3) U = UU*U. 

(DU* = TI 

此 时 ， 称 U 尾部 分 等 距 ， 眼 制 (UV : Xo 一 70) 是 丁 算 子 . 


练习 3 设 U: 汪 一 了 是 实 Hilbert 空间 之 间 上 映射 以 下 条 件 等 价 : 

{1) U0 二 0 且 UV 是 等 距 的 ， Uzi 一 BEzzl = |z1 一 zal| 异 成 立 . 

(2) U 保持 内 积 ， 人 712 一 {TF1, Pa). 

(3) UU 是 有 蛋 线性 算 子 旦 LU*U 二 了 此 时 称 U 是 等 距 算 子 . 
练习 4 将 C 视 为 -- 维 复 Hilbert 空间 , 命 Uz 二 z, 证 明 上 映射:C 一 C 满 
足 练 习 3 中 条 件 (1), 但 UV 不 满足 条 件 (2). 
练习 5 设 刀 :天 一 了 是 复 Hilbert 空间 实 线性 算 子 ， 证 明 以 下 条 件 等 价 : 

(1) U 保持 范 数 (IUzl| = jz|| 恒 成 立 ) 是 UV 一 1x = VY 一 1Uzx 恒 对 . 

(2) U 保持 内 积 ， {Uzi1, Ux2) = {zl1, 2). 

(3) UV 是 有 界 复 线性 算 子 是 U*U 二 了 .此 时 称 UV 是 等 距 工 了 于， 
练习 6(Wood 分 解 ) 设 昌 是 Hilbert 空间 ， 线 性 算 子 了 ; 日 一 玉 是 等 距 
的 . 记 = HSV(H) 及 =[「H{V"(H)|n > 1), 则 瑟 有 直 交 分 解 


H=MO@OLOV(D@ VIL) 8-.…. 
进而 M 约 化 VY 而 且 限 制 (V : M 一 邮 ) 是 西 算 子 . 
练习 7 当 0<s,t1 且 feE ZL2(0,1] 时 , 命 


(V8) = Xeon (DA) 


当 g € 2{0,1] 时 ， 命 (Wig){s) = Vtg(st). 证 明 ; 
GD Ivfllz = fl 和 lIWeglls < lgll2- 
(2) Vi: 5200,]] 一 200,1] 和 Wri: (0,1] 一 {0,1] 互 为 共 罗 . 
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G3) lim jiVe'gllz = 0. 进而 当 0 < 如 < 1 时 ， 


dim (Vf = Veo fllz + Veg — Vegl2) =0. 
(4) 如 果 L2(0, 1] 中 序列 (fa) 满足 > 上 和 上 < 十 co, 证 明 
je 0 


练习 8 设 访 : 义 一 (i € J 是 -组 相 于 直 交 的 非 零 投影 算 子 . 证 明 ， 
(1) (ci)jiey 是 有 界 数组 时 ， 3 ci 也 是 有 界线 性 算 子 ， 记 之 为 4 
二 工 


(2) 1 4| = sup lti| franAc OD ks 其 中 Li; 是 户 的 投影 子 空间 . 
YE YE 
(3) 4 可 淫 当 上 且 仅 当 忆 PP = 了 工 且 inf la| > 0. 此 时 求 4 


LE 


以 下 练习 9-12 供 熟 匡 多 复 变 的 读者 参考 . 


* 练习 9 设 几 是 Cn 中 有 界 开 集 ， 其 上 取 Lebesgue 测度 mfdz). 将 Cn” 中 
单位 开 球 的 Lebesgue 测度 记 为 忆 . 
(1) 设 1&p 拟 十 00 而 了 :MM 一 CC 是 全 纯 函 数 ， 则 
a 
< 一 -一 
TS 


(2) 使 |f|。 有 限 的 全 纯 函 数 矿 全 体 记 为 A? (IM) 是 Banach 空间 ， 当 
z E JM 时 ， 赋 值 泛 画 了 二 f(z) 是 A7(JM) 上 的 连续 线性 泛 隔 . . 

(3) 当 zE MM 时 , 及 ,EA2(M) 使 fe A2(M) 时 ，f(z) = (ff, KY. 
以 A2(2M) 为 投影 子 空间 的 投影 算 子 了 : [2(M) 一 20M ) 满足 : 


(Pg)(z) = (他 Ks),g € L2(M). 


* 练习 10 符号 同 练习 9. 设 可 测 函 数 p : M 一 C 满足: 
{vflf € A CM)} E LUM). 


命 Tf = Plwpf), 证 明 所 谓 的 Toeplitz 算 子 荆 : 4A2(M) 一 A2CM) 是 有 界线 
性 算 子 并 且 TI| < elloc (注意 此 处 p 可 能 本 性 无 界 ). 
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* 练习 11 对 于 非 负 整 数组 8 = (81,… , Bn) 和 全 纯 函数 了: 谋 一 蕊 , 记 
Fe a 四 

Eee 

D2 .有 zh 


证 明 Bergman 空间 42(M) 土 的 线性 泛 丽 了 一 (83 门 (a) 是 连续 的 . 


(97f)(z) = 


* 练习 12 在 N" 上 取 字 上 典 顺序 ， Qa < 8 表示 存在 自然 数 背 使 所 大 入 风量 
时 ao 一遍 而 ak < 大 .这 使 机 "成 为 … 个 良 序 集 ， 设 M 是 C7 中 非 
空 有 界 开 区 域 . 固定 点 4 € M, 证 明 Bergman 空间 42(M) 有 个 规范 直 交 基 
{eala EN?)} 使 a < 时 Oeg(a) =0 而 Ggegla) > 0. 


练习 13 设 了 :五 一 互 昆 复 革 ilbert 空间 上 次 正规 算 子 一 存在 包 含 五 的 
Hilbert 空间 吾 ' 及 正规 算 子 A : 吾 ' 一 H' 使 JT 一 4AJ, 证 明 本 是 让 正 规 算 
子 ， TT > TT*. 


练习 14 不 用 Baire 网 定理 证 明 Hiibert 空间 总 中 弱 有 界 集 BB 是 有 界 的 . 
练习 15 不 用 Baire 网 定理 证 明 Hilbert 空间 情形 的 一 致 有 界 原理 . 
练习 16 不 用 Baire 网 定理 证 明 Hilbert 空间 情形 的 道 算 子 定理 . 


87.5 典范 代数 
回顾 一 下 ， 数 域 区 上 线性 空间 4 称 为 一 个 代数 是 指 有 莱 法 运算 ， 
AxA—A:(r Vy ry 


结合 律 ， (ZW)z 一 2Z(y2) 与 和 (XY) = (zx)y = x(AY), 
分 配 律 ， ZT 人 y 十 2) 一 28 十 2zi (了 十 区 二 一 2 十 节 2， 


例 1 设 七 是 赋 范 空间 , 则 关 上 有 界线 性 算 子 全 体 BB( 基 ) 按 算 子 的 通常 代数 运 


算 成 为 一 个 代数 , 另外 ， 忒 上 线性 算 子 全 体 (外) 也 是 个 代数 ， 它 自然 以 B(X) 
为 子 代 数 . 


实数 域 及 是 实 代 数 , 复数 域 CC 是 复 代数 , 这 两 个 都 是 交换 代数 一 使 ab = pa 
恒 成 立 ( 习 法 与 次 序 无 关 ). 
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可 道 元 与 同 态 (1) 如 果 代 数 A 中 异 于 零 0 的 元 e 使 TY& 4A 时， 
ez 一 Te 一 也 


称 e 为 4 的 单位 元 . 单位 元 若 存在 必 唯一 ， 单位 元 也 可 写成 1( 其 意义 取决 于 它 
所 处 的 环境 ), 和 1 一 2 可 写成 和 一 

(2) 如 果 yx 二 1, 称 2 让 可 地 而 为 Y 其 左 送 元 ; 称 % 市 可 着 日 为 为 其 
右 逆 元 . 左 可 逆 且 右 可 北 的 元 z 称 为 可 类 元 .此 时 4 的 左 道 元 y 与 右 逆 元 z 相 
等 一 记 为 z-1. 这 称 为 z 的 六 元 . 

(3) 单位 元 可 道 且 1 :1 = 1; 可 六 元 2 的 邀 元 Z 1 也 可 道中 (z- 1 1 一 7 
两 个 可 道 元 x 与 y 的 积 zy 也 可 逆 并 有 (zy)-1 = 扩 17-1. 

(4) 对 于 代数 4 中 元 xz, 约定 Tz!: = 二 而 2X" = zm lz 如 果 用 有 单位 元 ， 
约定 2 = 1. 如果 x 可 道 ， 对 人 负 整 数 n, 约定 Zm = (x!) 

(5) 代数 间 的 线性 算 子 由 : 4 一 BB 恒 使 {29) = p(T5)$(y) 时 称 为 同 态 ， 
非 零 代数 同 态 f : A 一 区 称 为 特征 . 在 4 有 单位 1 时 ， f(x) = f(x)f(1)， 
因此 f{1) = 1. 这 样 特征 在 可 逆 元 上 不 为 零 

(6) 对 于 代数 和 4 的 子 集 CC 与 D, 命 CD= {zyx eC,yED}. 代数 4 
中 满足 AL U LA C 工 的 线性 子 空间 工 称 为 4 的 理想 , 这 相当 于 工 是 某 个 同 
态 9: A 一 B 的 核 空间 . 

(7) 设 工 是 代数 4 的 理想 , 则 商 空 间 A/L 是 代数 , 其 中 屁 法 为 [zj[y] = [x]. 
这 使 自然 投影 r : 4 一 4/ 是 同 态 . 若 1 是 4 的 单位 元 ， 则 [1] 是 商 代 数 
4/ 工 的 单位 元 . 


实数 域 和 复数 域 都 是 可 除 代 数 一 非 鹤 元 部 可 道 的 代数 . 


例 2 数 域 区 上 mn 阶 方 阵 全 体 Mn (区 ) 按 皇 阵 加 法 、 数 滋 和 乘法 是 代数 ， 其 单 
位 元 就 是 mn 阶 单位 阵 入, 其 中 可 逆 元 就 是 可 逆 阵 (或 非 奇 异 阵 )， 


例 3 设 天 是 非 空 集合 ， 则 CX 按 通常 的 函数 运算 成 为 对 合 代数 ， 对 于 了 E 六 
及 fe 有 A, 命 人 (f= 了 (7). 赋值 汉 浅 主 : 4 一 人 是 特征 ， 

(1) 等 式 (4af){2) 二 az) 表明 (of) = ak(f). 

(2) 等 式 (十 四 (2) 二 f(z) 十 9(z) 表明 (ff 十 9g9) = (fF) + 人 (9). 

(3) 等 式 (f9) (x) 二 f(z)g(z) 表明 2{fg9) = 2(f)2(9). 

(4) 等 式 e(7X) = 1 表明 $(e) = 1 非 零 ， 其 中 。 是 取 值 恒 为 1 的 应 数 . 

(5) 等 式 了 (z) = f(z) 表明 2(f) = 2(f). 
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例 4 当 n 之 2 时 ， 矩阵 代数 Mn(C) 上 无 特征 ， 为 此 设 只: Mn{C) 一 人 是 
代数 同 态 . 命 jy 是 (i, 站 位 置 为 1 其 他 位 置 为 0 的 1 阶 矩 阵 ， 当 i 关 7 了 时 ， 
Bj = 0, 故 p(B) 二 0. 这 样 p(Bii) = p(BiBji) ==0. 于 是 


pllasy]) = 2 miyp( Fi;) 一 00. 


代数 范 数 代数 4 上 满足 次 可 乘 性 (zol 所 |z 作 用 的 范 数 上 -中 称 为 代数 范 
数 ， 此 时 称 (4,| . ||) 是 赋 范 代数 ， 完 备 的 赋 范 代数 称 为 Banach 代数 . 

(1) 赋 范 代数 上 的 习 法 A x 4 一 4 : (zt 切 F， XY 是 连续 映射 . 

(2) 赋 范 代数 A 中 任何 元 z 满足 式 子 lim jz" 人” 一 ji baa hi 


(3) 有 单位 元 1 的 赋 范 代数 A 改 赋 以 ， 站 各 价 代数 范 教 后 可 委 求 til = 1, 
zl = sup{Jlzyll /lyll : vy € A}. 
(4) 赋 范 代数 4 的 子 集 工 为 闭 理 想 当 且 仅 当 它 是 某 个 连续 同 态 和: 4 一 吾 


的 核 空间 ， 此 时 ， 商 空间 4 /元 是 赋 范 代数 ， 
(5) Banach 代数 A 二 的 代数 同 态 了 : 4 一 区 都 连续 县 ef 专 1 


例 5 命 工 一 { < Cle; 加 f(a) = 0}, 它 是 Cle,4] 的 闭 理想 . 命 9([ 有 ) = 
f(a), 则 8: Cla 如/L 一 CC 是 同 构 一 可逆 代数 同 态 . 


例 6 设 义 是 紧 空间 则 C(XX) 按 上 确 界 范 数 是 交换 Banach 代数 ， 值 恒 为 1 
的 函数 e 是 其 单位 元 , 当 fe C( 针 ) 时 ， 了 可 逆 当 且 仅 当 有 9 使 9f = e 当 且 
仅 当 了 无 零点 . 此 时 1/ 了 是 了 的 逆 元 . 又 Jf" 在 zx 的 值 为 (f(z))”. 


例 了 将 站 (名 ) 中 成 员 写 成 [anjnez 或 简写 成 [on],， 则 三 (2) 按 卷 积 是 交换 
Banach 代数 : [anlnezlbn |nez = 一 | 2 Ci ibj]jnez. 


i+j=n 
{1) 对 于 整数 i, 命 e; 是 第 项 为 1 其 他 项 为 0 的 双向 序列 人 5;njnez. 注意 
到 esej = eit; 且 HZ) — 一 纯 5n{en|n & 多 }, eo 是 由 (多) 的 单位 元 并 且 en 与 
e_n 开 为 递 元 . 进而 en = EY 
四 对 了 Ja] E 1(Z) 及 z ET, 命 F(an])(2) = 可 anz" 因为 
A 


| = 各 lax! = je， 
定义 下 (Jan])(z)》 的 级 数 绝对 - 致 收 伊 ， 所 以 [lan]) 是 T 上 的 连续 函数 ， 又 
FlloilbD)(z) 一 > 2 oibyzt 
上 EB EI 
= 沁 于 = F[ail(z)P[b;] (2), 


因此 玉 : 站 (多) 一 C{T) 是 连续 代数 同 态 ， 这 可 称 为 Fourier 变换 . 
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例 8 Lebesgue 可 积 函 数 了 :有 Rm" 一 CC 全体 ( 展 ") 按 卷 积 是 交换 Banach 代 
数 ， 其 中 卷 积 f * g(2) = ff (vgly — zx)dy. 
及 


以 AM(R") 记 及 ”上 Borel 复 值 测度 全 体 ， 则 它 在 通常 线性 运算 与 测度 的 
全 变 差 上 是 Banach 空间 ， 它 在 以 下 卷 税 下 是 有 单位 的 Banach 代数 : 


prviErm f xg(r+yuldr)v(dy). 
ER" xR"™ 


将 Lebesgue 可 积 冰 数 了 : 及 ”一 C 诱导 的 加 权 ( 复 值 ) 测度 f(x)dz 记 为 
MF, 则 MM :二 (RR") 一 Af( 了 及") 是 等 隔 代 数 同 态 . 


对 合 代数 若 集合 4 到 自身 的 非 种 等 映射 z -> x* 恒 合 (x*)* 二 zx 称 了 ze* 
为 4 上 一 个 对 合 运算 . 

(1) 若 代 数 A 到 自身 的 对 合 运算 x rs z* 与 代数 结构 相 容 ， (zy)* 二 Pier 
及 (az 十 的 ) = ax* 十 by* 本 成立 ， 称 A 为 对 合 代数 . 若 4 上 还 有 个 代数 范 
数 恒 使 |z*| = |z|, 称 A 为 对 合 赋 范 代数 . 

(2) 车 复 Banach 代数 4 还 是 对 合 代 数 恒 使 |z*z| = zl2, 称 4 是 Cr*- 
代数 ， 此 时 大 jz*z 所 jez*]| 可 得 zl| 志 jz 进 窗 zx 专 zx* 虽 .这 
样 |z*| = ||zl. 于 是 C* 代数 是 对 合 Banach 代数 . 


例 9 (1) 三 (全 是 对 合 Banach 代数 ， 对 合 [an]* = [aa]. 

(2) 二 (了 Ra) 是 对 合 Banach 代数 ， 对 合 产 ({z) = 了 (一) 

(3) Co(R”) 是 C*- 代数 ， 其 中 了 的 对 合 定义 为 的 共 示 了 . 

{4) B(H) 是 C* 代数 ， 它 的 闭 对 合子 代数 也 是 C*- 代数 (这 称 为 实在 的 
C*- 代数 ， 因 为 它 具体 地 作用 于 一 个 Hilbert 空间 )， 
例 10 Fourier 变换 户 : Li{R"*) 一 Oo (R") 将 卷 积 转换 成 且 法 .现在 


F(F*)(z) = exp(—27v lr. y)f* (Wdy 
二 J exp(—27v—1z. yf(—ydy 
= | op-2rV -le Wf)dy = FU). 


因此 FC(f") 二 下 (了 ). 这 说 明 Fourier 变换 是 对 合 代数 同 态 . 


将 代数 4 中 是 道 元 全 体 记 为 A”, 它 对 求 道 和 冬 法 封闭 ， 赋 范 代 数 上 线性 运 
算 与 玩法 者 连续， 下面 讨 论 求 道 运 算 的 连续 性 . 
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定理 1 设 Banach 代数 4 有 单位 元 1 且 1 二 1. 任 取 x E44 与 数 入 . 
D> lm lzzll7= 时 ，A 一 可 道上 且 其 道 元 有 Laurent 展 式 
1 ce x 
入 x = 2 ri 
(2) |A| > jz 时 2 一 2 二 < dA 一 lz 有 
(3) z 可 逆 且 |ly 一 zz < 上 xz--! 时 ，3 也 可 赣 (因此 4x 是 开 集 ). 
(4) zx 可 道 时 ， jm ly tz =0 有 8 lz tae, 04*)>1. 


Hamilton 四 元 数 体 好 是 实 的 可 除 代数 及 研 *” 上 求 六 运算 是 光滑 映射 ， 回 
顾 一 下 ， 作 为 四 维 实 线性 空间 ， 卫 有 个 基 {1,1,j, k}. 这 个 基 的 乘法 满足 


= =k = -1,ij= -ji=k, 
jk=—-kj=i,ki=—ik=j. 
沼 T= 二 a 十 bi+cj 十 dk 时 , 命 2* = 二 2 一 bi 一 cj 一 dk. 据 以 上 乘法 表 算 得 
二 Fp 一 十 达 十 以 十 全 ， 
于 是 班 接 运 算 z 请 2* 及 范 数 jz| 二 YZz*X 成 为 对 合 Banach 代数 ， 因 为 
(ry (r= ry = | y= |e yl), 
这 得 |zg| = |z||yl. 当 zx 非 零 时 ， 它 可 逆 且 zx*/|z| 是 zx 的 逆 元 . 显然 一 
zx*/|z|? 是 五 x 上 光滑 映射 . 
推论 2 设 针 与 Y 是 Banach 空间 从 三 到 节 的 可 逆 有 界线 性 算 子 全 体 
B(X,Y)X 是 如 (X,Y) 的 开 集 , 它 非 空 时 ，XX 与 Y 拓扑 同 构 且 求 道 A 五 A 
必 B(X,Y)* 到 BI(Y, 证 )* 的 连续 映射 . 
请 注意 ， BX*(X,Y) 可 能 是 空 集 ， 这 在 羡 与 的 维 数 不 同 时 尤其 如 此 . 
即使 维 数 相间 也 可 能 是 空 集 ， 如 1 所 pi < pa 所 十 oo 时 ， ?7?1 和 i?2 不 拓扑 同 
构 ， 所 以 瑟 < (171 ,172) 是 空 集 . 


习题 
练习 1 对 于 没有 单位 元 的 代数 44, 认为 4 人 门 区 == 0, 形式 地 命 41 二 4A 十 区 . 
在 4+ 中 引入 以 下 运算 ， 
加 法 ， (zf 十 Qj) 十 (yy 二 提 二 二 9 十 (a 十 六， 
数 乘 : AZ 十 四 一 AT 十 Aa， 
乘法 : {zf 十 aj(y 二 了 二 (zy + ay + br) +ab. 
证 明 4+ 是 有 单位 的 代数 日 4 是 4+ 的 … 个 理想 使 4+ /4 兰 区 . 
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练 可 2 证 明代 数 同 态 上 : 4 一 BB 有 了 瞧 一 同 态 延 拓 $+ : 4t 一 Bt 使 
b+(1) =1. 


练习 3 (1) 如 果 代 数 4 中 某 对 元 素 5,Y 交换 :， zy = yx, 证 明 
nl 


2 
mn Et 
te Te 


从 一 工 
z= 一 2 xiv 1. 
(2) 如 果 代 数 4 中 9 与 可 逆 元 x 交换 ,证 明 2 与 z ! 交换 ， 


练习 4 设 M 是 及" 的 开 集 而 f : 对 一 人 是; 阶 连续 可 微 画 数 ， 命 


上 用 = T sop EA, 
ialslzeM 全 

其 中 ea 是 非 负 整 数组 使 |&| = al 十 … 十 am 所 

(1 使 上 f 有限 { 即 6° 了 : |a| 乐 都 有 界 ) 的 了 全体 CL(CM) 按 函 数 的 通 
常 代数 运算 和 范 数 | . | 成 为 交换 Banach 代数 ， 其 中 收敛 刻画 的 是 次 数 不 过 ? 
的 各 阶 仿 导数 - - 致 收 敏 . 

(2) 取 值 恒 为 1 的 冰 数 e 是 CLCM) 的 单位 元 . 而 1 € COM) 可 道 当 且 仅 
当 了 下 有 界 一 有 常数 c> 0 使 | 用 兰 c. 此 时 ， 7 的 道 元 是 1/f. 

(3) 使 02 了 : |al 所 1 能 (唯一 地 ) 连续 延 拓 到 M 的 闭 包 邮 上 的 函数 了 的 
全 体 CLOM) 是 COLOMD) 的 闭 子 代数 . 

(4 函数 f E CLMM) 在 CL(M) 中 可 逆 时 ， 其 逆 元 在 CL(M) 中 . 


练习 5 设 4 是 Banach 代数 B 的 闭 子 代数 并 且 它 们 有 相同 的 单位 元 ， 证 上 明 
44* C BpB*, 其 中 下 标 表 示 相 应 的 全 空间 . 

练 可 6 设 4 尾 有 单位 的 Banach 代数 是. 设 工 是 冯 中 一 个 元 素 使 其 里 序列 
(zjp21 有 界 , 设 ank :7 不 之 0 是 一 些 与 了 交换 的 元 素 使 每 个 级 数 2 Qnk 


绝对 可 和 且 lim (llanolj 十 2 en 一 ant 二 0. 证 明 : 


(1) 级 数 ankw* 绝对 可 和 ， 其 和 记 为 9 
k=Q 
(2) 当 y E cov{z* 上 无 宛 0) 时 ， lim (y ~ 1)yn = 0. 
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练习 了 设 4 是 有 单位 的 Banach 代数 而 x 在 @4x 中 . 证 明 ， 
(1) z 是 左 逢 扑 零 因 于 : 即 inf{lizyl| :| = 1}=0. 
(2) z 是 右 帮 扑 索 因子; 即 inf{yzl| : y= 1} ==0. 
(3) 4x64x UB4x4x C OA*. 


* 练习 8 设 1 必 复 代数 4 的 单位 元 . 证 明 使 f{1) = 1 的 线性 泛 画 了: 4 一 人 
是 特征 当 且 仪 当 核 空间 ker 是 异 于 4 的 最 大 理想 一 如 果 4 的 理想 了 使 
kerfCJECA4, 则 J 了 =kerfj 或 J=4. 


练习 9 证 明 w :11{ 多 ) 一 人 是 特征 当 且 仅 当 有 唯一 > 和 ET 使 
ofiaa) = Ta0n2" :Nn € D) : [an] E (四 


练习 10 证 明 线 性 泛 丽 p : 工 L( 了 及 ”)] 一 人 是 特征 当 莫 仅 当 有 x E 恨 ” 恒 使 
plf) = fly) exp(—2xv—1z .ydy. 


练习 11 证 明 L1(T) 按 卷 积 成 为 Banach 代数 ， 卷 积 定义 为 
(#9)(2) = flew)glw zldwh, 


仿 练习 10, 求 L1(T) 上 特征 的 形式 ， 
练习 12 记 关 一 > 和 aa. zk" ,说明 是 于 (Z*) 上 特征 当 且 仅 当 有 唯一 z E TT” 
使 对 (2Z") 中 任何 了 成 立 o( 了 = 好 (k)2®, 

乞 、 
练习 13 设 蕊 是 紧 度 量 空间 ,证 明 yw; CI) 一 位 是 特征 当 目 仅 当 有 XXX 
使 EC(X) 时 o( 门 = 不 zi 熟悉 拓扑 者 可 设 蕊 为 紧 Hausdorff 空间 ). 


练习 14 设 4 是 有 单位 元 的 代数 . 如 果 zx 是 4 的 零 因 子 一 存在 非 零 元 YY E44 
使 wy = 二 0 或 yz 二 0, 证 明 工 不 可 道 . 
练习 15 设 7 :4 一 B 是 代数 间 潢 同 态 使 ker7 = 二 了 证 明 以 下 条 件 等 价 ， 

(1) 了 是 4 的 极 大理 想 。 4 中 包含 了 的 理想 只 有 工 和 4， 

(2) B 是 单 代 数 ， B 的 理想 只 有 0 和 B. 
练习 16 有 界 连 续 果 数 了 :到 一 CC 全体 Cs( 肛 ) 按 通常 的 代数 运算 和 上 确 界 范 
数 成 为 C*- 代数 . 
练习 17 设 了 是 有 单位 的 Banach 代数 4 的 极 大 理想 ， 证 明 了 是 闭 的 ， 
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练习 18 设 4 是 Banach 代数 而 :4A 一 JM,(C) 是 满 同 态 ， 证 明 六 连续 . 
练习 19 将 间 (N) 视 为 已 ( 乙 ) 的 闭 子 空间 对 任何 a E 上 (N), 当 m 是 负 整 数 
时 ， 认 为 an 二 0. 说 明 由 (N) 按 中 (名 ) 的 卷 积 成 为 有 单位 元 的 闭 子 代数 《从 而 
是 Banach 代数 ). 
练习 20 说 明 是 中 (N) 的 特征 当 上 且 仅 当 有 唯一 复数 z 使 |z| 专 1 旦 
fo) = anz" :a EN). 
吕 训 0 


练习 21 证 明 实 代数 4 的 复 化 Ac 按 以 下 号 法 和 数 乘 是 复 代数 ， 
(r+ vn + vl) = (ru — y+ vl + yu), 
a+ vlb)r + v1y) = (ar — by) + vl(ay + br}. 
练习 22 设 了 : 民 一 C 蚌 连 续 浮 数 而 f(z) = f(z 十 引 证 明 以 下 条 件 等 价 ， 
(Bohr 定义 ) 函数 了 是 几乎 周期 的 -- 对 于 >0 有 7 > 0 使 长 度 为 7 的 


区 间 了 部 含有 一 点 5 使 |f 一 fs| < = 此 时 了 - - 致 连续 . 
(Bochner 条 件 ) 函数 上 有 界 且 其 平移 集 {|t & 民 } 是 Co 了) 的 列 紧 集 . 


练习 23 作为 Cs{ 依 ) 的 子 空间 ， 玫 乎 周期 孙 数 的 全 体 AP 是 C*- 代数 ， 


练习 24 复数 列 (an)2o 可 简 记 为 (an), 其 全 体 CN 上 规定 以 下 运算 : 
加 法 ， (en)] 十 (br) = (an 十 bn), 数 弱 :clan) = (can)， 


乘法 ， (an)(bn) = (cn), 其 中 cx 二 入 aibn_i. 特别 地 co = aobo 
t= 人 0 

试 证 明 (1) CY” 这 些 运 算 成 为 交换 的 复 代数 . 

(2) 当天 是 非 负 回 数 时 ， 命 ek 是 复数 列 (6knjse_0) 则 ekel 一 ep 

(3) 复数 列 eo 是 CN 的 单位 元 . 

[4) 复数 列 (an)ce_o 在 CN 中 可 道 当 且 仅 当 ao 关 0. 
练习 25 以 Ci[z]] 表示 系数 为 复数 的 形式 短 级 数 2 orz (形式 宪 级 数 没有 收 
伊 问题) 全 体 ， 在 这 个 集合 上 规定 以 下 运算 

加 法 ， Dae" + > bao" = Don + bmn)", 


数 乘 ， c Nano = 和 conzn , 


0 nn 二 0 


乘法 ， 二 anz” > bnz” = 并 cnz”, 其 中 cn = 于 ae- 


这 使 CI[z] 成 为 一 个 有 有 单位 的 复 代数 - 
证 明 有 (代数 ) 同 构 :CY 一 CI 可 使 f(e1) 一 > 


第 8 章 


线性 算 子 谱 理论 


谱 是 算 子 理 论 的 基本 内 容 ， 它 与 诸多 学 科 有 重要 联系 ， 在 线性 代数 中 ， 通 过 
特征 值 可 了 解 方 隆 的 结构 并 写 出 它 的 相似 标准 形 ， 求 某 些 微分 方程 和 积分 方程 的 
解 可 化 求 茶 个 微分 算 子 种 积分 算 子 的 特征 值 . 


88,1 正 则 点 与 谱 点 
将 方 阵 特征 值 这 个 概念 一 般 化 可 得 以 下 谱 的 概念 ， 


正则 点 与 谱 点 设 4 :X 一 六 是 复线 性 空间 三 上 线性 算 子 . 

(1) 使 和 AT 一 4 可 逆 的 复数 入 称 为 4 的 正则 点 ， 其 全 体 组 成 4 的 更 解 集 
P(A4). 命 RO) = (AT 一 4)-1, 这 称 为 4 的 隔 解 式 . 

(2) 使 条 一 A 不可逆 的 复数 入 称 为 4 的 谱 点 ,其 全 体 组 成 4 的 谱 oc(A). 
命 7(4) = sup{| 和 | :入 Eo(4)}, 这 称 为 4 的 谱 半 径 . 

(3) 使 线性 方程 47 = Az 有 非 零 解 ( 即 和 7 一 A 非 单 射 ] 的 复数 入 称 为 4 
的 特征 值 而 非 索 解 x 称 为 入 对 应 的 特征 向 量 . 核 空间 ker{ 和 J ~ A) 称 为 入 对 应 
的 特征 子 空间 ， 并 记 为 EM 

(4) 不 同 特征 值 和 1, ,和 对 应 的 特征 向 量 21，.… ,xn 线性 无 关 ， 


可 见 ， 复 平面 (- 是 殉 解 集 Pd) 与 谱 ct4) 的 无 交 并 . 据 线性 代数 理论 ， 当 
的 维 数 有 限时 ， A 的 谱 点 只 有 有 限 个 且 它 们 都 是 4 的 特征 值 . 


例 1 复 平 而 上 整 画 数 全 体 记 为 O(C). 考虑 微分 算 子 DD : 了 一 了 1. 对 任何 复数 
入 命 f(z) 二 expt%2), 则 Df = 入 户 . 这 表明 每 个 复数 都 是 DD 的 特征 值 . 


可 见 ， 谱 可 议 很 大， 更 有 其 者 ， 复 平面 上 任何 非 空子 集 lM 都 可 作为 某 个 线 
性 算 子 的 谱 为 此 命 于 = span{ 及 | 入 E M), 将 销 1 中 万 视 为 其 上 线性 算 
子 ， 则 其 特征 值 金 体 是 邮 . 义 如 ， 定 义 M 上 复 函 数 全 体 CM 上 的 线性 算 子 4 
为 (47)(z) = zf(z), 则 入 是 4 的 特征 值 当 且 仅 当 A E 
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例 2 设 1 所 Pp 区 十 0o, 考虑 全 o- 有 限 测 度 空 间 (M4) 上 本 性 有 界 函 数 确定 
的 乘法 算 子 me : LD?(M, AN] 一 LP(M, p). 
(1) 复数 入 是 me 的 正则 点 当 且 仅 当 有 7 >>0 使 gp 一 和 <7)=0. 
(2) 复数 入 是 rm 的 谱 点 当 且 公 当 所 有 7 > 0 使 4p 一 和 <7)>0. 
(3) 复数 入 是 ?me 的 特征 值 当 且 仅 当 p(w = 和) > 0. 
证 明 ; 设 入 =0 而 EB = (lp| < 7). 
(1) 必要 性 ， 据 逆 算 子 定理 知 rr。 下 有 界 . 三 此 可 取 c > 0 使 了 E LP? 时 ， 
pfllp 之 clllp. 命 7 = cf2. 在 p= 十 oo 时 ， 以 xB, 代替 了 得 


lx 可 | < «px, la 过 a 2 


因为 有 prj 非 0 妈 1, 故 上 prloe 二 0. 因此 (Bi) = 0. 
在 p< 十 0o 时 ， 任 取 瑟 的 测度 有 限 子 集 百 . 以 xE 代替 了 得 


Cu(E) < {lobar & (Cc/2)Pu(E). 


因此 pCE) = 0. 据 4 的 oq- 有 限 性 得 (EE) 二 0. 
充分 性 : 作 如 上 本 性 有 界 申 数 功 使 s EE 时 Ws] 二 0 而 sg Er 时 
(8) 二 1/pls). 因为 罗 p 二 1 所 以 myms 二 了 从 而 ?rp 以 mwy 为 逆 算 子 . 
(3) 充分 性 : 取 (2 = 0) 的 可 测 子 集 巨 使 0 < (BE) < 二 00,; 则 px 二 0. 
这 时 0 是 mo 的 特征 值 而 XE 为 对 应 的 特征 向 量 . 
必要 性 ， 设 了 为 0 对 应 的 特征 向 量 而 所 一 (f 关 上, 则 pjg 二 0. 十 是 
uP = 0) 2 u(E) > 0. 


: 例 表 明 re 的 谱 与 2 的 值 域 相 类 似 ， 据 此 引入 以 下 概念 
本 性 值 域 设 {MM, 44) 基 测 度 空间 而 了 是 可 分 度量 空间 . 对 于 f: JM 一 站, 命 
essTan 了 = {y EYIYr > 0: 4:(f71O(g,7)) > 0}. 


这 称 为 了 的 本 性 值 域 , 它 是 的 闭 集 日 essran 了 C ranff. 
(1) 本 性 值 域 为 使 x*(f (YA 五 ) 一 0 的 最 小 闭 集 忆 . 
{2) 了 与 -个 常 值 映射 几乎 好 处 相等 当 且 仅 当 essran 了 是 单 点 集 , 
(3) Y= C 县 了 可 油 时 ， Df = sup{|z|: ze essran f}. 
(4) 乘法 算 子 my : L?(OM, pp) 一 LP(M 1) 的 谱 是 essran yw. 


连续 冰 数 了 : [a, 昌 一 C 关于 Lebesgue 测度 的 本 性 值 域 是 其 信 域 .为 此 
设 z= (zo). 设 |z 一 zol <5 时 ，|f(z) 一 了 (x0)| < < 于 是 O(z0,0) C5 
了 -1O(z,e). 这 样 |f10O(z, ej > 0, 从 而 ran CC essran f. 反之 , 设 z 不 
在 紧 集 ran 了 中, 则 有 5 >>0 使 O(z,e)Nnranf = .这样 f-10O(z,e) = 
成 而 > 不 在 essran 中 . 

同样 可 说 明 连 缕 函 数 了 : 工 一 上 关于 弧 长 测度 的 本 性 值 域 是 其 值 域 ， 于 是 
乘法 筑 子 忆 : 22(T 一 2(T), f(z) Fr zf(z) 的 谱 为 荆 . 
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例 3 设 4: 瓦 一 妃 是 复 Hilbert 空间 FE 有 界线 性 算 子 . 记 B 一 和 AT - 4. 
(1) 如 果 4 是 酉 算 子 ， 则 ol4) CT. 为 此 设 | 和 | 关 1, 则 
jaAz — Azll 2 lz) = 1Azll| = 21 = Hllzll. 


这 表明 正规 算 子 BB 下 有 界 ， 据 87.2 性 质 2(4) 知 它 可 淫 . 
如 划算 子 UU : 2(T) 一 2(T), (UU 了 )(z) = zf(z) 的 谱 是 了. 
(2) 如 果 4 是 自 伴 算 子 , 则 ef(4) C [一 4, 上 HA 用. 为 此 记 入 = a+ VIb. 
当 b5 关 0 时，re(V 一 1bz, (aT 一 A)zx) = 0. 据 勾 股 定理 得 
az + ov 1z — Azl: = |z]? + lax — Azll2. 
关 此 正规 算 子 召 下 有 界 ， 同 上 知 它 可 逆 . 当 3 二 0 是 |a| > | 4|| 时 ， 
2z 一 4z| > |2z]| ~ Az > (A — 1aDilzl. 


这 表 表 正规 算 子 BB 下 有 界 ， 同 上 知 它 可 道 , 
如 自 伴 算 子 4 : [0,1] 一 52[0,1, (47)() = tf(4) 的 谱 是 [0,1]. 
(3) 如 果 4 是 正 算 子 ， 则 cf4) ES [0, 上 4 用 为 此 设 入 < 0, 则 
IQ7— Azl = Xr) — 2 Ax, 72) + | Azll? > Allz|2. 


这 表明 正规 算 子 BB 下 有 界 ， 同 上 知 它 可 道 . 
(4) 如 果 4 是 投影 算 子 ， 则 olA) C {0, 1}. 为 此 设 0 一 和 < 1, 则 


B=A(I- A)+(- 14, 


它 可 逆 且 其 逆 算 子 是 和 -1(J 一 A} 十 (和 一 -14. 此 时 需要 说 明 ，c(4) = {0,1} 
当 且 仅 当 4 0 且 A#¥I. 


以 上 诸 例 表明 无 限 维 线性 空间 上 上 线性 算 子 的 谱 无 统一 求法 . 这 与 有 限 维 情形 
大 不 一 样 . 尽管 如 此 , 我 们 会 陆续 建立 一 些 计 算 谱 的 方法 . 读者 可 试 证 以 下 结论 ， 
它 与 线性 代数 中 相关 结论 是 一 致 的 . 


定理 1 设 线性 算 子 4: 基 一 与 电 :Y 一 YY 相似 一 存在 线性 同 构 
U:X 一 了 使 UAU-T!= B, 则 A 与 B 有 相同 的 谱 点 与 相间 的 特征 值 . 
代数 中 元 素 的 谱 设 4 是 有 单位 元 的 复 代 数 . 任 取 x E A. 

(1) 使 入 一 Zz 可 道 的 复数 入 称 为 x 的 正则 点 , 其 全 体 pfz) 称 为 了 的 预 解 
集 . 命 RA) = (和 一 72) , 则 号 : p(x) -> 4 称 为 x 的 注解 式 . 

(2) 使 入 一 x 不 可 道 的 复数 入 称 为 x 的 谱 点 , 其 金 体 ofz) 称 为 x 的 谱 . 
命 7(z) = 二 sup{| 和 |: 入 Eo(2)}, 这 称 为 z 的 谱 半 径 ， . 

(3) 设 z 和 ?相似 一 存在 可 逆 元 z 使 zzz ?一 y, 则 g(x) 一 ef) 


需要 注意 ， 一 般 代 数 中 元 素 无 特征 值 也 盛 特征 向 量 这 两 个 概念 . 
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例 4 存 怀 为 紧 空 间 上 且 了 E C(X) 时 ， 入 一 了 了 不可逆 当 上 且 仅 当 入 一 ”有 零点 
一 存在 XEX 使 和 = f(z). 因此 oa 六 = f(X). 这 是 紧 集 . 


在 有 限 维 情形 ， 方 阵 咨 谱 点 ( 即 特征 值 ) 相当 于 说 复 系数 多 项 式 总 有 零点 . 
在 元 限 维 情形 ， 谱 点 的 存在 性 依赖 于 以 下 定理 . 


定理 1(Gelfand) 有 单位 元 的 复 Banach 代数 4 中 任何 元 素 Zz 的 谱 g(x) 是 
复 平面 上 非 空 紧 集 ， 且 成 立 谱 半径 公式 r(z) 一 lim lz 


设 卫 是 复 Banach 空间 革 上 有 界线 性 算 子 . 它 婚 可 视 当 代数 工 ( 刁 ) 中 成 
员 ， 叉 可 视 为 代数 BB( 关 】 中 成 员 ， 当 AT 一 全 在 王 (已 ) 中 可 道 时 ， 据 道 算 子 定 
理 知 其 逆 算 子 有 界 ， 因 此 A 一 人 在 防 ( 瑟 ) 中 可 递 ， 这样 了 相对 于 L(X) 的 
谱 与 相对 于 B(X) 的 谱 - 致 ， 因 此， 在 讨论 谱 时 将 全 视 为 Banach 代数 B(X) 
中 成 员 考 察 就 行 了 . 


例 5 据 97.2 性 质 2(3) 可 知 正规 算 子 4 的 谱 半 系 7(4) = 外. 
Gelfand 定理 只 描述 了 谱 的 大 致 性 质 , 但 它 也 能 为 某 些 算 子 的 谱 殿 供 算法 . 


例 6 设 MM 屁 复 平面 上 有 界 开 集 而 Pp 是 MM 上 有 界 全 纯 函 数 . 求 且 法 算 于 mm : 
A2(M) 一 刀 (24) 的 谱 (注意 当 入 是 复数 时 ，AT 一 my = my_y). 

着 有 2zE M 使 入 = gp(z), 则 了 ECM) 时 (XT 一 my)f 在 zz 四 为 
均 . 因此 无 & A2(Q) 使 mep = 1 e A?2(Q). 子 是 AT -ms 不 是 满 射 
这 样 的 和 是 mp 的 谱 点 ， 于 是 p(M) C ec(mzp). 对 Banach 代数 B(A? (中)) 
中 算 子 me 应 用 Gelfand 定理 知 p(M) C olms)， 如果 入 不 在 紧 集 P(NM) 
中 , 则 d(A,p(M)) > 0. 命 划 = (入 一 9)-1， 这 是 M 上 有 办 全 纯 函 数 使 
急 (X 一 p) 二 1. 这样 myrmma-wp 与 人 -on 是 恒 等 算 子 ， 于 是 和 一 ms 可 
道 ， 从 而 和 不 在 (no) 中 . 于 是 pa ) = ol) 


使 lm lznlltn” = 0 的 工 称 为 广义 圭 堆 元 ， 它 只 以 0 为 谱 点 ， 如 积分 算 
子玉 :CI0,1] 一 Cl0, 1] 是 广义 徊 等 算 子 ， 其 中 


VE = fa 0 < zl. 
各 


事实 上 ， YA < 了 Fa = 人 le 各 纺 地 有 |Y"fGl < enn. 于 
是 V7" < 17m4 这 样 Y 是 广义 寡 零 算 子 . 
定理 2(Gelfand-Mazur) 可 除 复 Banach 代数 与 复数 域 等 距 代 数 同 构 . 

用 特征 可 求 交 换 Banach 代数 中 元 素 的 谱 ， 这 基于 以 上 和 以 下 定理 
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定理 3 设 4 是 有 单位 元 的 交换 复 Banach 代数 . 任职 zE 44 与 和 EC, 则 入 
是 z 的 谱 点 当 且 仪 当 有 特征 p :有 丰 一 人 使 ww{7z) 二 入 . 

同一 元 素 在 不 同 代 数 中 的 谱 可 能 不 -~ 致 .如 将 亿 {z] 视 为 C{D) 的 子 代数 ， 
则 2 一 z 在 CC{D) 有 道 元 1/(2 一 2). 但 17(2 一 2) 不 是 争 项 式 ， 所 以 2 一 z 在 
Clz] 中 不 可 逆 . 因此 在 多 个 代数 出 现 谱 时 ,可 将 代数 作为 详 和 答 解 集 的 下 标 而 写 
成 oalz) 和 pa(z] 以 示 其 确切 意义 . 
定理 4(Silov) 设 4 是 Banach 代数 B 的 闭 子 代数 ， 并 且 它 们 有 相同 的 单位 
元 , 当 zE4 时 ，Bralfz)Ccarafz)， 


习题 
练习 1 设 4 :210 一 10 是 对 角 算 子 一 存在 复数 列 (aa) 使 恒 有 
(zizo，) = (1g1, W022, ). 


此 时 称 复数 列 an) 是 4 的 对 角 线 . 试 证 明 ; 
(1) 对 角 算 子 的 线性 组 合 和 复合 都 是 对 角 算 子 ， 
(2) 对 角 算 子 4 是 恒 等 算 子 当 且 仅 当 其 对 角 线 都 是 1 
(3) 对 角 算 子 4 可 族 当 自 仅 当 其 对 角 线 无 零点 ， 此 时 A™! 是 对 角 算 子 . 
(4) 半角 算 子 下 的 谱 点 与 特征 值 恰 是 4 的 对 角 线 中 的 数 ， 


练习 2 设 4 : 12 一 让 是 对 角 算 子 -一 存在 复数 列 【an ) 使 恒 有 
Alz1, 72, ) = {G11, G272， 小 
则 (an) 是 有 界 数列 且 | 4|| = sup janl. 此 时 称 (an) 是 4 的 对 角 线 . 
(证 明 对 角 算 子 的 线性 组 合 和 复合 都 是 对 角 算 子 . 
(2) 证 明 对 角 算 子 4 是 恒 等 算 子 当 日 仅 当 其 对 角 线 都 是 1. 


(3) 证 明 对 和 角 算 子 4 可 道 当 且 仅 当 其 对 角 线 下 有 界 . 此 时 4-! 是 对 角 算 子 . 

(4) 求 对 角 算 子 4 的 谱 点 和 特征 值 
练习 3 设 Hijbert 空间 及 顾 委 : 旧 一 五 是 有 界线 性 算 子 , 如果 如 有 个 规范 
直 交 基 {eili E J} 使 每 个 ei 部 是 4 的 特征 向 量 ， 则 称 和 4 是 可 对 角 化 的 算 子 . 
设 Ac; 一 Hiti. 证 朋 ; 

(1) (en) 是 有 四 数组 昌 14 = sup lasl 

?所 

(2) 44 可 入 当 且 仅 当 ipf es| > 0. 此 时 和 4-! 也 是 可 对 角 化 算 子 ， 

(3) 入 是 4 的 特征 什 当 且 仅 当 有 ;使 入 = 4. 

(4) A 是 4 的 谱 点 当 且 仅 当 入 是 {aiji € 了} 的 聚 点 . 
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练习 4 设 三 是 了 uclid 空间 及 ”的 Lebesgue 可 测 集 并 在 其 上 到 Lebesgue 
测度 m. 当 ZXE 关 时 , 命 O(z,7) = 二 {yeEX:ly 一 zw| < 之 7}. 作 民 " 的 子 集 

X = {reR"Yr >0:m(O(,r)) > 0}. 
这 称 为 X 的 本 性 闭 包 ( 参 见 82.2 练习 20). 下 设 X C 支 ,证 明 : 


(1) 使 /三 0 的 连续 函数 厂 : 必 一 工 满足 了 一 0 
(2) 使 9&h 的 下 半 连 续 函 数 9 : 于 一 恨 和 上 半 连 续 函 数 疡 : X 一 及 满足 


gz) & h(x) :rT EX. 
(3) 当 了 是 六 上 的 连续 函数 时 ， essran f= ran ff 
(4) 当 了 是 发 上 的 连续 函数 时 ， fo = sup{jf(z)| :ZE 六 }. 
练习 5 设 yp; [0,1] 一 人 是 连续 函数 ， 求 乘法 算 子 my : CI 一 CI0,1] 的 
谱 点 与 特征 值 . 
练习 6 求 左 移 算 子 54 ; 六 一 太 的 谱 点 与 特征 值 . 
练习 了 设 A1，- ,An 是 线性 算 子 4 :区 一 于 的 互 异 特征 值 ，z1,… ,wr 尾 
练习 8 命 S0 ,zi [ro], Ti) 二 (2-2, [5-1],20,…) ( 方 括号 所 在 
的 项 为 第 零 项 ), 证 明 平移 算 子 5 : 2 名) 一 全 (Z) 是 西 算 子 . 求 8 的 谱 . 
练习 9(Jacobson) 设 4 是 有 单位 的 代数 ， 对 于 Zz,y E 4 及 非 零 数 入 则 
入 一 YY 可 道 当 且 仅 当 入 一 yz 可 道 ， 换 言 之 ， 
Plzy) \ {0} = plyz) \ {0}, 
o(zy) \ {0} = ol(yz) \ {0}, 


从 而 rz) 二 TW). 
练习 10 构造 两 个 有 界线 性 算 子 5 与 了 使 5T 与 了 2 的 谱 不 同 . 
练习 11 设 4 是 有 单位 的 复 Banach 代数 , 证 明 zy EAN 时 zy yz1. 


练习 12(Reid 不 等 式 ) 设 4 和 瑟 是 Hilbert 空间 囊 上 有 界线 性 算 子 . 设 4 
是 正 算 子 而 4B 是 自 伴 算 子 , 则 > E 五 时 ， 


14Bz 7)| & r(B) Ar, 2， 
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* 练习 13 设 4 是 有 单位 的 复 Banach 代数 . 证 明 谱 作为 4 上 多 值 函 数 上 半 连 
续 ， 当 VWV 惰 复 平面 上 开 集 时 ， oi(V) := {x € 4|lo(x) CV} 是 4 中 开 集 . 


* 练习 14 设 4 是 有 单位 的 复 Banach 代数 ,证 明 谱 半 径 作 为 函数 7 : 4 一 及 
上 羊 连续 ， 


练习 15 设 4 是 有 单位 的 复 Banach 代数 ， 如 果 有 正 实数 c 使 ,ye 4 时 
和 zol 入 ellzyll, 证 明 4 与 等 距 同 构 . 


练习 16 证 明 Bergman 空间 42(DD) 上 乘法 算 子 mn; 没有 特征 值 . 


练习 17 证 明 ， 对 任何 有 理 数 7 成 立 f(x) 二 f(x 十 7) 的 Lebesgue 可 测 函 歼 
:及 一 心 与 “个 常数 函数 几乎 处 处 相等 . 


练习 18(P. R, Halmos; A 入 . L. Shields) Hilbert 空间 入 上 有 界线 性 算 
子 4 与 一 个 函 雪 Hilbert 空间 睫 法 算 子 酉 等 价 当 且 仅 当 A* 的 全 体 特 征 向 量 
张 成 的 线性 子 空 间 稠 于 入 ， 


练习 19 求 函 数 站 : N 一 C 关于 一 维 Lebesgue 测度 的 的 本 性 值 值 城 . 


练习 20 设 z 和 ?y 是 有 单位 元 的 复 Banach 代数 4 中 两 个 交换 元 素 ， 证 明 : 


rz + 8) & rz) + r(). 


练习 21 当 a & 1(N) 日 复数 z 使 |z| 拟 1 时 , 命 f(z) = 站 anz", 证 明 a 
亿 六 站 


Ei 


在 i(N) 中 可 逆 当 且 仅 当 无 零点 , 此 时 有 bED(N) 使 11f(2) = bn2". 


练习 22 设 4 是 线性 空间 外 上 线性 算 子 . 如 果 入 是 4A” 的 特征 值 ,证明 ^ 的 
n 次 方 根 中 全 人 少 有 一 个 是 4 的 特征 值 . 


练习 23 设 久 是 复 Banach 空间 而 4: 和 一 信和 是 有 界线 性 算 子 ,如果 和 天山， 
证 明 A 相应 于 入 的 特征 向 量 z 与 A* 相应 于 4 的 特征 向 量 f 正 交 ， f(x) 二 0. 


练习 24 设 互 是 复 Hilbert 空间 而 4 : 污 一 半 是 有 界线 性 算 子 . 如 果 入 关 矿 
证 明 4 相应 于 入 的 特征 向 量 z 与 4* 相应 子 由 的 特征 向 景 y 直 交 ， {zx, 从 二 0. 
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$8.2 紧 算 子 与 Fredholm 算 子 


使 有 界 集 的 像 集 为 列 紧 集 的 线性 算 子 4 : 外 一 了 称 为 紧 草 子 , 它 有 界 晶 
其 值 域 可 分 ， 如 有 限 秩 算 子 A ; XX 一 ( 值 域 维 数 有 限 的 有 界线 性 算 子 ) 是 紧 算 
子 . 


例 1 考虑 连续 函数 天 : [a, 中 x la 是 一 CC 诱导 的 积分 算 子 
; 
A:Cla,bl = Cla, dl, (AF)z) = {K(f Wdy. 


任 取 Clos 英 中 有 界 集 M, 记过 = sup | 对 于 e > 0, 取 5 > 0 使 
Ee 
zl 一 2| < 0 时 ， [K(x1,Y) — 玉 (Zz2,W)| <6. 当 ff EM 时, 
|f(K (2 ~ K(r2, PD) fay & LO ~ oe. 


因此 |4f(z1) 一 Aflz2)| < Lb 一 a)z， 故 像 集 A(M) 有 界 是 等 度 连 续 ， 由 
rzela-Asoli 定理 知 A{M) 是 列 紧 祭 这样 4 是 紧 算 子 . 


(1) 两 个 紧 算 子 4i, A2 : 邯 一 的 线性 组 全 Xi 41 十 A2A2 是 紧 算 子 . 因 
-此 亏 到 了 的 紧 算 子 全 体 区 (六 ,了 Y) 是 也 ( 生 ,) 的 线性 子 空间 ， 
(2) 设 算 子 4 :六 一 了 与 BB:Y 一 2 中 -个 有 界 而 另 一 个 紧 ， 则 复合 
BA 是 紧 算 子 , 因此 K(X) := 焉 { 瑟 ,大 ) 是 B(X) 的 理想 ， 简 称 紧 算 子 理想 
(3) 在 了 完备 时 ，K{ 苹 ,Y ) 按 算 子 范 数 完备 , 特别 地 ，K(Y ) 为 闭 理想 . 


定理 1(Schauder, 1930) 设 上 4: 轩 一 是 有 界线 性 算 子 ， 如果 4 是 紧 算 
子 ， 则 共 暂 4” 是 紧 算 子 ， 道 命题 在 Y 完备 时 成 立 . 


如 果 Banach 空间 之 向 的 两 个 算 子 441, Az :三 一 了 相差- -个 紧 算 子 ， 则 
称 它 们 互 为 紧 摄 动 . 记 为 4 ~ 42 或 4 = 42 mod K. 

(1) 紧 摄 动 是 B{XX,Y) 上 -一 个 等 价 关 系 . 

(2) 如 果 4 ~ 42, 则 AY ~ 4 反之 也 对 . 

(3) 如 果 41 ~ A2 HL Bi ~ Bo2, 则 aA1 二 8B1 ~ 0d4r + bB». 

(4) 如 果 41 ~ 4 且 Bi ~ B2, 则 BiAl ~ BzA2. 


引 理 2 设 BB 是 Banach 空间 关上 恒 等 算 半 了 的 紧 报 动 . 
(1) 如果 二 是 天 的 闭 线 性 子 空间 ， 则 B(L) 也 是 闭 线 性 子 空间 . 
(2} dim cok B = dim ker B* = dim ker B < +o0. 


以 下 是 紧 算 子 谱 的 Riesz-Schauder 理论 . 
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定理 3(Riesz-Schauder) 设 4 是 复 Banach 空间 六 上 紧 算 子 ， 则 

{1) 六 是 无 限 维 空 间 时 ， 0 是 4 的 谱 点 . 

(2) 4 的 非 零 谱 点 和 都 是 它 的 特征 值 且 其 特征 子 空间 维 数 有 限 . 

{3)] 4 的 谱 ef4) 是 至 多 可 列 集 且 可 列 时 只 以 0 为 豪 点 . 

(4) 和 4 与 4* 有 相同 的 非 零 谱 点 入 且 相 应 的 特征 子 空间 维 数 相同 . 

(5) 入 是 4 的 非 零 谱 点 时 ,方程 (AT 一 4)3 = 9 可 解 当 且 仅 当 zy 与 4 相 
应 于 入 的 任何 特征 向 量 站 正 交 : f(y) = 0. 

(6) 入 足 4 的 非 零 湾 点 时 ， 共 轿 方 程 (XT 一 4*)f = g 可 解 当 且 仅 当 9 与 
4 相应 于 入 的 任何 特征 向 量 x 正 交 :g(x) = 0. 


如 果 4 是 X 上 有 限 秩 算 子 , 则 c( 4) 必 是 有 限 集 . 事实 上 , 车 和 1，… ,和 

af4) 中 不 同 的 非 零 点 ， 则 它们 都 是 4 的 特征 值 ， 各 了 到 一 个 相应 的 特 入 向量 

Z1,… ,Zn， 则 它们 线性 无 关 并 且 都 在 ran(4) 中 ， 这样 有 nn 所 dimran 4. 这 
表明 o(4) 只 多 有 dimran 4 十 工 个 点 ， 


例 2 设 下 :|a,9jx [6,9 一 人 其 一 个 Volterra 核 一 它 是 有 界 Borel 郴 数 月 
z 妇 3 时 五 (1 一直 则 它 诱 导 一 个 Volterra 算 子 


V : Lla,b —» L?[a,b], (VA -| K(z, Df (Wdy 
它 吓 紧 算 子 . 下 面 求 Y 的 谱 ， 首先 用 归纳 法 证 得 
(VHF < f av fe FI 


因为 了 fadt < VE 一 吉川。 所 以 


cr 也 一 要 一 7 


nl! 


IV™™ f(a)| < 


41 a) 、 ， 1 
故 上 "fl < 一 一 -一 一 上 fll. 这 表明 ia” | 一 0 从 而 VV 


是 广义 苦 零 算 子 ， 并 且 cf) = {0}. 特别 下 无 非 零 特征 值 . 

QQ) 设 下 是 [0,1] x [0,1] 的 子 集 长 z, 幼 信和 工 A172+ 的 特征 函数 . 取 f 
为 区 间 [0, 1] 的 子 集 (172, 1] 的 特征 两 数 ， 知 Vf = 0. 此 时 ， 0 是 站 的 特征 
值 . 

(2) 职责 为 {(z,gly x} 的 特征 函数 ， 则 由 /dy =0 得 了 = 0. 

0 
此 时 ，0 不 是 WY 的 特征 值 . 
将 定理 3 应 用 至 正规 紧 算 子 上 可 得 以 下 定理 
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定理 4 设 4 足 复 Hilbert 空间 瑟 上 紧 算 子 . 

(1) 复数 和 是 A 的 谱 点 当 且 仅 当 入 是 A* 的 谱 点 . 

(2) 设 入 是 4 的 非 零 谱 点 ， 则 ker( 和 AT 一 A) 与 ker( 和 7 一 4*) 维 数 相同 . 

(3) 设 入 是 4 的 非 零 谱 点 ， 则 方程 (7 一 A)zx = 可 解 当 且 仅 当 与 4* 
相应 于 和 的 任何 特征 向 量 z 正 交 : ，(y, z) = 0. 

(4 设 入 是 4 的 非 零 谱 点 ， 则 共 轿 方程 (MT 一 A*)y 一 zw 可 解 当 且 仅 当 了 
与 4 各 应 于 入 的 任何 特征 向 县 z 正 交 (zr,z) 一 0. 


正规 阵 西 等 价 于 一 个 对 角 阵 ， 汉 下 结论 推广 了 这 一 思想 ， 


定理 5 设 4 是 复 Hilbert 空间 五 二 正规 紧 算 子 而 o(A) = {Xp}. 
(Q) 记 Ex 二 ker( 和 1 一 4), 则 吾 有 直 交 分 解 H = 外 EEx. 
下 


(2) 设 忆 , 是 Bk 对 应 的 投影 算 子 ， 则 2 ee 依 算 子 范 数 收敛 于 A. 
(3) 豆 有 个 规范 直 交 基 {e;}, 它 由 4 的 特征 向 量 构成 . 


项 将 Banach 空间 之 间 的 有 界线 性 算 子 简称 为 算 子 . 算 子 4 可 递 的 条 件 为 
ker 4 与 cok 4 旦 平凡 的 ， 放宽 时 条 件 可 得 以 下 结论 . 


定理 6 对 于 Banach 空间 之 间 的 算 子 4 : 天 一 了 以 下 条 件 等 价 : 

(1) ker 4 和 cok 4 是 有 限 维 的 . 此 时 称 4 是 Fredholm 算 子 并 规定 44 的 
指标 是 ind A = dim ker A 一 dim cok 4. 

(2) 4 有 闭 值 域 ， 并 且 ker 4 与 ker 4* 的 维 数 者 有限， 此 时 


ind A = dim ker A — dim ker A*. 


(3) 4 有 闭 值 域 且 4* 是 Fredholm 算 子 ， 示 时 ind 4* = 一 ind A. 
(4) 有 算 子 BB:Y 一 针 司 了 一 BA 与 1 一 AB 是 有 限 秩 宕 等 算 子 . 
(5) 4 B:Y 一 了 使 I-BA 与 1 一 AB 是 有 限 秩 算 子 ， 此 时 


ind A= dimran(T — BA)— dimran(i ~ BA). 


(6) 有 算 子 B :一 了 使 1-B4 与 -4B 是 紧 算 子 . 此 时 称 昌 是 4 
的 -个 伪 进 , 它 也 是 Fredholm 算 子 HL ind B = 一 ind 4. 

仿 道 不 必 唯 一 ， 这 与 道 算 子 的 唯 -性 有 明显 区 别 ， 但 仿 逆 在 紧 摄 动 的 意义 下 
是 唯 -的 ， 这 见 以 下 性 质 7(1). 
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性 质 7 设 A 是 Fredholm 算 子 而 B 是 4 的 仿 逆 . 

位 ) Bl 是 A 的 仿 道 当 且 仅 当 B1 是 B 的 紧 报 动 . 

(2) ind 4 = 0 当 且 仅 当 4 是 一 个 可 道 算 子 A1 的 紧 摄 动 . 

(3) ind 4 = 0 当 且 仅 当 4 与 一 个 可 道 算 子 41 之 差 是 有 限 秩 算 子 . 

可 见 指 标 是 Fredholm 算 子 与 一 个 可 逆 算 子 相互 紧 摄 动 的 障 得. 
例 3 去 右 平移 Si : ?一 J? 是 Fredholm 算 子 日 ind5+ = 土 ]. 这 是 因为 
ker 5 一 (el 而 cok5 = {0}; ker 5_ = {0} 而 cok 5 Cel. 
例 4 例 3 中， 一 上 5.54 是 以 Cel 为 投影 子 空间 的 投影 算 子 而 了 = 二 5459-， 
这 样 54 与 9- 互 为 仿 道 . 

称 41 :0 所 上 所 1 是 连结 4o 与 41 的 Fredholm 算 子 道路 是 指 4 都 是 
Fredholm 算 子 且 t 下 44( 依 范 数 ) 连续 . 
性 质 8 (1) 指标 的 可 加 性 (Atkinson): 两 个 Fredholm 算 子 A4: 针 一 了 与 
BB:Y 一 2Z 的 复合 B4A :着 一 2 是 Fredholm 算 子 且 

ind(AB) = ind A + ind B. 

{2) 指标 的 紧 摄 动 不 变性 , 设 41 是 Fredholm 算 子 4o 的 紧 摄 动 , 则 Ao 十 
iA1 一 A0) :0 所 二 和 1 都 是 Fredholm 算 子 日 它们 有 相同 指标 . 

(3) 指标 的 同 伦 不 变性 ， 如果 有 Fredholm 算 子 道路 4z :0 < t 所 1 连接 
40 与 Al, 则 ind 40 一 ind .41 . 

这 些 性 质 结合 以 下 定理 可 求 一 些 复杂 算 子 的 指标 . 
定理 9(Dieudonné) Banach 空间 针 到 Banach 空 和 站 的 Fredholm 算 
子 全 体 F(X,Y) 是 B(X, 耻 ) 的 开 集 ， 其 过 通 分 支 也 是 开 集 .进而 

(1) 指标 映射 ind : F( 久 ,了 ) 一 名 是 局 部 常 值 函 数 (因而 连续 ). 

(2) 核 维 数 dim ker : F( 革 ,站 ) 一 ZZ 是 上 半 连 续 函 数 . 

(3) 余 核 维 数 dim cok : F(X,Y) 一 名 是 上 半 连 续 函 数 . 

在 用 以 上 定理 求 指标 时 ， 指 标 男 数 的 连续 性 极为 重要 . 
例 5 对 于 平移 8+ :iP 一 [1? 及 复数 六 讨论 AT 一 5+ 的 本 质 订 道 性 . 

(1) 在 |A>1L 时，XIT 一 和 可 道 ， 所 以 indqd(z 了 一 5+) =0. 

(2) 在 |A| < 工时， 因为 9_ 与 84 互 为 仿 道 ， 所 以 

一 + ~ (XSF — TS+. 

注意 到 上 X54 < 1, 知 X5f 一 了 是 可 逆 算 子 ， 据 性 质 8(1) 知 和 一 5S 是 
Fredholm 算 子 日 ind(AI 一 Sr) 一 ind 5+ 二 土 ]. 
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(3) 在 ||= 1 时 ， 条 一 54 都 不 是 Fredbolm 算 子 . 否则 , 如 果 AI 一 3+ 
是 Fredholm 算 子 ， 则 据 指标 的 连续 性 得 
ind(XT — $41) = Jim (ind(z1 — S54):|z|<1)=1, 
ind(XT — $+) = lim (ind(zl — S547}: wl> 1}=0. 


矛盾 ， 这样 和 一 54 是 Fredholm 算 子 当 且 仅 当 | 和 | 关 1. 
习题 


练习 1 设 六 是 自 反 空间 .有 界线 性 算 子 4: 外 一 是 紧 算 子 当 上 且 仅 当 天 中 
序列 (zn) 弱 表 近 0 时 ， lim ||Azn|| = 0， 


练习 2 证 明 88.1 练习 2 中 的 对 角 算 子 4 为 紧 算 千 当 且 仅 当 lim an = 0 


练习 3 如 果 Banach 空间 区 有 个 Schauider 基 {enln 六 1}， 证 明 大 上 每 个 
紧 算 子 4 可 由 有 限 秩 算 子 按 范 数 通 和 近 . 


练习 4 设 (X,1) 及 (Y,v) 是 全 0- 有 限 测度 空间 . 设 天 :天 xY 一 C 是 可 
测 函数 ，1 < p < +oo 旦 9 是 p 的 共 因 数 ， 如 果 


{YE (2, fv(dy)) pldz) < 二 oo， 
试 让 明 积分 算 子 及 : Ye (了 一 L?( 久 ) 是 紧 算 子 ， 其 中 
(Kf)(2) = / K(x, 2 人 TDP(d fe LP(Y). 
练习 5 设 4 是 复 Banach 空间 XX 上 紧 算 子 而 和 是 非 零 复数 . 证明， 对 任何 
[x] € 六/ ker(AT 一 项, 存在 [2 使 上 中 = eh. 


练习 6 设 工 是 复 Banach 空间 关上 紧 算 子 . 当 1 不 是 工 的 特征 值 时 ， 方 程 
2 一 了 2H 二 YY 对 任何 有 淮 一 解 . 


练习 7 乘法 算 子 me : L210,1] 一 2[0,1] 为 坚 算 子 时 是 零 算 子 
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练习 8 定义 函数 天 : [0, 1] x [0, 1] 一 C 与 线性 算 子 A : 52[0,1] 一 2[0,1] 
如 下 : 
1— zy:y 人 et: 
K(x,y) = 人 人 
1 
(Af)(z) = | F(z,)f (9) :fe L010,1]. 


证 明 (1) 入 是 自 的 特征 值 当日 仅 当 有 正 整 数 n 使 入 = 1/ (nr)?. 此 时 ， 相 应 
的 特征 子 空间 是 Csin(n7-). 
(2) 4 是 正 的 紧 算 子 且 其 算 子 范 数 为 xn. 


练习 9 当 0< a< 有 所 1 时， 证 明 包含 映射 4 :Cola 可 一 Ce, 可 和 包含 
映射 旦 : Coale, 可 一 Coe[a, 可 都 是 紧 算 子 . 

练习 10 设 丸和 和 站 是 Banach 空间 , 作 呈 积 针 二 XI xXX2 及 了 一 
Yi Xx 了. 设 工 :六 ;一 是 有 界线 性 算 子 ， 作 有 界线 性 算 子 本 :外 一 了 使 
人 (zw1, XY2) = (21,T2x2). 证 明 T= 下 Y | 各 |. 进而 证 明 了 是 紧 算 子 
当 且 仅 当 每 个 Ti 是 紧 算 子 . 

练习 11{Douglas) 设 4: 久 一 了 及 上 BB:W 一 Y 是 Banach 空间 之 间 的 
有 界线 性 算 子 使 ran 4 CranB 且 B 是 单 射 , 则 有 有 界线 性 算 子 CC:X 一 WW 
使 A= BC. 

练习 12 设 A:XX 一 Y 及 BB:W 一 Y 是 Banach 空间 之 间 的 有 界线 性 算 子 
使 ran 和 4C ranB, 如 果 B 是 紧 算 子 ,证 明 4 是 紧 算 子 . 


练习 13 设 了 是 自 反 空间 ， 证 明 有 界线 性 算 于 4 : X 一 六 是 紧 算 子 . 
练习 14 命 Af 是 f 的 导 函 数 , 求 4: Cllai 一 CI0,1] 的 指标 ， 


练习 15 设 革 是 自 反 空间 而 算 子 4 : XX 一 Y 的 共 示 算 子 A* 为 Fredholm 
算 子 ， 证 明 4 也 是 Fredholm 算 子 . 


练习 16 证 明 在 $7.2 练习 1 的 条 件 (3) 下 ， 有 4 是 紧 算 子 . 


* 练习 17 设 如 是 Hilbert 空间 而 A: 五 一 五 是 紧 算 子 , 命 和 = {zeH: 
上 zl 和 二 及 Acz) = (zz 证 明了 :区 一 C 是 弱 连 续 函 数 ， 


练习 18 设 4 :大 一 了 是 单 的 线性 算 子 而 BB :了 一 2 是 满 的 线性 算 子 使 
ran 4 二 ker 局 , 证 明 线性 维 数 dimy = dim 十 dim 2 
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练 可 19 设 4 :XX 一 是 指标 为 零 的 Fredholm 算 子 .证 明 以 下 条 件 等 价 ， 
(1) 本 是 单 射 . 
(2) 存在 算 子 B:Y 一 外 使 BA=I. 
(3) 4 是 满 射 . 
(4) 存在 算 子 吾 : 和 一 天 使 4 一 工 
练习 20(Banach 内 信和 域 定理 ) 设 4 : 义 一 了 是 Banach 空间 之 间 有 界线 性 
算 子 ， 则 以 下 条 件 等 价 ， 
(1)4 有 闭 值 域 (此 时 称 A 荐 正规 能 解 算 子 ). 
(2)44 满足 Fredholm 二 摊 性 ，(ker A)+ = ran A* 目 上 (ker A*) = ran A. 
(3) 4 满足 先 验 估 计 ， 也 > 0vzE 天 :4z 加 Blzker A). 
练习 21 设 4i ; 半 一 Y 是 线性 空间 之 间 的 线性 算 子 恒 使 ran A;_1 = ker A;, 
则 称 .Xi_1 人 4 下 i41:…， 为 正 合 序 列 . 
试 证 明 任何 线性 算 子 4 :天 一 卫 都 诱导 了 正 合 序列 


0 同 ker4 了 天 和 了 天 cok4 届 0， 

其 中 07 是 包含 映射 ， 丰 是 自然 射影 . 
练习 22 设 上 , 义 ,Y 是 Banach 空间 . 设 4:L 一 下 及 吾 : 久 一 了 是 有 界 
线性 等 子 ， 证 明 以 下 茶 件 等 价 : 

(序列 8 忆 工 往生 号 Y 也 0 是 正 合 序列 

(2 序列 0 一 了 了 * 三 ，X* 人生、L* 0 0 是 正 合 序列 . 
练 当 23 证 明 算 子 4 :下 一 Y 使 cok 4 是 有 限 维 的 当量 仅 当 ker A* 是 有 限 
维 的 旦 4 有 闭 值 域 . 此 时 ker A* 兰 cok 4 日 ran A 拓扑 可 补 . 
练习 24 设 工 是 Banach 空间 环 的 闭 线性 子 空间 , 证 明 (Xj/I)** 与 XX**/L** 
等 距 间 构 ， 
练习 25 设 区 是 Banach 空间 ， 证 明 线性 算 子 昌 : 六 一 co 有 和 界 当 且 仅 当 
久 上 有 弱 *- 收 化 于 0 的 过 续 线性 泛 本 序列 (所 ) 使 Bx = (f(z)%，. 此 时 
BI = sup | 天 小 


练习 26 命 甩 与 ( 户 ) 同 练习 25, 证 明 如 是 紧 算 子 当 向 仅 当 【 户 ) 强 收敛 于 人 


练 可 27 设 革 和 YY 是 Banach 空间 ， 证 明 有 界线 性 算 子 4 : 一 了 是 紧 算 
子 当 且 仪 当 有 紧 算 子 卫 : 久 一 co 使 XY EX 时，|Az)l < 上 Bzl|. 
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”练习 28{ 推 广 的 Dini 定理 ) 设 了 是 Hilbert 空间 而 自 伴 紧 算 子 A1 :日 一 
里 递增 至 自 伴 紧 算 子 4 : 吾 一 豆 , 证 明 4; 按 算 子 范 数 逼 近 4. 


练习 29 设 4,B: 针 一 是 Banach 空间 之 间 有 界线 性 算 子 . 

(1) 如 果 4 有 闭 值 域 目 是 单 射 ， 证 明 有 mr > 0 使 上 1B 一 候 <r 时 ， 吕 也 
有 了 闭 值 域 且 是 单 射 .举例 说 明 这 个 结论 在 4 无 闭 值 域 时 不 成 立 ， 

(2) 如 果 羡 入 是 自 反 空 间 且 4 是 满 射 , 证 明 有 r+ > 0 使 8B 一 A < 
时 ， 互 也 是 注射 . 
练习 30 设 4 :多 一 是 Banach 空间 之 问 的 有 界线 性 算 子 ,如果 2 是 
Banach 空间 使 有 单 的 紧 算 子 BB : 蕊 一 2, 证 明 以 下 条 件 等 价 ， 

(1) 先 验 估计 ， 有 常数 c >0 使 |4z| + 上 Bz|| 兰 台 zz|. 

(2) 4 有 闭 值 域 日 ker 4 是 有 限 维 的 . 


88.3 琐 数 演算 与 谱 


计算 谱 的 一 个 有 效 方法 是 消 数 演算 , 这 包括 关于 多 项 式 的 演算 、 关 于 全 纯 聘 
数 的 演算 和 关于 连续 函数 的 演算 . 
(下 设 4 是 数 域 区 十 有 单位 的 代数 而 f(z) 是 系 数 在 区 中 的 多 项 式 


Dos. 当 2 E 4 时 , 命 f(1) = 六 这 称 为 z 相对 于 了 的 画 
效 滨 站 它 保 持 保持 代数 运算 | 设 a 与 5 是 数 而 了 与 9 是 多 项 式 ， 旭 
(af + bg + fn)(7) = af(z) + bg(z) + f(z)9(7). 
定理 1( 谱 映射 定理 ) 设 f(z) 昆 复 系数 多 项 式 而 x 是 有 单位 复 代数 4 中 的 元 
素 . 当 入 取 遍 z 的 谱 点 时 ， 7(X) 取 遍 f(z) 的 谱 点 , 即 o(f(x)) = f(a(z)). 


例 1 求 2-Fourier 变换 下: 开 2( 了 及 ")] 一 上 2( 有 R") 的 谱 点 与 特征 值 ， 为 此 设 入 
是 五 的 谱 点 ， 由 五 4 = 了 与 谱 映 射 定理 知 和 二 1. 据 $5.5 枫 3 知 1 的 四 次 方 
根 都 是 下 的 特征 值 ， 于 是 玉 的 谱 点 都 是 特征 值 ， 它 们 是 土 和 士 一 工 


(二 ) 设 站: [a,9] 一 CC 是 复 平面 中 可 求 长 闭路 一 使 Y(a) = 7(t 的 连续 
有 界 变 差 晒 数 ， 它 关于 点 z EC \ {YY} 的 绕 数 为 以 下 整数 ， 
dA 
"0 VOD 可 


作为 z 的 函数 ， m(?,z) 在 人 AT7} 的 [无界 ] 连 逼 分 支 上 是 常数 [者 |. 
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k 
对 于 有 限 条 相互 不 交 的 可 求 长 闭路 Yi 与 整数 cj, 作 用 链 ? 二 和 ci 与 子 


集 {} = U {i}. 闭 链 7 关于 zE 人 \ {9} 的 绕 数 nh(Y;z) 一 > can (Yi 2), 


作 7 的 内 部 ins- 一 {zjn(Yy;2) = 1} 与 外 部 out YY = {zhn(Y; z) = = 0}. 如 果 
ny;z) 非 0 即 1 则 称 了 是 正定 向 闭 链 . 

设 4 是 有 单位 的 复 Banach 代数 而 旭 是 亿 的 开 和 集 ， 如 果 某 个 E44 的 
谱 cfz) 会 于 介 中 ， 对 于 全 纯 函 数 了 : 2 一 CC, 取 dom 了 中 正定 向 闭 链 ? 使 
oflzjcins7y 而 人 Sout3. 人 靖 


/四 = 一 JI 


27rw 一 IT3 z 一 zd 
不 依 才 了 以 上 半 久 了 的 交 到 ， 称 为 基隆 的 ie 昌吉 和 
(1) g 也 是 定义 域 包含 o(z) 的 全 纯 函 数 时 ， (9)(x) = f(x)g(x). 
(2) a 与 是 复 数 且 9 同 (1) 时 ，(af 十 本 ](z) = af (x) + bo(7). 
(3) f(z) = > Qn2z” 的 收 全 半径 7 > r(x) 时 ， f{2) = > QnT™. 
0 h 实 0 


(4) 了 f(z) 恒 为 数 工时 ， f(z) = 1; 9(z) 恒 为 2 时 ，g(2) = 工 . 
(5) (所 ) 胰 紧 一 臻 带 近 了 的 全 纯 函 数列 时 ， lim fn(z) = f(z). 


定理 2( 谱 映射 定理 ) 设 4 是 有 单位 的 复 Banach 代数 而 z E 人 4 如果 全 纯 函 
数 定义 在 谱 gf(z) 的 一 个 开 邻 域内 ， 则 cf(F(zj) = f{o(2)). 换言之 ，A 到 
遍 z 的 谱 点 时 ， 了 (和 ) 取 遍 六 2) 的 谱 点 . 

当 玉 :2( 民 ") 一 也 4 了) 是 Fourier 变换 ( 见 例 1) 时 ， 据 谱 映射 定理 知 
exp( 政 ) 与 exp(V 二 IF) 的 谱 都 是 {e,e 1!,ev 1,e v1}. 
例 2 设 Banach 代数 4 中 责 个 元 素 2 与 4 交换 ， 29 二 WT; 则 

nT 

(1) (z+ "= 和 2 Un a 此 处 ni 是 自然 数 . 
(2) exp(z 十 y) = exp x exp 请 读者 用 上 面 的 结论 证 明 此 式 ). 
(3) exp(V 一 1x) = cos 十 v 一 Isinz( 这 也 称 为 Euler 公式 )， 
(4) sin(z + ¥) = sin x cosy + cosz siny. 
(5) cos(z + Y= cos zt cosy — sinz siny. 


(6) (expz)j ”== exp( 一 2). 这 是 因为 据 (2) 得 
exp( 一 YY) exp(z) = exp(x) exp(—x) = exp{—zx 十 了 ) = 1. 


谱 映射 定理 有 以 下 推论 ， 这 是 有 关 CQO*- 代数 的 重要 结论 . 


258 


定理 3 设 4 是 有 单位 元 的 C*- 代数 . 

人) 设 纪 是 4 中西 元， = 二 wu* = 二 1 则 ==1 且 olw) ST. 

(2) 设 之 是 4 中 自 伴 元 ， 2 = zZ*, 则 z 的 谱 点 都 是 实数 . 

(3) 设 p 是 4 上 的 特征 ， 则 p(x*) = p(T) 恒 成 立 . 

当 有 是 B 的 子 代数 时 ， 对 于 TE A 何 时 成 立 ca(z) = oaB(Z)? 这 个 问题 
在 C*- 代数 范 暑 内 有 令 人 满意 的 答案 . 


定理 4 设 和 4 是 C*- 代 数 B 的 C*- 子 代数 且 两 者 有 相同 的 单位 元 . 任 取 ZE 4， 
旭 工 相对 于 4 与 是 的 谱 一 致 ; galx) 二 op(r). 


(三 ) 设 和 4; 吾 一 五 是 Hilbert 空间 上 正规 算 子 . 从 C*- 代数 ColA)) 
到 B( 吾 ) 有 唯一 同 态 了 一 (4) 使 C(4) = 4, 其 中 6(z) 一 > 将 f(A4) 称 为 
4 关于 连续 函数 了 的 函数 演 革 ， 

(1) f 是 多 项 式 Daijzi 友 时 ，f(4) = DodiAY. 

(2) (4) 是 正规 算 子 上 且 上 (4) = | 着. 

(3) f(A) 是 自 伴 算 子 当 且 仅 当 在 0(4) 上 了 是 实 函数 . 

(4) f(A4) 是 正 算 子 当 且 仅 当 在 o(A) 上 了 > 

(5) 了 (A) 酉 算 子 当 且 仅 当 存 o(4) 上 | 用 =1. 

(6) f(A4) 是 投影 算 子 当 且 仅 当 a(4) 有 个 既 开 又 闵 的 子 集 马 使 了 是 巴 的 
特征 函数 (在 息 平 面 上 ， 马 是 闭 集 但 非 开 集 ). 

(7) 是 全 纯 函 数 g.: 0 一 C 在 oA 上 的 限制 时 ，f(A) = g(4). 

(8) 在 4 是 正规 紧 算 子 时 ， 了 {A) = > 了 (ARP (符号 见 轩 .2 定理 外). 


(9) 如 果 (8) 中 ， A(0) = 0, 则 f(A4) 是 紧 算 子 . 


定理 5( 谱 映射 定理 ) 设 4 是 正规 算 子 而 了 : cf4)] 一 C 是 连续 函数 ， 则 和 取 
遍 A 的 谱 点 时 ， f(A) 取 遍 f(A4) 的 谱 点 ， 即 o(f(A)) = f(o(A4)). 


当 A 是 正 算 子 时 ，o(A) C [0, 十 oo0). 将 4 关于 上 非 负 连续 函数 z 上 zt( 其 
中 之 0) 的 函数 演算 记 为 At. 这 是 正 算 子 ， 对 于 自然 数 ,将 4* 称 为 4 的 
nn 次 方 根 ， 记 为 WA. 它们 有 以 下 性 质 : 

(0<t<+o0WH kerA=kerAt: HB riA= TA, 

(2) s,t 20 时 ASA: = AStt H(A): = A 

正 算 子 是 非 负 实数 的 推广 而 部 分 等 距 则 是 模 1 复数 的 推广 ， 复 数 z 都 有 极 
坐标 z = exp(v 一 区 |z|. 这 个 思想 推广 可 得 以 下 重要 结论 ， 
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定理 6( 极 分 解 ) 设 了 : 不 一 Y 是 复 Hilbert 空间 之 间 的 有 界线 性 算 子 ， 记 
|T| = y 丈 过 记 为 好 |, 则 有 唯 -部 分 等 距 U5 :六 一 了 使 U*U 与 UU* 分 别 
以 FT* 与 Tan 全 为 投影 子 空 间 ， 人 下 = UIT| 瑟 1 = DT 


{ 四 ) 设 瑟 和 站 是 Hilbert 空间 而 了 :页 一 到 是 等 距 算 子 ,如果 
站: 吾 一 囊 和 日 : 契 -» 久 是 有 界线 性 算 子 使 4 一天 唱和 称 吾 为 上 的 :一 
个 脱 胀 , 此 时 车 将 豆 视 为 区 的 子 空间 而 J 视 为 包含 映射 ， 号 是 4 的 膨胀 当 
ee 有 天 一 下 ，B 的 分 块 阵 表 示 [Bi;]ax2 中 Bi = 和 4. 


例 3 [一 - 可 ax4 是 [7 av2 的 一 个 膨胀 . 


本 (4; :日 一 砷 )ieJ 的 膨胀 (Bi; : 天 一 天 jic7, 通 

常 取 性 质 较 好 的 膨胀 来 获得 原来 算 子 的 - - 些 信 息 . 
习 题 

练习 1 (1) 设 z 是 代数 4 中 宕 等 元 ( 即 z = 2), 证 明 atz) C {0,1}. 何 时 
ox) 二 {0}? 何 时 go(2) = {17? 和 何 时 ef) = {0,1}? 

{2) 设 bp 和 9g 是 代数 4 中 两 个 寡 等 元 ， 证 明 bp 十 9 是 宕 等 元 当 且 仅 当 p 与 
g 直 交 ( 即 pg = gp = 0). 

(3) 设 21，…… ,pn 是 相互 直 交 的 非 零 竹 等 元 ,证明 数 组 ai,…… ,an 使 线性 
组 合 1p1 十 … 十 gnpn 可 道 当日 仅 当 pi 十 '… 十 pn 二 1 并且 oi 部 非 零 . 


练习 2 设 4 是 有 单位 的 Banach 代数 ， 如 果 4 中 有 两 个 元 2 和 Vy 对 任何 实 
数 + 满足 exp(t7)y 二 yexp(t7), 证 明 x 和 37 交换: zy = 9X 


练习 3 证 明 有 单位 的 复 Banach 代数 4 在 以 下 条 件 之 一 是 交换 的 ; 
(1) 有 正 实数 c 使 zyll < cllyzl 恒 成 立 (Le Page, 1967) 
(2) 有 焉 实数 ec 使 zl| < er(zj 恒 成 立 (Le Page, 1967). 
[3) 有 常数 c 使 ||x| 上 2 所 x2 恒 威 立 (Le Page, Hirschfeld-Zelazko). 
(4)4 是 有 限 维 的 且 4 中 只 有 零 元 是 响 堆 元 . 
练习 4 设 4 :页 一 所 是 正规 算 子 . 设 1<p< 十 oo 而 9 是 p 的 具 轴 数 . 设 
与 9 是 calA) 上 非 负 连续 (可 测 ) ,对 于 zx E 五 , 证 明 
(1) (F(A)g(A)z, 7) < 《Fo 7) # (g(A)uz, 1) 4. ， 
(2) (F(A) + g(A))P ew, 2) < (fA)Pe, 1)F + (g(A)Pr, 2)7. 
练习 5 设 2 尾 复 代 数 由 中 元 且 /是 复 系数 多 项 式 使 AZ] 二 0, 试 证 明 z 的 
谱 点 入 都 是 了 的 根 . 
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练习 6 设 4 与 召 是 复 Hilbert 空间 右 . 上 正 算 子 , 则 4B 是 正 算 子 当 且 仅 当 
AB= BA. 


练习 7( 函 数 演算 的 连续 性 ) 设 MW 尽 复 平面 的 紧 集 而 f : M 一 C 是 连续 请 
数 ， 当 复 Hilbert 空间 五 上 正规 算 子 4 和 4o 的 谱 都 在 Mf 上 时 ， 


im f(D- (A) -0. 
练习 8 设 复 Banach 空间 六 上 有 界线 性 算 子 4 关于 某 个 全 纯 函 数 了 的 函数 


演算 f(A4) 是 紧 算 子 . 如 果 old 是 不 可 数 集 , 证 明 f 限制 在 某 点 的 一 个 邻 域 内 
是 常数 函数 ， 


练习 9 设 瑟 是 Hifbert 空间 而 开 : 瑟 一 五 是 压缩 算 子 ( 即 || 荆 | 所 1, 每 个 
向 量 x 的 像 Tz 长 度 不 增长 ), 证 明 工 的 不 动 点 也 是 T* 的 不 动 点 . 


练习 10 没 工 是 Hilbert 空间 吕 上 压缩 算 予 ， ker(T 一 了 了) 对 应 投影 算 于 PP. 
设 anp : ,EN 是 非 负 实数 能 使 之 0 时 ， 之 ank 二 1 且 
=0 


lim (ano 十 |ank 一 2rk-il) = 0. 
no =1 
证 明 (1])} keEN 时 ，TEP = PT* =P, 
(2) x EHHNH, lim Y onsTr = PY. 
nl Tz 
(3) TER 时 lim > = Pz( 平 均 议 历 定理 ). 
TD =0 
(4) 0< bs <1H lim nbs( 一 加) 二 0 时 ， 
lim (bl TtT 一 加 Jr = Pr. 
练习 11 设 是 Hilbert 空间 而 工 : 太一 日 是 有 界线 性 算 子 . 设 数 和 使 


[A = TH 如 果 工 是 ker(AT 一 荆 ) 的 闭 线性 子 空间 而 P 是 上 对 应 的 投影 算 
子 , 证 明 TP = PT = AP. 特别 地 ， 工 约 化 工 . 


练习 12 设 线 性 算 子 了 : C2 一 C? 有 矩阵 表示 
1 1 
7 一 《0 2 


说 明 TT| 关 1 工 = er 一 全 , 求 王 对 应 的 搜 阵 .说 明 PT 天 工 . 
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练习 13 Hilbert 空间 和 了 西 同 构 当 且 仪 当 有 个 具有 移 密 值 域 的 单 的 有 界 
线 算 子 4: 六 一 了 , 


练习 14 设 上 各 MM 是 Hilbert 空间 五 的 闭 线 性 子 空间 使 Ln MT = 0, 证 
明 dim 工 所 dim M. 


* 练习 15(Fugljede-Putnam 定理 ) 设 训 :XX 一 六 和 和 NWN:Y- YY 是 
Hiibert 空间 上 的 正规 算 子 而 BB :所 一 是 有 界线 性 算 子 使 BM = NB, 则 
BM* = N*B. 


”练习 16(Douglas) 条 件 同 练习 15, 则 ker B 和 FT67B* 都 约 化 M 而 
ker B* 和 ranB 都 约 化 NN. 进而 限制 Mi 二 (ad :TAN DB* 一 ra B*) 和 和 限制 
Ni = (N :FS B 一 Gi BB) 西 等 价 . 


* 练习 17(Putnam)】 两 个 相似 的 证 规 算 子 M :XX 一 基 和 N:Y- 一 是 
酉 等 价 的 . 


* 练习 18(Halmos) 复 Hilbert 空间 上 扑 编 算 子 了 : 瑟 一 吾 有 个 膨胀 末 
是 酉 算 子 ， 此 时 称 女 为 工 的 西 膨胀 . 


* 练习 19(Nagy) 复 Hilbert 空间 上 压缩 算 子 了 : 电 一 吾 有 个 西 膨胀 如 使 
非 负 整 数 nw 对 应 的 U" 是 ”的 西周 胀 而 U*"™ 是 T*? 的 西 膨胀 . 


* 练习 20(von Neumann-Heinz 不 等 式 ) 缩 对 收 合 的 复 值 级 数 二 cn 确 
中 一 站 

定 的 短 级 数 二 cnz* 记 为 f(z). 设 |z|1 时 |f(z)| 1 (或 ref(z) > 0). 

如 果子 是 复 Hilbert 空间 上 压缩 算 子 ， 则 f(T) 拟 1( 或 re f(T) 六 站 

练习 21 证 明 复 Hilbert 空间 五 上 压缩 正 算 子 4 有 个 膨胀 PP 为 投影 算 子 . 


练习 22 设 和 4 和 昌 分 别 是 Hilbert 空间 理 和 外 上 的 有 界线 性 算 于 且 HC XX， 
证 明 以 下 条 件 等 价 : 

(1) 吕 是 4 的 延 拓 一 当 xEH 时 ,Bx = Azx. 

(2) BB 是 4 的 膨胀 是 B*B 是 A*A 的 膨胀 ， 

(3) B*iBi 是 A*iAi 的 膨胀 ， 其 中 ij,7 是 非 负 整数 . 


* 练习 23(Frobenius) 有 限 维 实 可 除 代 数 4 与 及 ,信和 卫 之 一 同 构 . 
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88.4 无 界线 性 算 子 


讨论 无 界 算 于 的 有 效 工具 是 图 像 ， 以 4A : 万 oo 一 了 青 示 上 映射 4 的 定义 域 
dom A 是 XX 的 子 集 ， 其 图 像 EI 4 是 症 x 的 于 焦 {zx, AT)|x € dom A}. 

称 4 :大 o 一 了 是 闲 鼻 手 是 指 区 4 是 和 站 xY 的 闭 保 ,这 相当 于 dom 4 
中 序列 (za)] 收 分 于 了 而 (4zn) 收银 于 时 ，Y Edom4 且 ?= Ax. 这 里 
的 定义 推广 了 $6.5 中 相关 概念 ， 主 要 是 这 里 不 要 求 算 子 定义 域 是 全 空 何 . 


例 1 作 线 性 算 子 D: CI0,1]o-=C[0,1 使 domDD 一 C0,1] 且 Df 为 了 的 
导 明 数 ， 则 DD 是 闭 算 子 ,为 此 作 半 范 数 p :CI0,1] xc 一 至 为 


p(f,9) = max{|f(z) ~ f(0) — f(a :0<z <1). 


因为 p(f,9) 20 有 十 ol), 所 以 gr D = kerp 是 闭 的 . 


因为 O10, 1] 包含 所 有 多 项 式 ， 所 以 据 Weierstrass 定理 知 上 例 中 的 算 子 
D 的 定义 域 DD 在 C[0,1] 中 秽 密 .一 般 地 ,使 dom 4 稠 于 区 的 线性 算 子 
六 :三 o 一 了 称 为 移 定 算 子 , 下 设 W 是 x 的 非 空子 集 . 

(1) 有 了 映射 4: 革 co= 丫 使 W = gr4 当 且 仅 当 每 个 截 口 WW 是 单 点 集 或 
空 集 . 此 时 A 的 定义 域 dom 4 二 {zjWs 冯 名 } 而 信 域 ran 4 = {ylWY 名}. 

(2) 有 线性 算 子 4 ; 外 oo 一 了 使 WW = gr A 当 有 目 仅 当 WW 是 线性 子 空间 且 
不 售 形 如 (0, 9) 的 非 零 向 量 . 此 时 ker 4 = W?. 

(3) 回顾 $1.2 的 事实 : 映射 召 : 蕊 co 一 外 是 映射 4 : 让 o 一 了 的 扩张 当 且 
仅 当 gr A grB. 此 时 记 A4CB. 

(4) 如 果 召 是 闭 算 子 晶 是 4 的 扩张 , 称 召 是 4 的 闭 坟 张 . 此 时 ， 氏 妇 
的 闭 包 满足 于 4 C gr B. 于 是 每 个 截 口 (ET 4)。 CE (gr B)s. 这 样 (BE 4); 是 
单 点 集 或 空 集 ， 因 此 有 个 映射 世 : 基 oY 了 使 娩 甩 二 于 A. 此 时 甩 是 A 的 最 
小 闭 扩 张 . 这 说 明 有 闭 扩张 的 算 子 必 有 最 小 闭 扩张 . 

(5) 因为 线性 子 空间 的 闭 包 是 线性 子 空 间 ， 所 以 线性 算 子 的 最 小 闭 扩张 ( 若 
存在 ) 也 是 线性 算 子 ， 但 线性 算 子 的 一 般 闭 扩张 不 必 是 线性 算 子 . 


共 斩 算 子 设 4 :三 co 一 了 是 Hilbert 空间 之 间 的 稠 定 算 子 ， 命 
五 三 1yEyYldom437zr (AT, WE 连续 泛 函 }. 


据 Riesz 表示 定理 ,任何 y E 百 对 应 唯一 A*y € 于 恒 使 (Ax, 四 = (zx; A*y\. 
称 A* :7o 一 天 为 4 的 共 辑 于 子 . 它 是 闭 线 性 算 子 使 了 = ker A* 中 Tn A. 


约定 rg 4 二 {( 一 47, zj|z € dom 4}, 则 共 元 算 于 有 以 下 特征 刻画. 
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定理 工 设 4: 符 co 一 了 是 Hilbert 空间 之 间 线 性 算 子 ， 则 4 是 笛 定 算 子 当 且 
仅 当 有 唯一 映射 4”: Yo 一 让 满足 以 下 等 价 条 件 之 一 : 

(1) 有 直 交 分 解 Y xX=grA* 外 鹿 4( 即 XxY=rg4* 外 开 有 4). 

(2) dom A* = {yl3c 2 0vz € dom 4A: 1Az,| ojz} 且 


(ATW = (xr, A :rE dom A,y € dom A*. 


以 C%(Q) 记 Euclid 空间 的 开 集 QQ 上 紧 支 撑 的 光滑 函数 全 体 (参见 63.5 
练习 切 . 下 面 用 此 空间 讨论 一 个 自 健 算 于 一 与 其 共 堪 相等 的 算 子 : 


例 2 命 (4) 二 地 反 , 记 工 = {f € (RR) ;|4fllz < +oo}， 注意 
到 所 二 tet 时 ，]4fr 上 = (2n 二 世上 /4 定义 域 为 工 的 算 子 
4 :了 2( 限 ) o> 52(RR) 是 无 界 的 而 工 包含 稠密 集 CY(R). 当 fg9E 工 时， 


{if (9dt = | f(t9()dt 
这 表明 9 E dom A* 且 4*g = 二 Ag. 上 友之 取 9Edom4*, 则 feEL 讨 
f FE) (to(t)at = f ft) (A*9) (dt. 
由 工 的 箱 密 性 知 tg( 引 二 (A*g)(). 于 是 ge Lk. 可 见 4* =A. 


当 BB :; 苇 o 一 站 是 稀 定 算 子 4 :于 o 一 站 的 扩张 (此 处 及 以 后 都 指 线 性 延 
拓 ) 时 ， A4* 是 B* 的 扩张 ， 


性 质 2 设 4 :oY 是 复 Hilbert 空间 之 间 的 笛 定 算 子 ， 
(1) 4* 是 称 定 的 当 且 仅 当 4 有 闭 扩张 . 此 时 4* = 二 甩 而 A4*** 一 4 
(2) 4 是 闭 算 子 时 ， 4* 是 秽 定 的 且 4** = 4. 
(3) 4 是 闭 算 子 时 ， A4 有 界 当 且 羽 当 A 是 整体 定义 的 ， dom 4 = 站. 


在 入 :六 co 一 YY 尾 单 射 时 ， 以 4-1 :Yo 一 天 记 定义 域 为 ran 4 的 映射 使 
有 1(4AT) = zx. 显然 ， 针 .41 =rg(-A HreAT!=gr(-A). 


定理 3 既 单 义 满 的 秋 定 算 子 4 : 革 o 一 了 是 闭 算 子 当 且 仅 当 4 尾道 有 界 的 一 
存在 (唯一 ) 有 界线 性 算 子 中 :一 症 便 B4ESETIT 且 4 = 了 了. 此 时 称 吕 为 
丰 的 有 界 诺 . 


规定 如 : 其 0 与 已 :Yo 一 2 的 复合 BA :; 汪 o- 8 的 定义 域 是 
A-!i(dom B). 当 昌 4 与 BB 称 定 时 4 也 笛 定 且 4*B* C (BA4)*. 

对 于 数 入 与 线性 算 子 4, 约定 数 乘 入 4 与 4 的 定义 域 相同 . 如 果 入 非 零 且 
抽 是 稠 定 算 子 ， 则 (和 A)* 二 和 A*. 

约定 利 差 41 土 42 定义 在 4i 与 42 的 公共 定义 域 上 ， 如 果 4i 士 42 是 短 
定 算 子 ， 则 入 土 A3 GE (4 士 da 入， 
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例 3 当 了 Ee Cee 及) 时 , 以 了 记 了 的 导 话 数 并 命 Df = 站 /(2xVY 一 1). 试用 
Fourier 变换 玉 : 2 以 ) 一 ?2(R) 这 个 西 算 子 讨论 DD : 572( 限 ) oo ?2( 民 ) 与 
其 共 氏 算 子 ， 为 此 取 户 9 E CYP(R), 则 
gf(z) ju dz 
+ 了 7 人 ( 寻 x 


TF £0) ar = Da 
) 27V 二 2 2rv | 

这 即 (Df 二 (f, D9). 因此 DED", 出 DD 有 闭 扩张 . 

据 $3.5 性 质 5(5) 知 了 DF = AFf, 其 中 4 同 例 1. 于 是 DCI AF, 
从 而 五 "4 CD*. 当 9g € dom D* 时， 

‘f, Dg) = (Df,9) = {FAFPf, Fg) = (AFY, Fo). 

因此 (4F})(Fg) = D*g. 于 是 D* C *AF. 这 样 AF = DD*. 可 见 DD* 
是 自任 算 子 . 

一 般 地 ， A* 自 伴 当 卫 仅 当 所 = A**, 此 时 称 A 为 本 性 自 伴 算 子 . 
定理 4 设 4: 守 oo 一 是 短 定 闭 算 子 ， 则 

(1) 4*4 是 自 伴 算 子 卫 了 十 44 :一 天 是 道 有 界 正 算 子 . 

(2) 44" 是 自 伴 算 子 且 了 + 44* :了 一 了 是 道 有 界 正 算 子 . 

(3}) gr 4 有 个 稠密 集 工 = {(z Ax)lz € dom A*A}. 

(4) 4 与 4* 都 是 单 射 时 ， 4 与 (4) ”1 都 是 稠 定 闭 算 子 上 

(4 一 ATI. 

使 和 4 = 4A* 的 笛 定 闭 算 子 4 : 有 Ho 古称 为 正规 算 子 .此 时 A* 也 是 
正规 算 子 且 dom 4 = dom A* 及 |4zl = HA*z|| 恒 成 立 ， 
定理 5 设 4;: 互 一 瑟 (E J 是 一 秘 有 界 正 规 算 子 使 1， 关 了 时， 

ArA; 一 AiAdy = 0. 
记 上 = {zefH: jaAirl? <+o0}. 当 Xz EL 时 , 命 
aE 


Ax = > 旭 ;， 


tE 
则 4 : 吾 o 一 五 是 正规 算 子 且 工 E 工 时 ，4*z 一 > 4 了 7. 进而 
dom A*A= {xz) 3 AYAizl? < +o0} 
iEJ 


AAz= 7 AA 
EJ 


这 个 定理 中 构造 正规 算 子 的 方法 在 无 界 男 数 谱 积 分 中 发 挥 重 要 作用 ， 
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例 4 设 yp 有 是 全 0o- 有 限 测 虎 空间 (2M, jn) 上 的 可 测 冰 数 ， 命 
L={feD(M, nlpf € LM, A))}. 


使 dom ms 二 上 且 msf = pf 的 线性 算 子 me : 上 ? o-> 上 2 是 正规 算 子 . 
为 此 , 命 Bn 二 (mn 一 1 所 |p| 之 坟 ), 这 得 到 并 的 -个 可 测 划分 {可 ,|n 之 1}. 
命 Anf = pfxXgss 则 An :了 2(M,) 一 已 (M,4) 是 正规 算 子 . 算得 


SAFI = loflar. 
nt 二 1 A 


按 定理 5 的 方法 得 到 的 正规 算 子 4 的 定义 域 是 {f E Llpf E LL? 且 
4 二 mp. 进而 4* = pms, 因此 mw 是 正规 算 子 ， 
也 可 这 样 说 明 rn。 是 稠 定 闭 算 子 : 工 包含 span 大 (Bn p), 这 在 Cd jp) 


中 稠密 ， 从 而 mp 是 稳定 的 . 任 取 (9, 有 < grm;, 则 (pf,9) = ( 玉 加 . 击 工 
的 稠密 性 知 5g 一 卢 于 是 9 & 工 . 这 表明 domm* = 了 

因此 m% = mg 及 ?15 二 mp 所 以 mp 是 闭 的 . 

这 个 例子 结合 Fouier 变换 可 使 我 们 讨论 更 多 的 微分 算 子 . 
例 5 设 算 子 也 :2( 有 R") oR") 将 fe CY (RR") (在 一 个 紧 集 外 为 零 的 光 
请 沙 数 全 体 ) 映 至 8° 了/{2xV 二 了 )l?1. 多 次 用 分 部 积分 知 , 对 于 fg E CR") 
有 (Df = (f,DD, 这 说 明了 CD*. 

命 (4 了 )(z) = Zz* 了 (xz). 由 例 4 知 ，A 是 自 伴 算 子 ， 像 例 3 一 样 用 52- 
Fourier 变换 可 说 明 D” 是 自 伴 算 子 ， 从 而 D 是 本 性 自 伴 算 子 . 

若 将 例 5 中 了 D 的 定义 域 换 ~- 下 ， 则 号 可 能 不 是 本 性 自 伴 算 子 . 
例 6 设 吃 :2(0,1)o= 上 52(0,1) 将 ECm(0,1) 里 至 VIF 昼 例 5 - 
样 ，DCD*. 于 是 DCD*. DD 

当 了 EC%(0,1) 时 ，{Df1) = ,人 0. 因此 D*1 二 0. 如 果 1 在 六 的 
定义 域 中 ， 则 D1 = D*1 = 0. 从 而 有 C> 中 序列 5 使 


lim]lf, ~ 1la = lv—1f4 ~ 0lls =0. 
但 |fn(z)| = 1 广 (tjdt| < 所 N2. 这 表明 (所 ,) 一 致 通 近 0, 矛盾 . 


使 4 C A* 的 稠 定 算 子 4 :二 co 一 日 称 为 对 称 算 子 ， 这 相当 于 
ry Edom A: (Az,Y) = (rx, Avy), 
本 性 自 伴 算 子 是 对 称 算 子 ， 反 之 不 然 ， 如 例 6 中 的 微分 算 子 也. 
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Cayley 变换 设 万 是 复 Hilbert 空间 ， 对 于 线性 算 子 4 : 末 o-* 吾 与 线性 算 
子 世 :ranfl4+V=-] 门 一 ran(4 一 vy 一 17), 以 下 两 条 等 价 : 

(1) 4 是 对 称 算 子 日 UU = (4 一 V-1D(4+ Vv-17)-. 

(2) U 是 等 距 同 构 ， Tan(T -=H 有 A= Vv-1lT + -0-. 
此 时 称 4 与 UU 互 为 Cayley 变换 . 直 交 维 数 对 


(mm_ Y= (dim(ran(A+ v—11)}t, dim(ran(A — Vv—11)}+) 


称 为 对 称 算 子 4 的 志 背 数 , 它们 有 以 下 性 质 ， 
(3) 4 是 闭 算 子 当日 仅 当 UV 的 定义 域 与 值 域 是 闭 的 . 
(4) 4 是 自 伴 算 子 当 且 仅 当 U 是 豆 到 瑟 的 西 算 子 . 
(5) 4 有 界 且 自 伴 当 且 仅 当 了 一 区 : 瑟 一 互相 道 (因而 道 算 子 有 界 )， 
(6) 4 有 自 伴 扩张 当 且 仅 当 其 亏 指数 满足 ?+ = mm-. 
(7) A 与 U :iHi(A+ VvV-17) 一 60(A 一 Vv-17) 互 为 Cayley 变换 . 


实数 入 的 Cayley 变换 是 横 1 复数 (和 一 Vv 一 1)/(X 十 vy 一 外), 这 也 是 Cayley 
变换 的 基本 思想 ， 显 然 ， 4 与 刀 的 亏 指数 相等 ， 例 2 中 算 子 4 的 Cayley 蛮 
换 U 是 L2( 有 R) 上 西 算 子 . 显然 (Uf 了) = (t 一 Vv 一 DFG + vl. 


笛 定 算 子 的 谱 设 4 : 万 o_ 古 是 复 Hilbert 空间 上 笛 定 算 子 . 

(1) 使 AT 一 4 递 有 界 的 复数 和 称 为 4 的 正则 点 ， 其 全 体 p(A) 称 为 4 的 
预 解 集 (这 是 复 平面 的 开 集 ). 

(2) 将 4 的 预 解 集 的 余 集 oc( 4) 称 为 4 的 谱 (这 是 复 平面 的 非 空 闭 集 )，- 

(3) 使 4z = Xz 的 非 学 向量 z 称 为 特征 值 对 应 的 特征 向 量 而 ker (和 7 一 A) 
称 为 入 对 应 的 特征 子 空间 . 


有 种 可 能 是 X7 一 4 可 逆 但 逆 无 界 ， 此 情形 在 dom4 = 豆 且 4 有 界 时 不 
会 发 生 ， 因 为 道人 算 子 原 理 草 含 和 一 4 的 逆 有 界 . 


定理 6 复数 入 是 自 伴 算 子 A : 互 o-3 顾 的 谱 点 当 且 仅 当 (A 一 V 二 TAOA 十 
Vv 一 1) 是 4 的 Cayley 变换 UD: 袁 一 瑟 的 非 1 谱 点 ， 此 时 ， 入 是 实数 , 


例 2 中 算 子 4 的 谱 是 及 ， 由 例 3 知 DD 的 谱 也 是 及 .这样 4 与 忆 的 
Cayley 变换 的 谱 是 {{t 一 Vv 一 1){t 十 v 一 1)-!1]t & 有 R} 的 闭 包 . 这 即 T. 
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习题 
练习 1 设 针 和 了 ,-…… ,了 都 是 度量 空间 ， 好 果 4; :六 o 一 和 是 闭 算 子 重 它 
们 的 定义 域 有 公共 交点 ， 让 明 4 :着 o 一 和 Xx:… x 了 是 闭 算 子 ， 其 中 
vr Edoma4inmn mdomna4n : Ax = (A17,-.: ,Anz). 
* 练习 2 作 稠 定 算 子 4 : (有 R") o 一 由 天 (要 ") 使 dom 4 二 CY(R") 


lal&m 
且 当 fe C> (RR") 时 ，AF 二 (8? 了 /VT ialsm- 试 证 明 4 有 闭 扩张 ， 其 
最 小 闭 扩张 的 定义 域 记 为 Wm 并 在 Wm 上 规定 内 积 


(f,9)m = (AF, Ag). 
这 使 WW 成 为 Hilbert 空间 ， 称 为 Sobolev 空间 . 
练习 3 设 4 是 自 伴 算 子 而 BB 为 4 的 对 称 扩 张 , 证 明 4 = B. 
练习 4 设 {ei 是 Hilbert 空间 互 的 规范 直 交 基 . 对 于 复数 艇 【ai), 命 
LL={zxeH| 2 oi(®, ei}|? < 十 col. 


当 芭 EL 时 , 命 Ax = 2 At, Ei). 证 明 ， 

(1) 4 旦 稠 定 的 正规 算 子 ， 称 4 可 对 角 化 ， 

(2) 0 是 4 的 正 证明 点 当 且 仅 当 inf laal > 0. 

(3) 入 是 4 的 特征 值 当 且 仅 当 有 使 入 = i， 

(4) 当 ai : i € J 互 异 时 ， Q; 的 特征 子 空间 是 一 维 的 . 
练习 5 设 4: 互 co 一 已 是 笛 定 闭 算 子 , 证 明 和 是 4 的 正则 点 当 且 仅 当 和 1 一 4: 
dom 4 一 瑟 可 道 当 且 仅 当 入 是 4* 的 正则 点 ， 


练习 6 设 4 : 玉 o 一 是 是 对 称 算 隆 ，a 和 上 4 是 实数 而 c = @ 十 v 一 1b. 证 明 ; 
(1) lez ~ Az)l? = llaz ~ Azl? + lz. 
(2) 4 是 闭 算 子 且 5 关 0 时 ， 妥 一 ecJ 有 闭 值 域 
(3) 对 称 算 子 4 : 互 o 一 互 的 最 小 闭 扩 张 是 对 称 算 子 . 


练习 7 设 4 : 如 co 一 吾 是 单 的 对 称 闭 算 子 ， 证 明 4-! 是 有 界 自 伴 算 子 (从 而 
4 是 自 伴 算 子 ). 
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统 习 岛 设 壬 ; 玉 o 一 电 是 复 Hilbert 空间 上 稠 定 算 子 , 
(1) 4 道 有 界 时 ， 让 有 明 存 在 > > 0 使 | 如 || < > 时 ， 4 十 吾 道 有 界 且 
(A+B) 1 = (A-1B)")AT. 
nn 二 1 
(2) p(4) 是 开 集 ， 它 非 空 时 证 明 4 的 穆 解 式 RR 是 p(A) 上 的 全 纯 函数 
(3) 构造 -个 稠 定 闭 算 子 使 其 谱 为 空 集 


练习 9 设 和 :五 o 一 瑟 是 对 称 闭 算 子 , 证 明 dimker(A* 一 c 门 在 imc>0 
和 ime< 0 时 分 别 是 常 值 的 . 


练习 10 证 明 对 称 闭 算 子 4 : 百 o_， 五 的 谱 有 且 仅 有 以 下 4 种 可 能 : 
(1) et4 = C， 
(2) oA) = {Me ClimX > 0}. 
(3) o(A) CR. 
(4) oA) = {ME ClimX < 0}. 


练习 11 设 妃 是 Hilbert 空间 而 4 : 百 。_y 二 居 对 称 闭 算 子 ， 证明 (04 是 
自 伴 算 子 当 且 仅 当 (2)o(A) C 及 当 且 仅 当 (3)4* 土 VT7 都 是 单身 


练习 12 设 对 称 闭 算 子 4 : 互 c 一 总 的 谱 不 包含 民 , 证 明 4 是 自 伴 算 子 . 
练习 13 对 称 算 子 的 特征 值 都 是 实数 旦 不 间 特 征 值 对 应 的 特征 向 量 直 交 . 
练习 14 陈述 逢 定 闭 算 子 的 极 分 解 . 

练习 15 证 明正 规 的 对 称 算 子 妇 4: 外 o 一 外 是 自 伴 的 . 


练习 16(Lindsay) 找 个 移 定 算 于 4 : 产 o 一 使 至 4 在 产 x 产 中 稠密 .此 
时 ， A* 有 什么 特征 ? 


练习 17 当 < 瑚 [0,1] 时 ， 命 (4 有 (ft) = tf(t)， 使 导 函 数 平方 可 积 的 绝 
对 连续 函数 ; [0,1] 一 蕊 全 体 记 为 上 , 对 这 样 的 f 命 Df 二 产 试 说 明 
也 : I2|0,1] o 一 L210, 1] 是 稳定 算 子 有 D4 一 AD cI. 

y= V2exp(rr (exp{—2nr22))(™) 


fn) Vv {4mr)™nl 
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练习 19 没 革 和 站 是 内 积 空 间 而 :下 一 站 和 BB:Y 一 外 是 映射 使 
{Az,y) = {x, By) :TE X,YyEY. 

称 友和 BB 也 为 形式 共 范 ， 记 日 二 A#. 说明 4 和 B 都 是 闭 线性 算 子 . 


练习 20 以 8 表示 Schwartz 空间 S( 限 ),， 它 作为 7( 民 ) 的 子 空间 而 成 为 内 积 
空间 . 设 下 :8 一 晤 Fourier 变换 ， 


(FF) (zx) = | exp(—2rv—1zy)f (ydy 


命 (Df)(z) = V17'(z) 及 (Mf)(z) = zf. 又 命 
(Af)(z) = ~ f° (7) +4m f(z), 
(Bf)(2) = 2rzf (x) + f(z). 


这 得 SS 上 的 微分 算 子 已， M,， BB, A( 将 J 视 为 零 阶 微分 算 子 ). 
(1) 证 明 DM MD = vl, DF=27FM HFD= -27rMF. 
(2) 求 D#, M#,B# 并 证 4 一 B#B+2rI 有 BB#— B#B = dnl. 
(3) 练习 18 中 的 hw 满足 Ahn = (4 十 27)hn. 
(4) Fourier 变换 瑟 与 算 子 4 可 交换 下 A = 4F 


练习 21 符号 间 练 习 20, 但 将 D, M4,B 视 为 2( 恨 ) 上 的 笛 定 算 子 . 
(1) 说 明 兢 和 BB 有 闭 延 舌 ， 将 它们 的 闭 延 括 记 为 Ao 和 Bo. 
(2) 说 明 4o = Bi Bo + 2rT 有 BoB* = B:Bo + 4rl. 
(3) 证 明 Ao 是 可 对 角 化 的 算 子 (提示 ， 参考 练习 4, 练习 18 和 练习 20). 
(4) 证 明 Ao 是 满 的 正 算 子 且 4531 : 了 2( 根 ) 一 L2(R) 是 紧 算 子 并 求 其 谱 . 
(5) 证 明 Fourier 变换 玉 与 算 子 40 可 交换 恶 40 二 AoFF. 
(6) 练 18 中 的 hr 满足 Fh = VL hy. 


”练习 22 设 半生 :iE J 部 是 扣 扑 空间 如 果 闭 算 子 簇 4i :天 co 一 于 的 
公共 定义 域 非 空 ， 证 明 4 :和 o 一 也 是 闭 算 于 ， 其 中 
iE 


Yi E 门 dom A; : 4z = (4izjievy， 
了 
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88.5 谱 测 度 与 积分 


从 线性 代数 知 ， 正 规 降 可 以 对 角 化 . 设 和 1,… ,Xn 是 nn 阶 正规 阵 4 的 特 
征 值 ， 则 有 个 下 矩阵 U 使 4 = U* diag( 和 A1, 各,… ,Xn)D, 其 中 diag 表示 对 
角 阵 ， 作 投影 阵 已 = Tr* diag(0,.… ,1,.… ,0)D, 这 是 以 入 的 特征 子 空间 为 
机 影子 空间 的 投影 算 闻 于 是 4 有 谱 分 解 4 = 代 X 已 

正规 算 子 总 正规 阵 的 推广 ， 希 望 它 也 可 谱 分 解 ， 考 虑 到 求 和 相当 于 积分 ， 而 
积分 需要 测度 ， 对 于 “4 的 子 集 记 , 命 P(E) 一 2 XB(Ai) 及 可 尾 视 为 
274 上 投影 第 阵 值 的 测度 ， 这 引出 以 下 概念 . 


谱 测 度 设 集 类 及 是 以 3M 为 基本 空间 的 代数 ， 五 是 复 Hilbert 空间 ， 设 算 子 
值 集 函数 p : RR 一 BLH) 满足 以 下 条 件 : 

01) 当 召 E 只 时 ，P( 百 ) 是 投影 算 了 且 p(M) = 了 

(2) 当 {Es} 是 到 的 可 测 划分 时 ， (SOT) 守 p(B;) = p(B)， 


称 p 是 一 个 溢 测 度 ， 它 有 以 下 性 质 : 
(3) 当铺 , 玉 E RR 时 ，p(E) 与 pl 站) 交换 日 p(B)p(F)=p{ENF). 
(4) 当 z,yEH 时 ， 巨 收 (p( 加 zx, 轨 是 驴 上 复 值 测度 . 
5) Pp 在 0 代数 S(R) 上 有 唯 - 谱 测度 延 拓 - 


如 果 避 是 MM 上 o- 代数 而 p 是 其 土 谱 测度 ， 则 称 (ad,S,p) 是 谱 测度 空 
向 ， 这 可 简 记 为 (Mp). 


例 1 设 (1M,S, jp) 是 金 o- 有 限 则 度 空间 . 对 于 召 E 5, 记 p(B) 是 以 52(B,n) 
为 投影 子 空间 的 投影 算 子 ， 则 (JM, 5S,p) 是 谱 测度 空间 ， 


对 于 谱 测 上 度 空间 (M5,p) 和 可 测 函 数 了: JM 一 CC, 命 
essran f = {z E Clvr > 0: pf Ot(z,7) #0}, 
这 称 为 A 相对 于 谱 测度 p) 的 本 性 信 域 . 命 


fe = sup Jz|= min{eclp(lf|> © =0), 
FEassran f 


这 称 为 {相对 于 谱 测 度 ) 的 本 性 最 大 模 ， 使 ‖ 了 fs。 有 限 的 滑 数 『 称 为 本 性 有 界 
晒 数 ， 其 全 体 上 (Mp】 是 按 本 性 最 大 模范 数 是 C*- 代数 . 
本 性 值 域 是 复 平面 土 满足 条 件 p71(C \ 下 ) = 0 的 最 小 闭 集 下 
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例 2 如 果 { 思 } 是 M 的 可 测 划 分 且 f 一 开 和 XE,, 则 


essran f = {XM :PE ¥ 0}. 
为 此 将 上 式 右 端 记 为 K. 由 于 pf T1007), 当 p(Bi) 了 0 时 ， 入 ; 
在 了 的 本 性 值 域 中 ， 因 此 到 C essran 了 . 如 果 入 不 在 下 中 , 命 7 = d( 和 ,到 )， 
则 
pf OO,7) EU{Elp(E:) = 0}. 
这 样 A 不 在 essran 了 中 .于 是 太 = essran 六 可见 ， 
lf = sup{lXi| : pLEi) # 0}. 
相对 于 谱 测 度 的 本 性 值 域 与 本 性 最 大 模 和 相对 于 数值 测度 的 本 性 值 域 导 本 性 


最 大 模 相 类 似 . 此 处 不 再 列举 它们 的 性 质 .我 们 特别 强调 ， 人 简单 函数 全 体 在 本 性 
有 界 沙 数 空间 地 2 (44, p) 中 稠密 . 


本 性 有 界 函 数 的 谱 积 分 设 f 是 谱 测 度 空间 (df,p) 上 本 性 有 界 函 数 ， 则 有 唯 .- 
有 界线 性 算 子 A(t)p(Qt) : 互 一 五 (可 简 记 为 Adp) 使 
A ni 


(人 )p(dt))z,y) = A (pldi)z,Y) : x,y EH. 
这 相当 于 对 任何 上 > 0，M 有 个 可 济 划 分 {Do, D1,-… , Dm} 使 其 任何 细 分 
{Ee} 及 二 态 都 中 | 2 Tb)P(ED -人 Japl < 
将 了 f (tjpldt) : 瑟 一 五 称 为 了 的 谱 积 分 , 它 有 以 下 性 质 : 
(1) 1 afdp = olf fap)*. (2) Lf + gdp = fdp + f 9dp. 


3) f fgdp = | fdp f gdp. (A) | 1 /| = fle 
(5) 了 是 马 的 特征 函数 时 ， 了 的 谱 积分 是 p(): /Xpdp = p(B). 
A 


及 以 上 性 质 可 见 ， 人 简单 阔 数 的 谱 积 分 能 任意 逼近 本 性 有 界 卫 数 的 谱 积 分 ， 


例 3 符 导 间 例 1. 本 性 有 和 界 函 数 ff: A4 一 上 相对 于 测度 4 和 谱 测 度 p 的 本 性 
值 域 -" 样 ， 这 是 因为 p(B) = 二 0 当 且 仅 当 p(E) = 0. 而 谱 积 分 
4 flOPldD) =mr: LM) oo [2(M). 


这 即 以 /为 符号 的 乘法 算 子 .事实 土 ， 当 了 是 可 测 集 的 特征 函数 时 ， 两 边 都 
是 投影 算 子 mmxs. 一 般 情形 源 自 简单 函数 的 一 致 况 近 , 


像 Lebesgue-Stieltjes 积分 一 样 ， 直 线 土 谱 测 度 也 可 由 单调 函数 诱导 ， 
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定理 1 设 投影 算 子 艇 et : t E 区 是 个 谱系 一 它 满足 以 下 3 个 条 件 : 
() 规范 性 ， (SOT) ,im e; 二 0 而 (SOT) ,lim es 一 了 


(2) 强 算 子 右 连 续 性 ， 当 + 一 tp 十 时 ， et 强 算 子 通 近 eto; 
(3) 递增 性 ， 当 s 系 去 时， es 所 人 
则 它 诱导 了 Borel 集 代数 8( 民 ) 上 唯一 谱 测 度 P 使 a < b 时 ， 
pla,b = ep 一 ea， 
反之 ， 8( 民 ) 上 任何 谱 测 度 p 都 由 唯一 谱系 诱导 . 此 时 可 记 为 
了 f DPA = | ft)der. 


像 数 值 测度 - - 样 ， 谱 测度 也 有 乘积 测度 ， 


定理 2 设 作用 于 同 -- 个 Hilbert 空间 的 两 个 谱 测度 空间 (MR,p) 与 (NS, dg 
使 等 式 P(E}q( 耻 ) = q(E)P( 百 ) 恒 成 立 , 则 (M x N, Rx 5) 上 有 唯一 所 谓 的 
乘积 谱 测 度 是 xX 妆 恒 值 (px (Bx 让 = p(BE)q(. 当 h:MxM—C 
是 本 性 有 界 函 数 时 ， 


| hls,t)(p x plds, dt) = f htt, tplat). 
MXM A 


特 请 注意 ， 上 面 最 后 - - 式 为 一 般 数值 积分 不 具备 ， 像 数 什 测度 的 积分 一 样 
诱导 谱 测 度 有 助 于 简化 一 些 计算 过 程 ， 


定理 3 设 (MM,R,p) 与 (WwW,S, q) 是 谱 测 度 空间 使 q 为 可 测 册 射 的 : M 一 六 
所 诱导 ， 对 N 的 可 测 集 已 公有 9q( 了 = p81(F), 则 


/ gt)q(dt) = J 8 的 [s))p(Gs)、 
可 测 苗 数 谱 积 分 设 {JM,p) 尾 谱 浏 度 空 间 而 上: 14 一 人 是 可 测 函 数 ， 则 有 了 唯 
一 正规 算 子 fp (dn) :五 o 一 豆 ( 可 简 记 为 十 fap) 使 
dom 4 ftp(A) = {reEH: i (fapedt)z, 2) < 十 oo 
Hx,y € dom J 10 f(adt) 时 ， (ff (plat)s,y) je 雏 . 将 
站 称 为 了 的 谱 积 分 , 它 有 以 下 性 质 {其 中 g 本 性 有 界 ): 
NM 
WW flof + bo)dp = fdp +b | gdp, 其 中 a 关 0 
(2) f gfdp Df gdp f fap. (3) (ap = { fdp. 
M MM MI Ni MF 


(3) 了 尾 ( 非 负 ) 实 值 函数 时 ， 了 的 谱 积 分 是 ( 正 ) 自 伴 算 子 ， 
例 2 中 的 谱 积 分 【fdp = np(En). 
MF nn 
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例 3( 续 ) 若 太 : M 一 C 是 可 测 函 数 ， 则 三 Fap 是 以 
Af 
{ge (af， dl lof ld < +o0} 


为 定义 域 的 乘法 算 子 my : [7Y(M, jp) o= (M4). 


设 好 昆 闭 集 ，P 吓 BLM) 上 谱 测 度 . 满足 p(E) 二 本 的 最 小 闭 集 巨 称 
为 Pp 的 支 集 . 这 记 为 Supp PP， 


定理 4( 正 规 算 学 谱 分 解 ) 正规 算 子 4 : 吾 o 一 吾 的 谱 上 有 唯一 谱 测 度 pp 使 A 
有 谱 分 解 4 = | Ap(d 和 A), 此 时 ， P 的 支 集 是 04. 
[re 

注意 到 酝 算 子 的 谱 是 复 平面 单位 圆周 的 紧 集 ， 因 此 对 应 于 西 算 子 5 的 谱 测 
度 集 中 在 单位 贺 周 T 的 闭 子 集 c(Z) 上 . 
例 4 求 Fourier 变换 下 : (RR") 一 (RR") 的 谱 分 解 . 因为 玉 的 谱 点 只 有 
土 ] 和 士 v 一 ,以 肪 记 v1 的 特征 子 空间 对 应 的 投影 算 子 ， 所 以 

FY VIP 
鼎 二 0 


对 于 正规 算 子 和 A: 再 o 一 开 与 可 测 函数 :ol 和 A) 一 CC, 作 函数 演 竹 
f(A)= ff FNPp(A). 
olA) 


定理 5( 谱 映射 定理 ) 设 4 : 五 o 一 玉 是 正规 算 子 而 了 : 9(4) 一 C 是 可 测 函 
数 , 则 f(A) 是 正规 算 子 ,其 详 是 f 的 本 性 值 域 . 复数 入 是 4) 的 特征 值 当 且 
仅 当 Pj"( 和 ) 图 非 零 投影 算 子 (此 投影 算 子 的 投影 子 空间 是 入 的 特征 子 空间 )， 


例 5 考虑 工 (T) 上 酉 算 子 Af(z) = zf(z). 每 个 模 1 复数 入 是 4 的 谱 点 但 
巷 特 征 值 ， 它 对 应 的 投影 算 茸 已 = 0. 这 样 4 夭 和 (AP : 和 ET). 
因为 A*f(z) = ztf(2), 当 p(z) = 2 axz (其 中 可取 负 整 数 】 时 ， 


P(A}Fz) = 2 axrAL f(z) = 2 apz* f(z) = p(z)f(z). 
当 wp 是 Borel 可 测 函数 时 ， 仍 有 zp(A)f(z) = gp(2)f(2). 
于 是 当 p 是 4 的 谱 测 度 时 ， p(B) 是 XE 诱导 的 的 乘法 算 子 . 
f EL(T) :plE)f = xef. 
显然 p 具有 ' 平 移 * 不 变性 ， p( 和 E) = p{ 百 ). 
在 已 知 A 的 谱 测度 的 情形 下 ， 要 求 出 42 等 的 谱 测 度 可 用 以 下 定理 . 
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定理 6 设 4= /f(A)p(4d 和 ), 则 4 的 谱 测 度 是 q :EE 五 pf!1(EE). 
nF 


例 5( 续 ) 据 以 上 定理 求 42 的 谱 测 度 q: 对 于 [0, 十 oc) 的 Borel 集 五 ， 
q(B) =p(VEU(-VE)). 
倒 6 例 1 中 有 筷 的 谱 测 度 是 P( 五 ] = XEf， 这 是 XE 诱导 的 乘法 算 子 ， 于 是 
和 丰 二 tp{dt). 因为 例 2 中 DD = AF*. 其 中 太 是 Fourier 变换 { 见 87.2)， 
六 
于 是 DD 的 谱 浏 度 是 q(E) = U4p(B2)U-. 


例 7 将 L2(T) 等 同 于 L210,27), 作 稍 定 的 微分 算 子 万 : L2(T) o 一 IL2(T) 使 
FE Ce 人 TD) 时 ，(D 有 (四 = 一 v 一 1f'(9). 不 难说 明 D 是 本 性 自 伴 算 子 ， 其 
最 小 闭 扩张 仍 记 为 D， 所 有 整数 ”都 是 DD 的 特征 值 ， 相对 设 的 特征 空间 是 


Ce 其 中 en( 的 = exp(nvV 一 10). 于 是 D 有 谱 分 解 D = 互 n ee esl 这 


表明 D 可 对 角 化 . 当 f € Co( 芭 ) 时 ， ftD) = 并 Je 这 是 紧 算 
从 息 
子 . 
习题 
练习 1 如 果 4 : 豆 o 一 豆 是 自 伴 算 子 ， 证明 exp( 一 V14) 是 西 算 子 ， 
练习 2 设 4 是 自 伴 算 子 ， 证 明 有 个 谱系 (exjxeR 使 4 一 j Me 
练习 3 设 4 是 复 Hilbert 空间 五 上 有 蛋 线 性 算 子 ， 试 证 时， 
(1) 对 任何 多 项 式 了 成立 4F4*4) = 了 (A4*)A44. 


(2) 对 任何 连续 函数 了 : 民 一 CC 成 立 Af(A*A) = f(A44*)A. 
(3) 对 任何 Borel 可 测 洱 数 上 :到 一 CC 成 立 Af(4*4) = (44*)4. 


练习 4 设 4 是 复 Hilbert 空间 鼠 上 自 伴 算 子 ， 如 果 召 是 吾 上 与 A 交换 的 
有 界线 性 算 子 ， 证明 旦 与 4 的 谱系 Bi ItE 展 可 交换 . 

练习 5 在 和: 如 co 一 日 是 自 伴 算 子 时 ， 利用 酉 算 子 的 谱 分 解 与 Cayley 谱 换 求 
和 的 谱 分 解 . 


练习 6 在 定理 4 下 , 设 4 有 界 . 证 明 4 是 紧 算 子 当 和 且 仅 当 尾 何 & > 0 使 
p{ 入 E04 :| 和 | 之 ce} 是 有 限 秩 算 子 . 
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练习 了 当 了 E 如 ”时 ， 卫 :了 2( 根 "co 一 了 工 ( 形 ") 是 稠 定 算 子 V 一 1 > ti 的 
i 二 LL 


3 伴 延 拓 ， 说 明 exp(V 一 1D)f = Xf, 其 中 4 有 (2) = f(z 一 邮 . 

练习 8 正规 算 子 4 : 瑟 一 豆 有 闭 值 域 当 且 仅 当 0 非 ef4) 的 聚 点 ， 

练习 9 无 限 维 Hilbert 空间 五 可 分 当 且 仅 当 五 上 任意 - 艇 相互 直 父 的 投影 算 
子 已 :ie J 中 非 零 项 有 可 数 个 . 

练习 10 作 凸 集 百 = {4 EB(H)I0 < A 了 ,证 明 其 端点 都 是 役 影 算 子 . 
练习 11 设 思 :于 一 了 是 Hilbert 空间 之 间 的 算 子 . 证 明 (1)4 是 Fredholm 
算 子 当 且 仅 当 (2)A* 是 Fedholm 算 子 当 且 仅 当 (3) 存在 算 子 豆 : YY 一 芒 使 
了 一 日 4 与 了 - AB 是 有 限 秩 投 影 算 子 . 

练习 12 设 40,41 :大 一 了 都 是 Eredholm 算 子 , 证 明 ind Ao =ind41 当 
县 仅 当 有 可 道 算 子 日 与 工人 使 41, A0B, 了 Ao 互 为 紧 摄 动 , 此 时 着 入 与 了 都 
旦 复 Hilbert 空间 ， 证 明 有 Fredholm 算 子 道路 连接 40 与 41. 

练习 13(Douglas) 设 A: 了 一 了 是 Banach 空间 之 间 有 界线 性 算 子 ， 如果 
4 是 紧 算 子 ， 证 明 ran 4 中 的 闭 线 性 子 空间 都 是 有 限 维 的 . 反 命 题 在 天 和 
Y 居 Hilbert 空间 时 成 立 . 


练习 14 设 Xo 和 Yo 分 别 是 赋 范 空间 帮 和 了 了 的 闲 线 性 子 空间 ， 有 界线 狂 算 子 
在; 天 一 了 是 46 :X60 一 Yo 的 延 析 ,如果 4o 是 紧 算 子 ， 则 4 也 是 紧 算 子 ， 


习题 解答 与 提示 


381.1 集合 及 其 运算 
练习 1 四 个 条 件 依次 记 为 (1) 至 (和 (1) 坊 (2): 源 自 4 中 元 素 都 在 B 中 . 
(2) 一 (3)]: 任 取 z E A, 由 条 件 知 和 e B. 这 样 ZE ANMB. 因此 ACANB. 
总 有 ANBGCA. (3)=3(4): 任 取 XTEAUB. 当 zeEA 时 则 x EANB. 
这 样 x E BB, 从 而 4UBCB. 总 有 AUB2A. (4)=>(1); 任 取 Xe 4, 则 
EAUB=B. 这样 ACB. 
练习 2 以 下 = {1,… ,n} 为 例 . 而 = 儿 , 它 有 - -个 子 集 : 空 集 ， 这 符合 
20 = 1. 又 而 有 两 个 子 集 ， @,{1}. 这 符合 21 = 2. 设 瑟 有 2* 个 子 集 ， 则 
Fn+1 的 子 集 形 如 和 4 和 4U {十 1}, 其 中 A44 是 五 ,的 子 集 . 因此 4 有 2 种 
取 法 ， 所 以 Fan41 有 27 十 2"( 即 2*1? 个 子 集 ). 由 数学 归纳 法 ， 命 题 成 立 . 


练习 3 4CBHNDYreA:reB 人 但 3yeB:ygA4, 而 C ED 
reC:r¢D. 


练习 4 ANMB = A\ (A\B). 为 此 将 等 式 右边 的 集合 记 为 C. 任 取 EE AmB， 
则 了 在 4 中 但 不 在 A\B 中 . 这 好 ZEC. 反之, 任 取 zeEC 则 zz 在 4 中 
且 不 在 4\ B 中 . 这样 z 必 在 召 中 . 因此 z 在 4m 召 中 这 样 AMB=C. 


练习 5 (1) 等 式 两 边 记 为 C 与 D. 任 取 z € CQ， 如果 xX 攻 及 站 B, 无 妨 设 
TE4 人 但 7T FB. 于 是 xEA\BCAAB. 这 样 X EDD. 因此 CD. 注意 
到 44 门 吾 , AAB 都 是 4UB 的 子 集 ， 所 以 D EC. 这样 二 DD. 由 此 得 (2). 


练习 6 (1) 将 等 式 两 边 集 合 依次 记 为 D 与 吾 , 则 

TEDSreA\BHrgC 

Sr E ABr¢ BHr¢C 

re ABr¢ (BUCOS7rER. 

(2) 将 3 个 集合 依次 记 为 C 万 , 妃 , 则 

rEeEC 人 rE ABrFB 

全 YE AHr¢ ANBSrIED 

re AHreX\BSorenb. 
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练习 7 了 (人 1) 欲 证 木 等 式 两 庄 记 为 4 和 如, 则 
ZE 之 (2E 吕 丽 \ 避 丽 或 人 E FR\ UE) 
iEI iET +EI ET 
> Hr eB,r ¢ Rd:re hi,r EF) 
> (di: zr € Ei\ FdR(3i: z € Fi\ BF) 
>:reBAF=>reB. 
(2} 欲 证 不 等 式 两 端 记 为 A 和 吾 , 则 
zeaA= (re BN 或 (ze NM) Fv EB) 
iT 了 iEI i€l iET 
> Vi:r EB :rvi: rE Rl:r EF;) 
> (3 :7 EB \P)sdR(d) :re 两 下 五 让 
> :TEBEAFIED. 
(3) 注意 到 Be Fe 二 EN(F) :=F\EHEF\E =E\F NT. 
(4) 注意 到 态 MB2= 访 作 训 入 \ 瑟 = 及 阁 了 4, 用 (2) 和 {3) 即 可 . 
练习 8 以 第 一 个 对 侦 律 为 例 ， 元素 2 在 左边 集合 当 且 仅 当 xX E 3 x 不 在 每 
个 A; 中 当 且 仅 当 x 在 每 个 召 \ A; 中 当 且 仅 当 z 在 右边 集合 . 


练习 9 上 限 集 是 (0, 十 00): 当 了 > 0 时 ， 存 在 正 蓝 数 环 使 工 < 上， 当 侦 数 
n> 上 时 ，0 < 之 ZT 之 nt , 这样 有 3 在 无 限 项 4 中， 从 而 2 在 上 限 集中 . 反 
之 上 限 集中 的 元 素 显 然 在 (0, 十 0) 中 . 

下 限 集 是 儿 : z 在 下 限 集中 当 且 仅 当 存在 上 使 nn 宛 上 时 ，0 < 之 ht. 
命 nn 从 奇数 中 趋向 无 穷 大 得 0 < 2 所 0. 这 样 的 了 不 存在 . 
练习 10 上 限 集 为 [0, ij: 元素 x 在 上 限 集 时 ， 有 严格 递增 的 正 整 数列 (kk,) 使 
0 过 和 过 1 二 (一 1 和 /jos 命 R 一 00 得 0 所 区 1 反之, 当 0<Y&1 时 ， 
Zz 在 每 个 偶数 项 An 中， 因此 x 在 上限 集中 . 

下 限 集 是 [0, 1): 元 素 在 x 下 极限 时 ， 有 奇数 天 使 0 所 了 所 1 一 1 因此 
0 区 <1. 反之 , 当 0 所 TT<1 时 , 必 有 使 0z&1l1-1/k. 当 nk 
时 ， 总 有 0 和 未 工 乞 1TLrLD7Amn 这 样 z 在 下 上 限 集 中 . 


练习 11 集 列 (En, 人 NF) 是 递增 的 ， 其 极限 记 为 G. 因为 
En NN Fy, C En, En 门卫 CF 


土 式 取 极 限 得 局 忆 羽生 GCF. 因此 GCENFEF. 反之 , 任 取 XEENDR, 
则 有 名 与 1 使 XEB 且 YE 命 n= 二 max{fk, 直 }, 则 Zz E Bn 个 . 因此 
TEQ. 这 表明 五 门 忆 CC 总 之 ，G = EME. 
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练习 12 帅 个 欲求 之 集 记 为 C 与 已. 注意 到 定义 C 的 各 项 都 是 4 的 子 集 ， 所 
以 CC 4. 反之 当 zE 4 时 有 帮 使 ZE 4 此 种 让 之 最 小 者 记 为 nn, 则 
rE An\ An_1. 于 是 x EC. 这 样 0=A. 

注意 到 定义 司 的 各 项 都 Bi1 的 子 集 , 所 以 DD G Bi. 反之 , 任 取 EBB1. 
如 果 2 在 所 有 Bi 中 ， 则 x E B. 否则 ， 有 个 上司 x Bk, 此 种 的 最 小 者 
记 为 hn 十 1 则 x EBn\ Bnii. 总 之 XE DD. 这 样 Bl CD, 从 而 了 = 有 Bi. 


练习 13 提示 : (1) 是 容易 的 ， (2) 必要 性 :注意 到 下 式 即 可 
(AUO) \C=(A\CU(C\O= A\C. 
充分 性 ， 注意 到 4AUC = (4\ OC) UC 即 可 . 
(3) 必要 性 ， 注 意 到 C\ (AmO) = C\ A 即 可 . 
充分 性 ， 注意 到 4nC 一 C\(C\ A) 即 可 
(4) 只 证 明 必要 性 : 注意 到 C\4 一 {4AAOC)NC, 得 C\A=C\B. 注 
意 到 4NVC= (4ACJNVCANAC) ,得 4\C=BNC. 由 (3) 和 (得 4= 吾 . 


(5) 只 证 明 充分 性 : 注意 到 AMC 二 (4UCJNC, 由 (得 4NC= BNC. 
由 此 结合 (3) 与 (1) 得 4 = 如 


练习 14 签证 等 式 两 端 记 为 C 与 D, 则 (z, 切 E Ce(z1] 在 每 个 A; x Bi 
中 全 7 在 每 个 A; 中 量 y 在 每 个 B; 中 全 2 在 门 4i 且 2 在 NB 中 
te iE 


练习 15 提示 : Descartes 积 的 分 配 律 及 4 = | {a 和 B= | {}. 
总 后 加 beB 
练习 16 {a,bcd,e tg, hi k,l,m, no,p, rs,t, UV, WE 


练习 17 对 于 元 素 z, 至 多 有 个 使 Fn] = x. 因此 3 不 在 集 列 ({7 了 (WD) Die 
的 无 限 多 项 中 ， 从 而 Fra {f(n)} = 2. 据 对 侦 律 ， lim (R\{f(n)}) = 及 . 


练习 18 每 个 有 理 数 = 在 {{ (na)})321 的 无 限 多 项 中 , 从 而 Tn {f(n)} 2 @Q. 
显然 ,En {f(m)} CQ. 于 是 lim (R\{f(m)}) =R\Q. 
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练习 19 《1) 数列 (f(T)) 收敛 当 有 c 仅 当 它 是 基本 数列 ， 


1 
VEk 宕 1,3m> 1 Vi m: fr) — fy(x)| < 天 


注意 到 与 门 的 对 应 而 习 与 U 的 对 应 即 可 . 
(2) 数列 (f(z)) 收敛 于 f(z) 当 且 仅 当 
Yh1,3m 人 1 vnnm: [f(z) — fr)| < ;. 


注意 到 Y 与 门 的 对 应 而 3 与 U 的 对 应 即 可 . 
(3) 提示 : 请 注意 条 件 中 的 等 式 等 价 于 ， 对 任何 上, 任何 $7 之 mg, 了 和 
(二 一 方 | < 1/8). 这 后 一 个 不 等 式 即 : 任何 z EY 满足 |f(2) 一 所 (2)| < 1k- 
必要 性 ， 函 数列 【 户 ) 一 敏 收 敏 当 且 仪 当 


1 
Vk 宕 lm 1 vi >m Yr eY :fr)— ft) < 天 


上 面 的 rm 与 & 有关， 可 记 为 mk. 以 Pal 十 :十 ?pg 代替 ?nk 后 可 设 (rp) 是 
严格 递增 的 ， 
(4) 提示 : 请 注意 条 件 中 的 等 式 等 价 于 ， 对 任何 大 任何 由 2 mx, YC 
(所 一 了 < 1/k). 这 后 一 个 不 等 式 即 ; 任何 2 E 了 满足 [f(x) 一 了 2)| < 1 
必要 性 ， 立 数列 【万 ) 一 致 收 化 于 了 当 且 仅 当 


YES Lim lV mv er:|f(r) — f(r)| < 5 
上 面 和 的 m 与 有关 ， 可 记 为 ?nk. 以 mi 十 … 十 mw 代 蔡 rnx 后 可 设 (mg) 是 
严格 递增 的 . 
81.2 三 类 常用 关系 
练习 1 提示 : 注意 到 下 xx 万 是 大 上 包含 9 的 等 价 关 系 ， 可 合 
Eo = 门 { 瑟 等 价 关系 E > 53}. 


练习 2 前 - -个 结论 是 显然 的 ， 为 证 第 二 个 结论 任 取 (2, E R{ 这 即 ZRy), 由 
对 称 性 得 yRz, 由 反 称 性 得 x = y. 因此 吾 G 半 侣 .由 自 反 性 得 天 CC RR 
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练习 3 (1) (z,z) E (4B)C 当 且 仅 当 存在 9 使 (zg) E AB H(zjeC 
当 且 仅 当 存 在 入 使 (xX,W) EA 有 HE (wD) EBH(Y,2)EC Y 当 且 仅 当 存 在 
如 使 (zw) EA 有 H(z) Ee BC HQY {x,2) € ACBO). 

(z,z) E (4B)-! 当 且 仅 当 (zw,z) E AB 当 旧 仅 当 存在 2 使 (x,y) E 4 
且 (y,2) € 召 当 日 仅 当 存在 2 使 (2 四 E 吾 用 ( 人 7) & A 当 且 仅 当 
{z, 5) EB-1A-!. 

(2) 任 取 (2 E A, 则 (zz) E XX 且 (zx;9) € A， 反 之, 任 取 
(X,Yy) & 下 A, 则 有 z 使 (x,z) E XX(31 且 {z, 旨 € A. 因此 z 一 x， 这 得 
(zy) 二 (2, E A. 总 之 ，(2A = 4. 同样 可 证 AY(23 = A4. 

(3) 是 显然 的 。 {名 命 A4={(1,2)} 且 B= 1{(2,1)); 则 AB = {(1,1)} 
而 BA = {(2,2)}. 


练习 4 (1) 是 显然 的 。 (2) 是 因为 CX 且 玉 CZ 时 
(gh)(E) = {9f (2)e € E} = 9(f(E)), 
(91)  (F) = {zr € Xlgf(x) € F} 
={z € XIf(z) eg9  (F)}=f 9 (FF). 


练习 5 (1) 是 显然 的 。 (2) 源 白 81.1 有 关 像 集 的 性 质 ， 注 意 到 
FU #05)) = UY f° (3)， 


0 nl 


知 (3) 成 立 . 现在 由 SC B83 得 "(5) C 4"(B) E B, 因此 


A=U jn(9)c U = 已 
信 实 0 nD 


因此 (4) 成 立 . 由 (3) 和 (4) 知 (5) 成立. 


练习 5 记 4= 避 5E, 则 4 比 上 的 每 个 成 员 王 大 ; 如 果 BB 也 比 每 个 中 每 个 
成 员 五 大 , 则 4 和 B. 可 见 4 是 的 上 确 界 .类 似 得 门 上 是 的 下 确 界 . 
练习 6 命 f(z) = 1/(1 一 2z) 即 可 . 
练习 7 (1) gf(z) = f(z2)* = (2 = 2. 同样 jg(z) 二 2. 

(2} gf (x) = cos f(x) = cos(sin 7), 而 fg9(2) = sin(cos 2). 

(3) gf(z) = In f(z) = Inexpz = 3, 而 站 (全 三 外 
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练习 8 因为 有 i 与 户 的 公共 定义 域 是 {0} 且 及 (0) = 户 (0) =0. 因此 内 与 
户 能 黏 成 一 个 函数 /注意 到 ip， f(z) 一 0, 因此 f 在 零点 连续 .又 7 在 其 
它 点 连续 ， 因 此 是 连续 函数 


练习 9 偏 序 集 (2{2},C) 的 子 集 S = {{1}, {2}}} 中 每 个 成 员 都 是 S 的 极 大 
元 ， 但 它们 都 不 是 S 的 上 界 . 显然 {1, 2] 是 S 的 唯一 上 界 . 


练习 10 必要 性 : 当 3 ESs 时 yz<z, 本 是 yy 基 这 样 2 ES 因此 
Sr C Hy. 充分 性 ， 因为 fT ESr CSz, 所 以 4 过 之, 


练习 11 显然 (2) 和 (3) 都 源 自 (1). (1) 将 4 中 元 素 不 重复 地 写成 {an|n E 
Z+} 使 Ql 和 aa 分 别 是 4 的 最 小 元 和 最 大 元 ,将 吾 中 元 素 不 重复 地 写成 
{rn|n € 名 +} 使 7i 和 ro 分别 是 吾 的 最 小 数 和 最 大 数 ， 

命 f(a1) 二 Tl 且 f(a2) = 二 72. 设 思 ;on 对 应 的 值 站 ae ,f(an) 
己 定 义 好 .这 两 组 值 按 4 中 顺序 和 召 中 顺序 分 别 由 小 至 大 排列 成 81,:…… ,sn 
和 可, pn, 取 ? 值 5 < Grnti < 之 5i+1. 因为 BB 中 两 元 之 间 有 第 三 元 , 可取 
7 了 使 Bi < 之 7 < Bi+t1. 此 种 了 的 最 小 者 记 为 天 命 f(an+41) 二 Tk. 如 此 下 去 ， 得 
严格 递增 映射 了 : 4 一 吾 . 下 面 说 明 了 是 注射 即 可 . 

按 定 义 fl 和 ra 都 是 f 的 值 ， 设 71,… ,ri 都 是 f 的 值 ， 命 


n=max{idd) gl: flo) = 7;}. 


车 Tit1 不 在 页 … ,bn 中 {史上 ), 则 有 i 使 如 < 之 Tri < 下 1. 因 有 中 两 元 之 
间 有 第 三 元 ， 可 取 bp 使 5; 之 Tp << 5i+1. 此 种 p 的 最 小 者 记 为 9, 则 11, ,Tl 
在 站 ，… ,bw 中 和 且 Trl Tq-1 不 介 于 六 和 pH 之 间 , 从 而 9 二 nn 十 1 且 
flag) 二 TE. 这 样 f(A) = BB. 

命 g(7) = 二 7/(1 十 rn), 则 9 :2 一 B 是 相似 这 得 (4 


练习 12 自 反 性 ， 2 过 即 公关 z 反 称 性 ; <yHy< imi~y 
且 VY 二 z, 据 半 的 反 称 性 得 z 二 y. 传递 福 x <'y 且 yz 即 x 汪 y 且 
y 二 >, 据 > 的 传递 性 得 2 守 z. 此 即 x < z. 


练习 13 (1) 坟 {2): ze f(A) CB, Hm re fi(B)=A. 


(2) 寺 0): 命 电 = f(4), 则 4 Cf (B)， 反之 当 x &€ 11(B8) 即 
flz) € BB 时 ,存在 zo E 4 使 f(z) = f(zo). 于 是 z E 4. 这 样 六 1B)CG A. 
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练习 14 (1) 设 六 zi = (22), 风 Xai\42(X1) 二 Xa4i\a2a(X2) 源 自 下 式 ， 
Xa\Az(T) 一 XAi(Z)(E 一 X4a(Z))， 


从 而 A1\ A2 是 混 润 集 . 任 取 2 E f(A1\ A2), 则 有 zwE A1\A2 使 y= 了 (x). 
任 可 > E f(Az), 则 有 zo E hz 使 z= 二 了 (zo0). 因为 2 不 在 Az 中 ,所 以 9 天 Zz 
于 是 9 在 f(A1) \ f(A2) 中 .这 得 到 f(A1 \ A2) CC f(A1) \ f(A42). 

反之 , 任 取 YE f(A41)\ 了 (A2), 则 有 E Ai 使 y= 了 (x). 明显 地 ， 之 不 
在 42 中 . 这 样 fA1\ 42) 2 A1) \ f(A42). 

(2] 设 f{z1) = 了 (22), 则 Xusai(71) 二 xuaifza) 类 自 等 式 Xua, (2) = 
Mex Xa, (x), 而 XnaifzZ1) = 大 站 4; (22) 源 自 等 式 XNAs (x) 一 min X4i (2). 

最 后 说 明 站 f(4) 5 用 间 和) 即 可 . 任 取 ye 门 f(4), 则 有 zi < 4 


使 y 二 jzi 固定 个 j, 则 了 (2;) = f(zi) 表明 zj 在 A; 中 . 于 是 zi 在 
门 4; 中 使 f(z)) = y. 这 样 y 在 门 f(A4;i) 中 . 

3E i 

练习 15 提示 : 命 7 :六 一 到 是 自然 投影 在 练习 13 中 将 了 换 成 7 来 考 
察 . 


练习 16 只 证 明和 定向 性 : 任 取 两 个 分 点 组 PP 与 驴 , 它们 的 所 有 分 最 从 小 到 大 排 
列 后 所 得 的 分 点 组 号 是 卫 与 @ 的 细 分 . . 


练习 17 自 反 性 : 由 XT 且 y <Y 知 (2, 衣 < (2, 急 . 

反 称 性 (x1, 名 ) < (XY2,Y2) 并 且 (xa,y2) < (Xl 如 ) 时 ，Zz1 二 x2 且 
ZX2 < Xi, 因此 zl = 22. 同样 角 二 如, 于 是 (21) 二 (2, 23). 

传递 性 ， 《21; 仿 ) < (2,92) 并 且 (Zz2,y2) 攻 (Xa,3) 时 ， zi wz 且 
Za < 3. 因此 zl 共 73. 同 祥 妇 < Ya. 识 此 (x1, 名) < (23, 3). 

(有 任 取 (21 儿 ) (xX2,Y2) EXY, 则 有 xEXR 及 yEY 使 x;<x 且 
到 过 9. 这 样 (Zi, yi) 过 (3X, 胡 . 因此 着 x YY 是 定向 集 . 

(2) 命 革 = 了 = {0,1}, 它们 接 实数 的 大 小 关系 为 全 序 集 . 现在 xY 中 
两 个 元 率 (0,1) 与 (1,0) 没有 三 破 性 . 故 三 x 不 是 全 序 集 . 


练习 18 用 zz 二 (x,y) 代表 五 xY 中 元 素 ， 带 下 标的 情形 也 一 祥 . 

自 反 性 ; 因为 X= 二 2 且 y 莽 久 所 以 (z¥; 久 过 (x, 们 : 反 称 性 ， 和 1 二 2z2 且 
Z2 忒 1 时， 有 以 下 生 种 逻辑 可 能 : 

l]] zi <z2 fH x2 < 1. 

2) x <7T2H ra = nm, Ye < HU. 

3) 21= Tah XH Zr <A 
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A T1720 < r= Ty. 
前 3 种 可 能 性 不 存在 ， 而 第 四 种 蕴含 zl = zs 且 胃 = tp. 因此 z1 = 22， 

传递 性 ， z1 < zz2 并 且 zz 二 z3 时 ， 有 以 下 4 种 逻辑 可 能 ; 

1) ZT1 < Ta 上 则 Ta < Xa. 此 了 时， 2zZ1 < 他 3， 

2) zl < za 上 且 za = Za 名 七 加. 此 时 21 < za3， 

3) 71 一 02; 久 芭 儿 且 Ya a. 此 时 1 < Ya， 

和 z=72 关 且 2 二 X39 记过 2 此 时 ，X1 = 二 X99 且 加 23g. 
以 上 四 种 情形 都 蕴含 zi < za. 这 表明 天 X 是 偏 序 集 . 

(1) 任 取 天 x 中 元 素 1 与 z2, 则 有 zs 科大 使 zs 三 22Z2; 又 有 
V3 EY 使 ya > 级 ,Yo. 于 是 2z3 二 2，22， 

(2 ) 任 取 元 x 了 中 互 蜡 元 素 名 与 22. 当 ZX1 二 22 时 ， 可 设 妨 < 和 ,于 
是 zz < z2， 当 了 1 天 22 时 ， 可 设 zl < Za 于 是 2 飞 22， 


81.3 对 等 集合 与 势 


练习 1 整 系数 多 项 式 的 实 根 集 RR(f) 是 有 限 的 , 从 而 代数 数 全 体 J{R(EF)|f e 
Z[z]} 是 可 数 焦 ， 又 有 理 数 都 是 代数 数 ， 结 论 得 证 ， 


练习 2 将 代数 数 全 体 和 超越 数 全 体 分 别 记 为 4 和 B. 由 4 U 恕 = 展 和 A44 是 
可 列 集 知 ， 吾 是 无 限 集 . 于 是 ~ A LB. 这 样 1B|= 


练习 3 将 2 的 有 限 子 集 巨 全 体 记 为 天 命 (EE) = Care …, 其 中 
pi; pa, … 是 由 小 到 大 排列 的 素数 金 体 ,存在 兄 使 让 > nn 时 ，Xg(i) = 0, 因此 
无 穷 乘 积 A(E) 是 一 个 确定 的 正 整 数 ， 这 得 单 射 : 下 加. 于 是 下 至 多 可 
列 . 又 {{%}|n E 名 +4】 是 大 的 一 个 可 列子 集 ， 国 此 下 是 可 列 集 . 


练习 4 (方法 一 ) 命 三 同 练习 3 的 解法 . 将 多 的 可 列子 集 全 体 记 为 C, 它 有 
个 可 列子 集 {{27(29 一 1)lg eZ pe 因此 C 与 下 UC 一 22+ 对 等 

(方法 二 )4 C Z4 时 ，(4U1{0})) x 避 是 多 Xx 名 的 可 列子 集 ， 这 种 可 列子 
集 乃 个 ， 国 此 名 x ZZ 至 少 有 民 个 可 列子 集 ， 显 热 它 至 多 有 那么 多 个 . 


练习 5 因为 CC 与 日 的 子 集 4 对 等 . 而 BB 与 C 的 于 集 BB 对 等 对 等 . 因此 召 
与 C 对 等 . 这 样 4, 吾 , C 是 相互 对 等 ， 


练习 6 可 设 4UB = 及 2, 则 要 么 任何 ZE 及 使 截 口 As 至 少 含 一 点 f(z), 要 
么 有 x 要 使 截 口 4。 为 空 集 即 B, == 民 . 

在 前 一 情形 ， 4 包含 连续 统 {(z, Fz))lz < 民 }, 故 |4| = R， 在 后 一 情 
形 ， B 包含 连续 统 {z} x 民 , 故 |B| = 以. 
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练习 了 可 设 了 递增. 将 了 的 不 连续 点 z 全 体 记 为 五 . 对 此 ZZ 有 
f(2—) = sup{f (2)|z < 2}, 
f(z+) = int{f (2)|z < 2}. 

作 开 区 间 五 = (f(x 一 ), f(z 十 )】 当 31 < Ta 时 ， 2 十) (X22 一 ). 这 样 
五 与 152 无 交 . 据 例 1 得 J : 工 € D 有 可 数 个 , 因此 DD 可 数 . 
练习 8 M 有 个 势 为 N 的 子 集 {a 十 fola e 下 }, 其 中 fo(z) 硅 xz. 以 C 记 四 ? 
的 可 数 子 集 全 体 ( 据 例 4, |C| = 愉 )., 作 个 单 射 由 : 可 一 0 即 可 . 

以 Dj 记 下 的 不 连续 点 全 体 ， 它 可 数 ( 见 练习 7). 作 区 x 展 的 可 列子 集 

$f) = {7, 2))z €E QU Dy}. 

命 (XZ, 四 = 2, 得 投影 :了 x 妥 一 民 使 (6$(f)) = QU Dy. 

设 $(f) == p(9). 任 取 工人 区, 如果 是 了 或 9 的 不 连续 点 ， 则 

TEQUD:= QUD,, 

由 (zx, 了 (2)) = (2,9(X)) 得 AZ) = 9(2); 如 果 工 是 f 和 9 的 公共 连续 点 ， 则 
@@ 中 有 序列 (zn) 使 lim zn 二 了. 对 f(zn) 二 9(zn) 取 极 限 得 fz) = 9(2). 
这 样 f = g. 
练习 9 命 M 同 练习 8, 则 SCM. 又 52 {a+expja € 民 }, 所 以 15|=N, 
练习 10 提示 : {1) 平面 上 有 理 点 z 全 体 PP 是 可 列 集 , 正 有 理 数 7? 全体 V+ 也 是 
可 列 集 . 命 O{z, 站 是 以 z 为 中 心 . 以 了 为 半径 的 开 圆 盘 , 得 双 射 O 〇 : Px 二 
呈 . 因此 | 了 = 悦 = No. 

(2) 作 @x@ 的 子 集 芒 = {(a,Da,b EQ,a 所 中 ,因为 {(7,7+1)|r € 2} 
是 苹 的 可 列子 集 ， 所 以 站 是 可 列 集 ， 作 映射 了: 革 一 了 使 f(a,5) = [a, 旨 9 
则 f 是 双 射 ， 因此 了 是 可 列 集 . 

{4) 对 于 十 进位 有 限 小 数 并 一 0.a1- …， 其 中 每 个 an 是 0 ,9 中 


的 整数 且 只 有 有 限 个 不 为 零 ， 命 7) = p11 … ph" …, 其 中 Pi1,p2,… 是 由 
小 到 大 排列 的 索 数 全 体 ， 因 此 了 :XX 一 24 足音 和 .这样 邯 是 至 多 可 列 集 又 


{ne 24+]} 是 久 的 可 列子 集 ， 因 此 XX 是 可 列 集 
(5) 将 平面 上 有 理 点 全 体 记 为 P, 作 Px Px PP 的 可 列子 集 
X={{a,b,cla,b,ce Pazb,be cA a). 


命 fa cl) 为 以 pc 为 顶点 的 三 角形 ， 得 双 射 了: 闫 一 了 因此 了 可 列 ， 
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《6) 对 于 有 理 函 数 (2) 二 9(%)}/h(2), 其 中 gz) 与 六 (z) 都 是 有 理 系 数 
多 项 起 .将 分 子 分 母 适 当 乘 上 一 个 整数 ， 可 设 g 与 hh 都 是 整 系数 多 项 式 . 于 是 
(9,h) 一 9/ 是 Zz] x (Zz])> 到 Q(x) 的 满 射 , 其 中 (名 [2z])” 是 不 会 零 的 整 
系数 多 项 式 全 体 . 这 样 全 {2》 是 一 个 可 列 集 的 像 集 , 它 是 至 多 可 列 集 . 显然 [2] 
是 Q@{z) 的 可 列子 集 ， 因 此 {zx) 是 可 列 集 . 

(7) 代数 数 全 体 4 是 可 列 集 取 双 射 了 : 4 -> ZZ 它 诱导 了 - -个 双 射 


4 四 一 忆 [zx] 使 > ai2 一 2» 了 (ai)xi. 因为 [zr] 可 列 ， 所 以 4[z] 可 列 . 


练习 11 提示 : (1) -RYo = 以 . 

(2) 合子 丰 一 exp 人 ia, 得 双 射 上: [0, 2r) 一 下 

(3) 命 让 = 你 2) < 凶 }， 这 得 喘 射 小: 世 一 C, 其 中 (为 
民 x C 的 可 数 子 集 全 体 ， 如 果 (了) = (9), 则 当 x 是 有 理 数 时 (x, f(x)) = 
{z;,f(z)) 从 而 f(z) = 983) 当 是 无 理 数 时 ， 取 列 有 理 数 (zn) 台 近 x, 由 等 
式 f(zn) = 9(Zn) 到 极 限 得 f(x) = 9{2). 于 是 了 二 9. 可 见 四 是 单 射 , 于 是 
| 好 | < 从 注意 到 {e+ Ric € 到 } 为 U 的 势 为 只 的 子 集 (其 中 忆 是 Riemann 

函数 ), 从 而 |U| = 

(4) 人 于 严打 遂 增 的 正 并 二 (kr)?21; 命 


fm) = (Ki, ko — hy, ,hn — Kn-1,*-). 
这 得 双 射 :5S 一 24+, 从 而 |S| = 二 NX 二. 
(5) No 二 N. (6) 作 及 x 到 的 子 集 
A= {zr ERx RIz < y}. 


注意 到 4 含 个 连续 统 {(z,zZ 十 1jlz € 民 }, 所 以 14 = 六 命 f(x, 角 = [x, 唐 ， 
这 得 双 射 了 : 4 一 7. 于 是 | 了 | = 

(7) 仿 本 节 例 3 的 方法 可 知 CI0, 1] 的 势 为 X. 

(8) 在 [0,1] 上 连续 函数 列 全 体 为 C[0, 1]2+, 它 的 势 为 Ne = N. 

(9) 因 为 SCCI0,12+ 且 5S 包含 一 个 连续 统 {(Cajlvy 关 =7EcCmHh， 
新 以 S 的 势 为 从 - 

(10) 命 区 同 练习 10(g)， 则 XUY = bo, 1). 于 是 了 的 势 为 六 

(11) 命 五 = {Doe lai € 妥 } 及 8fao an] = Da 得 双 射 


i 二 几 


9 : Rtl FP,. TR 等 式 及 fz] = \ Fn 表明 


见 实 1， 


Na |RIzll< R=&N. 


所 入] 
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(12) 设 0 乞 < 1, 其 十 进 制 小 数 展开 记 为 0.a1laa2 .…， 这 其 中 有 数字 了 当 
且 仅 当 有 个 各 使 a 一 7 了 有 目 i 之 RR 时 Gi 关 7. 这 种 了 的 全 体 Bo 是 


[fID0.ea an 17,0.01 -0n_18)|a; A 7 n= 1,2,...}. 


命 了 同 练习 10(4, 则 Eo = 盏 口 (及 mm X) 因为 如 MX 可 列 且 妃 是 无 了 限 
集 ， 所 以 五 ~ 五 0. 这 样 |E| 二 N. 

(13) 人 靖 了 = {1,2} 及 Feiyaa， mn) = 0.al02.…， 这 得 单 射 了 : 
Y2+ 一 疡 .可见 并 所 IF|&N, 从 而 | = 

(14) 将 了 的 不 连续 点 全 体 记 为 Dy, 命 olf ) = {2, fz)|r E QU Dy}. 
仿 例 5 知 89 : A 一 C 为 单身 其 中 C 为 息 x 人 CC 的 可 列子 集 全 体 . 因此 
|A4| gC| = 六. 不 难说 明 |4| 之 以. 


练习 12 因为 4 二 及 所 以 |4| = NY 一 2 


练习 13 以 (1) 为 例 ， O(z,") B(z,7) 的 子 集 上 且 B(z,*) 与 O(z,?) 的 子 
集 B{z,7/2) 通过 双 射 加 3 宅 十 (也 一 /2 对 等 所 以 O(z,7) 与 吾 (z,y) 对 
等 ， 


练习 14 否则 据 Konig 不 等 式 知 ，| (As| < RW = N, 矛盾 . 这 药 合 练习 
史实 1 
6{ 当 n> 2 时 , 命 An = 多 即 可 ). 


练习 15 (1) 正确 (2) 错误 ， 理 由 见 定理 3. 

(3) 正 傅 . 为 此 取 可 列 集 4 与 双 射 了: 4 一 2. 以 a 所 表示 fla) 所 
6), 则 系 是 4 上 的 偏 序 . 任 取 4 的 非 空子 集 B, 则 f(B) 有 个 最 小 数 六 于 
是 1-!1(k) 是 B 的 最 小 元 . . 


练习 16 提示 : (1) 当 a 和 5 有 限时 ，f(#) = at(b 一 a)t; 当 a 有 限 而 5 无限 
上 时， 了 (二 1/ 一 丰 十 a 一 1; 当 @& 无 限 而 b 有 限时 f( 引 = 一 1/t+b 一 1; 
当 a 和 4 都 无 限时 ，f() = tan(xt 一 7/2), 其 中 tan(+7/2) 一 

(2) fF{t) = 0.5 + tf/(2 + 2|t)). 


(3) 7 的 三 妈 直 十 加) 其 中 约定 f( 土 00) = 
(4) 当 非 整数 t > 0 时 ， 了 介 = Int; 当 t 是 非 负 整数 时 ，f (如 = Im 十 四 
(5) n% 为 正 整数 或 +oo 时 ， ja ) = exp(2rifn 二 1)!) (其 中 约定 


{+00)-! = 0). 对 其 他 的 十 了 (#) = expf2rv 一 区). 
(6) n 为 下 整数 时 ， f((n 十 Di-1exp(V 二 TI) = mlexp(V 二 TI9). 对 其 
他 的 z, f(z) = 2， 
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练习 17 提示 : 将 全 体 有 理 数 写成 各 项 互 异 的 数列 {rn)]821、 对 于 了 E 了 命 
4 一 {nlra<z. 当 zz<1 时 ，4ocC 4 这 样 4czc 了 满足 要 求 ， 


练习 18 (1) 注意 到 有 列 有 理 数 frn) 到 近 一 V2 即 可 . 

(2) 命 XX 一 及 \@ 且 (有) = {(7, f(r 十 V2))Ir E Q}, 这 得 映射 少 : 
CCX) 一 0, 其 中 是 Q@ x CC 中 可 列子 集 全 体现 说 明 $ 是 单 射 . 设 8(f) = 
9(g), 则 7 是 有 理 数 时 了 (7 十 V2) = g(r 十 V2). 任 取 XEX, 命 (rn) 同 (1). 
据 了 与 9 的 连续 性 , 对 等 式 f(rn 十 V2) = g(rn 十 V2) 取 极限 得 f(z) = g(x). 
因此 了 二 9, 从 而 |C(X)| < 人 | 所 N 又 常数 函数 全 体 是 CCX) 的 势 为 尺 的 子 
集 ， 因此 C(X) 的 势 为 N. 


练习 19 (1) 错 . 如 命 4=C=2Zi 而 B=2Z41 且 D=Zi, 则 C\4A= 儿 
而 刀 \ B 不 空 ， 这 说 明 差 运 算 不 保持 对 等 ， 从 而 势 不 能 作 减 法 运算 . 

{2) 和 (3) 也 错 ， 这 也 说 明 势 不 能 作 减 法 运算 . 

(外 错 如 名 XxB= 儿 xC, 而 BB 和 C 可 以 是 任意 集合 ， 又 如 到 x 2Z+ 
与 取 x 肾 对 等 , 但 Z+ 与 及 不 对 等 ， 这 说 明 势 不 能 作 除 法 运算 . 

(5) 错 . 如 2M = 38o 但 2 关 3. 这 说 明 势 不 能 作对 数 和 除法 运算 ， 

(6) 铺 . 如 局 = 3, 但 2 兴 3. 这 说 明 势 不 能 作对 数 和 除法 运算 . 


练习 20 所 中 值 定理 ， 在 并 和 Dp/g 之 间 有 个 点 2 使 
fp/9) — flr) = f(z)(p/q — 2).. 


要 找 的 7 可 限制 在 开 区 间 (0, 1) 中 , 从 而 7/g" < 1, 这 样 当 |p/g 一 5| 之 1 时， 
要 证 的 不 等 式 成 立 ， 下 面 可 设 |p/9 一 z| 所 1, 则 |z| 过 |xl 十 1. 这 样 


Wole > ilasllzl-! < > ilail(lzl 十 一: 


上 式 右 端 记 为 1f7, 刚 常 数 ”只 与 与 其 选 定 的 零点 x 有 关 ， 因为 了 没有 有 理 
根 ， 所 以 9* fip/9) 是 非 零 整 数 ， 这 样 


1 < |g"f(p/q)| = a"fF(z)(p/q — 2)|. 
结合 前 面 有 关 |f'(z)| 的 不 等 式 得 


r 


?_ > 
是 2 oq |f’ (a) ~ 
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练习 21 题 中 T 全 体 记 为 苹 , 则 | 六 | 二 10 二 有 车 x 赂 不 是 有 理 数 也 不 是 
超越 数 ， 则 有 整数 n 之 2 使 7 是 一 个 n 次 代数 数 . 命 7 同 练习 20 及 g = 108 
一 》、 ail0*' i 则 
i=1 
Oi 


卫 9 1 
一 一 一 一 一 芝 一 一 一 一 一， 
“| 各 1 各 和 0 


当天 足够 大 时 ， r/q” > 1/gq*, 矛盾， 从 而 这 样 的 超越 数 > 有 R 个 . 
练习 22 任 取 攻 数组 co,… ,cn 使 天 0, 命 = 22 cief 要 说 明 s 关 0. 对 
于 素数 p, 作 两 个 np 十 p 一 1 次 多 项 式 
_ P(r 1) (2 — 2)?... (x — n)? 
(7) = Dt 

gf(z) = f(z) + F(T) 十 :十 Fe 人 oh， 

其 中 7 代表 了 的 大 阶 导数 . 由 /npte) 一 0 知 (ezg(z)) = 一 ef(z). 
当 整 数 i 满足 1 < i < n 时 ， 据 中 值 定理 知 在 0 和 1 之 间 有 个 上 & 使 
eg(i) —e "g(0) = 一 ie ® f(6i). 


俞 7 二 二 ieire Cif(6i), 据 上 式 得 g(0)s 一 过 Gig(i) +7. 


< 


Dren 


|r| <1, 当 整 数 放 Ap 时 ，1 是 ((z 一 1)?)91) 的 根 、 因此 了 (名 (z)[s=4 是 
Me) [(z 一 -DD 71) ((z — 1)P) (in) 


命 b = 二 max ~) wl < 2 lale ， 设 p 足够 大 使 


加 十 扩 十 … 十 和 一 大 jnl(p 本 i 立 二 1 
pkl(zP™1) jon (z — 2)P) G2). (x — ne) Gn) 
jotizt""+jin=k—p jol jn! z=1 : 


这 是 束 数 和 能 被 p 整除 .因此 9(1) 能 被 整除， 同样 瑞 数 g(j) : 1 < <n 可 
被 p 整除 ， 所 以 整数 二 ci9(i) 可 被 p 整除 又 9(0) - Ale-D(0) 也 可 被 pp 整 
除 . 因为 fp 0)(0) = 于 1)?(n1)?, 它 不 可 被 p 整除 ， 所 以 

cog(0) + + eng(n) 三 co 一 (ng mod py. 
因为 |r| < 1, 所 以 g(0)s 了 关 0. 这 样 5 关 0, 从 而 e 是 超越 数 . 
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1.4 实数 与 无 穷 大 


练习 1 记 e = max{a,c} 而 了 = min{b,d}. 
(1) 如 果 (a,5b) 与 《 d) 有 公共 交点 ， 则 机 DN te,d) = (e,f). 
(2) 如 果 (a, 晶 与 (c,d] 有 公共 交点 ,， 则 (a,0 站 (c,d] = (e, 用. 
(2) 如 果 fa, 与 [c,d] 有 公共 交点 ， 则 fa, 中 mn [c 可 = [e, 下. 
(2) 如 果 [a,) 与 [c,d) 有 公共 交点 ， 则 [a, 如 站 [c,d) = |e, 让. 
练习 2 设 20 是 (ai,b) : iE J 的 一 个 公共 交点 , 命 4 二 infai 和 b= supbbi. 


iEJ 


要 证 吾 = (a; 闪 . 当 zw E 怠 时 ， 有 个 i 使 ai 区 人 二 页, 因此 @ 二 全 去 六 民 
之 , 设 G 二 了 < 六 若 了 衬 20, 则 有 1 合生 二 让 .这 梯 本 过 和 去 六 有 队 而 
EB. 若 Zz < zo, 则 有 使 > az. 这 样 i < 之 之 有 ;从 而 人 EE, 


练习 3 任 取 ran 六 中 互 异 两 点 轨 和 3%; 当 如 < 各 << 了 妇 时 ,说明 gop 记 在 
ran f' 中 即 可 , 到 zl,7a € (0,0) 使 了 (2i) = 二 表 . 命 HX) 二 了 (7X) 一 yoz. 这 
得 可 微 函 数 9 使 g(x1) <0 有 有 g'(z2)> 0. 

当 zi < Za 时 ，9 在 (zi,za2j 内 有 个 极 小 值 点 x0, 从 而 g'(z0) 二 0. 这 
即 产 (zo) = 加 ， 当 ra < wi 时 9 存 (za, 1) 人 zo， 内 而 
9 (x0) 一 0 这 即 f(z0) = 如， 


练习 么 傅 每 个 or 二 1/2”. 当 0 入 所 工时 ，z 可 表示 成 二 进位 小 数 
0.bib2.... 命 J 一 {nb 一 1}, 则 9 ean 汪汪 ， 

ne 
练习 5 提示 : B = {n,n + 1)ne 2Z}. 


练习 6 注意 到 z 的 标准 十 进位 小 数 0.p1p2:'- 中 有 数字 1 当 且 仪 当 存 在 nn 使 
pn 二 1 有 是 i <R 时 pi 关 1, 这 得 


E=D0.p:. .pn 11,0.91 .pan-12), 
其 中 mE Bh 而 PIT … :Prn—i 为 0,2,3,4,5,6,7,8,9. 


练习 了 据 练 习 6, 当 1 取 通 正 整 球 且 Bly Pn-l 取 议 0, 2,3,4,5,6,7, 8,9 
时 ， 
E=||(0.pi:: pn-1l,0.p1 -pn_12). 
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练习 8 x 满足 条 件 当 且 仅 当 存在 有 限 个 非 0 即 2 的 整数 p1， ,pn-1 使 
0.pi: :pn il S&T < pl Pn-12. 
因此 此 种 x 全 体 是 可 列 个 左 开 右 闭 区 间 的 无 交 并 : 
LI{[0.p1: :pa 1l1; 0.p1: pn 22 2 1 :Pp1, ;Pn-1 = 0,2}. 

练习 9 必要 性 ; 若 有 nn 使 aw > 2, oa, 取 这 两 数 的 中 间 数 > 及 Z+ 的 子 集 J 使 
T= 2 my 则 J 与 {1,:… ,nj} 无 奖 (和 否则， 它们 有 个 交点 向 则 x 寡 Qi 之 am 
于 盾 ) 守 是 J CC{ 广 汪 R}, 这 得 x 芯 之 cat, 政 盾 . 

充分 福 ; 设 0<x<s, 车 z 非 有 限 项 a 之 和 ， 则 有 下 使 > 此 
种 不 的 最 小 者 记 为 .于 是 > Qi 之 T< >， mi, 因为 Qk < > ai 有 个 


< ik i> ki 
正 整 数 ho > 后 使 
> Gi 二 BB iE it > Oi. 
TL 到 1 < zk 开 1 < 


如 此 下 去 得 严格 递增 的 正 整数 列 (Kanj 恒 满 足下 式 : 
DE nn) < TL < Par :i E Jn {kn}), 
其 中 Jh = 二 < kn Ris ,En—1}. 注意 到 lim Cn 二 0, 这 得 
一 2? (ai: 基站， ， pa) 


练习 10 说 明 使 0 < z < 十 co 的 数 x 是 一 个 缺 项 级 数 之 和 即 可 . 车 x 非 有 限 
项 an 之 和 ， 则 有 大 使 > 6ai > 2z. 此 种 大 的 最 小 者 记 为 加, 则 


i 


Daa<T< », oar 


1 Kl 
因为 2 Qi 一 十 co, 有 个 正 整 数 kh2 > 上 1 使 
2 二 
ti<kl hi<ic ka i<h hl i ks 
如 此 下 去 得 严格 递增 的 正 整数 列 { 襄 ,) 恒 满 足下 式 : 
SiE Mm) <LI :te dn YU {kn}), 
其 中 == { 旨 < hry 关 司 ，,… ,kn-1}- 注意 到 im akn 一 0, 这 得 


和 一 (ai 天 和 
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练习 11 只 证 充分 性 : 命 严 = {区 间 1|z E 工 和 吾 } (将 练习 2 的 证 明 稍 微 
修改 可 知 )ls 是 五 中 包含 x 的 最 大 区 间 ， 其 长 度 非 零 , 当 1z 与 fh 有 交点 时 ， 
命 了 = 五 这 是 上 中 包含 和 的 区 间 , 于 是 了 Cls 且 1 荆 C by. 可 见 
1 = 了- 这 样 和 :2zE 百 是 一 些 长 度 非 党 的 区 间 ， 其 中 任何 两 个 不 等 时 不 相 
交 . 因此 它们 写 蜡 的 个 数 有 可 数 个 . 自然 二 {Is|zx E EB}. 


练习 12 作 S 的 一 个 上 界 站 三 局 S3. 当 W 也 是 5 的 一 个 上 界 时 , 每 个 ES 
满足 U CW 于 是 VC WW. 

作 5 的 一 个 下 界 出 二 人们 5S. 当 Wo 也 是 5 的 一 个 下 界 时 , 每 个 UES 
满足 避 2 琵 . 于 是 站 SS 2 玉 , 因 此 W 22 Wio. 

因此 VY 是 S 的 最 小 上 界 而 Yo 是 5 的 最 大 下 界 ， 


81.5 Euclid 空间 


练习 1 当 a < 时, 取 严 格 道 碱 至 的 数列 (an) 和 严格 递增 至 5 的 数列 (bn) 
使 ol < bh, 则 紧 集 列 [an, bn] : Re 之 1 之 并 为 (4, 站, 紧 集 列 [an 昌之 并 为 
(a, 如 (此 时 5 有 限 ), 紧 集 列 ja, 加] 之 并 为 [a, 5)( 此 时 ga 有 限 }. 


练习 2 只 需要 证 明 (1). 设 吾 = (Nn EU 站 太 ), 其 中 Ui 与 WW 部 是 开 集 . 
和 六】 让 1 


以 Di 站 … nn Di 代替 Ui 后 可 设 (Uk) 是 递 三 的， 同样 可 设 (Vi) 是 递 碱 的 . 
命 Ws = UkU 诛 , 则 妃 C Wi. 设 z 在 所 有 Wi 中 ， 如果 {k|z E Uk} 是 无 
限 集 ， 则 x 在 每 个 Uk 中 ， 如 果 {kz € Us} 是 有 限 集 ， 则 {jjz € 优 } 是 无 限 
集 ， 这 样 x 在 总 在 囊 中 , 因此 = [NWilk > 1}. 


练习 3 (a, 相 (其 中 -oo < a << 十 00) 是 可 列 个 开 乐 {(a,b 二 +18)|k 之 1} 
之 交 . 也 是 可 列 个 闭 集 {{ax; 驯 ik 之 1} 之 并 , 其 中 (ax) 是 严格 递减 至 4 的 数列 ， 
fa; 可 ( 其 中 -co < a 所 < 十 oo0) 是 可 列 个 开 集 {(@ 一 1/k,b +1/k)|k 宛 1} 
之 交 .， (a, 加 (其 中 一 00 & 4 < 了 十 oo) 是 可 列 个 闭 集 {ak, brl| > 1} 之 并 ， 
其 中 (ak) 严格 递减 至 a 而 (bk) 严格 递增 至 下 


练习 4 大 中 满足 天 1 介 工 二 {0} 的 线性 子 空间 工 的 全 栖 £ 非 空 ， 因 为 {0} 
在 上 中 ， 胡 按 代 合 的 包含 关系 C 成 为 偏 序 集 . 任 取 它 的 一 个 全 序 于 集 天, 将 
六 中 成 员 并 成 一 个 子 集 Lo. 于 是 


1 门 Lo 一 UX NLIL et 天 一 {0}. 


现 说 明 Lo 是 线性 子 空间 . 任 取 其 中 两 个 向 量 zl 与 za, 则 有 上 i;€ 产 梧 全 : E 二 i. 
因为 天 是 全 序 的 ， 无 芒 设 上 1 C 上 L2, 对 任何 数 Qi， 


人 1 六 1 十 Qars EE La CL. 
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于 是 Lo 在 上 中 且 是 大 的 一 个 上 界 . 

据 Zorn 引 理 ， £ 有 一 个 极 大 元 六 2, 则 Xz 满足 要 求 ， 否则 ， 有 非 零 向 量 
世 万 六 和 (XI 十 天 2) 作 线 性 了 于 空间 上 二 span(X2U 二 站, 和 任 取 EXiINML. 
写生 2a 十 刀 , 其 中 zo € 2 而 tt 是 数 ， 于 是 机 二 一 Yo EE 并] 十 六 2. 这 
样 + =0. 国 此 Y == xw2 = 0. 这 样 六 阁 上 = {0}. 于 是 工 在 中 且 它 真 包 会 
广 2. 这 与 有 3 的 极 大 性 矛盾. 


练 河 占 使 4C 吾 笑 妃 E 下 的 不 交 的 凸 梨 对 [EE 下) 全 体 天 按 所 成 为 -一 个 
偏 序 焦 ， 其 中 (EE, 入 {Bi1, 扎 ) 表 示 BCEBEFCA. 
任 取 下 的 全 序 子 集 8 = {Bi, Fi)lie J 了, 命 EE= UB 及 下 = UR 
YE YE， 


这 得 不 交 的 凸 集 如 和 下 使 AGE 三 且 旦 和 所 于 是 {B, 了 FF) 是 9 的 一 个 上 界 . 
据 Zorn 引 理 知 天 有 个 极 大 元 (C, DD). 说 明 C 和 互补 即 可 ， 否则， 取 
20 七 卫 (CUD). 作 包 含 4 的 凸 集 Ci = cov({20} U COC) 和 包 售 BB 的 凸 集 
D1 = cov{({zo}UD). 据 (C DD) 的 极 大 性 ， 与 D1 有 个 交点 31, 而 1 与 
隔 有 个 交点 急 . 取 如 ED 使 %1 为 是 组 合 atp 十 (1 一 a)z0. 取 YoEC 使 仍 
为 凸 组 人 台 Bxo 十 (1 一 旭 zo. 算得 
b—ab 1—b a—ab l—a 


Ia 1 a Ta 1 


这 是 C 和 了 的 公共 交点 牙 盾 . 


练习 6 以 有 理 点 为 中 心 、 以 正 有 理 数 为 半径 的 开 球 排 成 一 列 Bi1, Bs,'''. 任 取 
Vy EV, 则 有 ?>>0 使 Oly,27) CU. 缩小 7 后 可 设 了 7 是 有 理 数 ， 取 有 理 点 ! 
使 Iz 一 中 之 7, 因为 1z 一 Z| 之 7 交合 |z 一 训 达 27, 所 以 


yeoercow2ncD 
因 CO(z;7)] 尾 革 个 Bx, 这 得 UC ULBgBh CU}. 反 向 包含 是 显然 的 ， 


练习 了 命 {Bk} 同 练习 6， 作 可 数 集 了 = {ji E 工 : Bi GE 三 }]， 据 练习 

6 知 ， Uv = UB; 每 个 了 E J 对 应 至 少 一 个 入 使 B; G Ui,. 于 是 
YE 了 已 

{Ulj € } 是 4 的 至 多 可 列子 开 棋 盖 . 

练习 8 命 {Bk] 同 练习 6. 命 1(U) = {KB CU}. 这 得 单 射 :OO 一 22+. 

于 是 1O| < 2 一 N. 又 O(z,1) :2 E 取 ”都 是 开 集 ， 所 以 1O| 之 愉 总 之 ， 

IO = N. 这 样 | 下 | = 
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练习 9 由 了 (XX) {1{2}lz EX} 知 [F(X)| 之 |X|. 
命 f(zZ1,… Zn] 二 (zl ,Zn 上, 得 满 射 下: UX 一 天 \{C 上 上 于 是 


FO < TF IX + 


元 空 ] 


= 2 |X|= RolX|= |X|. 
nl 


练习 10 在 巨 是 有 限 集 时 , 每 个 e E 吾 可 被 天 的 某 个 有 限 子 集 BB。 线性 组 合 . 
傅 刀 = J Be, 这 也 是 下 的 有 限于 集 使 每 个 e E 吾 可 被 召 线性 组 人 台 . 于 是 


et 


中 向 基 都 可 被 吾 线性 组 合 、 因 为 线性 基 是 极 大 线性 无 关 组 ， 所 以 下 = BB. 这 样 
玉 也 是 有 限 集 ， 现 将 和 F 中 互 异 向 量 分 别 记 为 el ,en 和 万 ,fm. 
于 是 有 和 矩阵 4 = [eiy]mxn 和 C= [ciyjnxm 使 


La - 
ei 一》 fieii: i=1l,. ,Nn 
j=1 


Th 
万 = 2 eiaij :一 了 9 
ti 一 工 


算得 4C = I 且 C4 = 态 . 取 迹 得 trf4C) =tr(CA), 这 即 m 二 n. 
在 巨 有 限时 ， 同上 知 召 也 有 限 上 且 百 和 瑟 等 势 . 
在 百 无 限时 ， 由 上 面 结论 知 下 无 限 . 说 明 | 五 | < |F| 即 可 ,和 任 取 下 的 有 
限 子 集 S, 则 Es = 豆 站 spanS 是 吾 的 有 限 子 集 使 吾 一 [LU{ 百 s|S E 下 }, 其 
中 大 是 瑟 的 有 限 子 集 全 体 ， 据 势 的 运算 律 和 练习 9 得 


IE| sg 2 lBEs| < NolF| = | 天 = | 到 |. 
Ser 


练 可 11 取 多 相对 于 发 的 Hamel 基 玉 , 取 区 相对 于 于 的 Hamel 茜 B. 
命 忆 = {belb e Be EB}， 任 取 x € 羡 , 则 区 中 存在 只 有 有 限 项 非 圭 的 
数 ae:eE 台 使 XX 二》 tee. 设 coe :bEB 是 中 只 有 有 限 项 非 零 的 数 


ete 


使 ae = >» cseb. 于 是 2 一 》 (cyebe : (5, e) EBxE) 吉 果 x2 == 0, 则 


beB 


2 (2 cpeb)e 一 0. 因为 忆 是 区- 线性 无 美的 ， 所 以 a b= 0 eeE. 


eEE bEB 
因为 吕 是 玉 线性 无 关 的 ， 所 以 cpe 二 0: beBeeB 因此 已 是 到 线性 无 
美的 ， 可 见 曲 是 症 相对 于 下 的 Hamel 基 . ~ 

命 (4,e) = be, 这 得 满 射 了 ; 归 x 五 一 G. 说 明 它 是 单 射 即 可 ， 为 此 设 
加 el 二 bzeo. 这 样 el 和 es 线性 相关 ， 从 而 el = e2. 这 又 得 总 = bs. 
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练习 12 只 需 证 明 (1). 取 常 数 c< 9fg]) 和 7 >0 使 |z 一 x| <7 时, g(z) 所 
这 导致 8(2) 所 Cc. 从 而 (z 一 7, 2 十 7) CU. 于 是 UU 为 开 集 . 
当世 所 允 所 全 时， 说 明 g(x) 志 有 2) 即 可 和 否则， 56(v) < g(x) 且 2b 非 
右 控 点 表明 8 < 9. 这些 9 的 上 确 界 记 为 z, 则 z 所 全 训 Z 入 站 2 一 ). 因此 
了 二 2 七 让 于是 有 下 > 三 使 训 z] < g(w), 从 而 (x) < 9(w), 这 与 z 的 定 
放下 盾 . 

练习 13 可 设 了 (x) < +o0. 任 取 数 c 使 8(Z) < c, 则 有 ?>0 使 |z 一 x| < 之 7 
时 9(z) < c. 于 是 站 2) 所 5. 这 样 lim 9(z) < ¢. 命 c 一 闻 X) 即 可 . 


练习 14 注意 到 Cantor 集 下 中 的 点 2 可 表示 成 (0.51b2.……)s, 其 中 Bb 非 零 
即 2, 命 zn 一 2/3 即 可 . 
练习 15 设 0< zx < 2, 取 2X/2 的 3 进位 小 数 表示 (0.alaz.…)3. 当 an 二 0 
时 , 命 bn 二 cn 二 0. 当 an= 二 1 时 , 命 b% 二 2 而 cn = 二 0. 当 an = 二 2 时 , 命 
Br 一 Cn 一 2. 于 是 0.bb» “ 与 OQ.c1c2 “0? 都 是 K 中 数 使 
(0.b1b2 “i ]s 十 (0.cic2 ~ 3 三 2(0.aia2 “i )3. 

这 表明 [0,2] 下 十 下， 反之 , 任职 XY EK. 由 0 所 xYy 所 1 得 0 
工 十 和 入 2, 从 而 天 十 KK CC [10,2. 总 之 ，K 十 KK = |0,2|. 

( 另 证 ) 命 qa2n_1 一 d2n 一 2737， 这 得 递减 数列 (an) 使 2 on = 二 2 


且 on 所 站 ai， 注意 到 十 太一 on|J C 2Z4} 据 红 1.4 练习 9, 
ne 


据 上 面 结论 知 一 (1 一 芭 ) = 0, 站 一 1 二 [让 说 明 1 一 KK= 下 即 
可 . 任 取 xX € 天 ,将 写成 三 进位 小 数 0.alaa :使 每 个 an 非 0 即 2. 命 
bn 二 2 一 Qn; 则 本 非 2 芭 0. 作 二 中 数 y 二 0.bba.……. 于 是 1-z= 二 yy 和 
1 一 y= 二 x 分 别 表明 1 一 六 CK 和 KC1-KK 
练习 16 (1) 据 对 称 性 ， Ny 即 可 : 

bi 一 
2 03 

(2) 因为 an 之 本 ;所 以 an 三 0 且 本 一 2 于 是 

2_ -2_1 
3 人 

(3) 否则 ， 有 bi = ai. 如 果 bi > oa 
据 (2) 得 一 2 之 > 训 ! 矛盾 ， 如 果 Bb; < mi, 同样 据 (2) 得 2 一 y y > 市 牙 盾 . 

(4} 据 (3) 知 当 ly 一 2 < 37” 时 ，f(y) = f(x). 因此 连续， 


中 一 了 六 
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练习 17 对 于 Cantor 集 KK 中 每 -点 了 一 (0.alaa 3 其 中 an 非 0 妈 2. 
命 f(zT) 一 > (un :an 二 2). 这 得 满 射 了 :长 一 忆 . 因为 太 是 紧 集 ,说明 上 


连续 即 可 . 对 于 = > 由 取 n 使 2 hel < 任 取 五 中 满足 |y 一 zl< 并 页 


的 点 二 (0.bib2，: jy 则 1 时， bi 二 oi, 这 样 
F272) — 9) = oi: i > ngs = 2) 
— SY (ui: > nb = 2). 
可 见 [f(z2) = f(D)! 筷 和 2 | < se 


练习 18 提示 . 任 取 苹 中 点 zi < za < 23， 则 有 以 下 4 种 逻辑 可 能 ， 

(1) f(x3) < 大 za) 且 FUz2) < 天 2z3)， 

(2) f(z1) < fz2) 但 f(z2) > f(z3). 

(3) f(z1) > 天 ra] 且 f(r2) > f(r3). 

(4) Fr > fz2) B f(x2) < Flrs). 

现 说 明 (2) 不 可 能 否则， f(z1) < f(z3) 或 了 21) > fT3)， 于 是 由 
介 值 定理 〈 即 中 间 值 定理 ) 知 ， 有 个 TY E (T1722) 使 f(z) 二 f(z3) 或 有 个 
2 E (2z2,73)] 使 f(z) = f(T). 这 与 了 是 单 射 巴 盾 . 同样 (4) 不 可 能 . 

请 读者 说 明 (1) 恒 出 现 或 (3) 恒 出 现 ， 这 样 了 严格 递增 或 严格 递减 . 
练习 19 提示 : 记 a = inf f{X) 有 b= sup 了 (X), 任 取 Xo 所 ， 

(1) 当 a & xo <bNYH, frot) = inf{f (x)lzo < 2， 如 果 flzo0) < 
fzot), 取 zi > zo; 则 flzot) 入 f(z1)， 由 了 人] 是 区 间 知 了 (zo 十 ) 在 
于 二) 中 . 由 f 的 单调 性 知 了 不 能 取 到 f(z0) 与 (xo 十 ) 之 间 的 值 ， 与 天 二) 
是 区 间 了 矛盾 ， 于 是 f(zx0) = 了 (zo 十 ). 

(2) 当 G < zo 所 5 时， 同上 可 知 ， f(x0) = sup < zo} 且 
ffzo 一 ) = f(zo). 
练习 20 不 能 ， 否 则 ， 据 练习 18 知 了 是 严格 单调 函数 ， 无 妨 设 了 严格 递增 量 
f=0, 则 0 <s<t 时 ，f(s} < 0. 这 与 ran 了 = [0,1| 芽 盾 . 
练习 21 只 证 明 必要 性 ， 取 Aw 的 唯一 线性 组 合 2 Uns 其 中 值 系数 (we 不 
为 堆 的 只 有 有 限 个 . 命 Bo = {ulby 去 0)， 这 是 和 限 集 注意 到 

{(v, Wavub, A 0} = Uy ({vlave #0} x x {2}), 


从 而 使 avwbw 天 0 的 (v,4) 只 有 限 对 .现在 
Az = 》 (Au)b, = 2 3 voyuby = > J > avuby 
UE 


ueEB veEF vuEF ueEE 
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练习 22 明显 召 4 是 线性 的 ， 命 cw 二 2 bwvQvu( 其 中 非 零 项 数 是 有 限 的 ). 
TE 
作 有 限 集 Fo = {Vlaww 关中, 则 
{wlcwu 天 0 CS UV {ww A 0}. 

YE FO 

上 式 右 端 是 有 限 个 有 限 集 的 并 ， 从 和 击 {wlcww 关 0} 是 有 限 集 ， 现 在 
BAu=BY vaw = Y Braw, 
ve 请 bEF 
一 > >, Wb lv 一 > Ww > budvu = > Cion， 


VEF weG EO wvEF 二 


因此 召 4 的 表示 矩阵 是 [cww]GxE， 


82.1 环 与 测度 
练习 1 作 环 台中 成 员 忆 = 机 …U 吾 及 加 = 五 \ 丽 . 作 台 的 子 类 
FF={HiMN:.-..NH,lH 一 所 或 G1,:…. ,Hn 一 n 或 Gn} \ {2}. 


每 个 Hi = Ci 时 ， 互 1 门 -站 五 = 多 且 每 个 HH; 至 多 有 两 种 取 法 , 因此 大 至 
多 有 2? 一 1 个 成 员 . 任 取 大 中 成 员 玉 二 卫 人 门 … 配 与 让 =HiNn... Ht， 
它们 不 等 时 可 设 五 ; = 所 而 各! = Gi, 于 是 


FNF CHNH =. 
任意 固定 i 所 nn. 对 于 2EB, 当 TE Bj 时, 命 Hi= 二 EB; 当 Z ¢ BE 
时 , 命 百 = Gy. 于 是 zx 在 每 个 Hi; 中 ， 也 在 这 些 号 ; 之 交集 五 中 ， 因 而 
ECl{F eFC Ey. 
上 式 中 的 反 向 包含 是 显然 的 . 


练习 2 这 些 都 是 开 闭 集 ， 理 由 如 下 : 
(1) (~—00,0) = (-00,0) NN (-00,0), 01) = (0,1) Nn [0,1], 
(2} (~—00,0] = (—0%,0 nN (~00, 1), {0,1] = (0,2}n [0, 1]. 
(3) (1, +00) = (1, +00) N [1, +00), [0,1] = [0, 1] 7 {~—1,2). 
(4) [1, +00) = 0,+eolm (1,+00), 10,1) = [0,1] 7 (—1,1). 


练习 3 当 4 是 开 闭 集 时 ， 取 开 集 UV 与 闭 集 下 使 4=VNF, 则 
A=U\(R"\F)=F\(R"\U). 
因此 A 二 {UAVIUV Ee 0O,} = {E\FIE,F Ee 天] 现在 
(EI\ FN(E \ Fa)= (ENE)\ (UB), 
(Ei \ PI)N\ (Ba \ F2)= [Bi NEN BP)\ FU[E \(F UE2)], 


这 表明 .4 尾 半 环 ， 它 与 On 及 到 生成 的 环 都 “ 样 ， 这 个 环 是 
及 = { 日 EilEi € A,m > 1}. 


tA 


练习 4 (1) 是 显然 的 ， (2) 命 = {eR(E)IFNA eR(EnN A)}. 据 集 合 
运算 的 分 配 律 ， 7 是 包含 £ 的 一 个 环 . 因此 7 = RE), 这 表示 R(Ej 站 A CC 
R(E m A). 反 向 包含 源 自 R(E) m 4 是 包 售 E 门 4 的 一 个 环 . 
(3) 记 S= {FeSOE)NFNA ESENA), EE., 据 集合 运算 的 分 

配 律 ， 它 是 人 环 : 当 Fn Ee S(2) 时 ， 

(已 \ PNA= NA\FNA ES(E), 

(U FINA= Ut NA) egSfE)， 

肌 空 1 
因此 S = S(E). 这 表示 S(E) 站 4 C S(E 站 A). 反 向 包 售 源 自 S(E) 个 4 是 包 
会 立 门 4 的 er 环 . 


练习 5 () 设 五 和 天 在 .4 中 .要 说 明 五 Dj 已 在 .4 中 可 设 五 UE 无 限 . 
于 是 吾 或 五 无 限 从 而 五 * 或 Fe 有限 . 故 (BBUF = E° 阁 Fe 有限. 

乾 说 明 巨 \ 玉 在 中 ,可 设 和 \ 玉 无 限 . 于 是 吾 和 三 都 无 限 ， 从 而 
( 忆 \ 让" = E* UF 有 限 . 因为 帮 \ 有 限 ， 所 以 到 在 4 中 . 

要 说 明 4 非 ec- 环 , 了 到 闫 的 一 个 可 列 于 集 {fzn 只 六 车. 命 En 二 {z2n}, 这 
得 .4 中 序列 (En) 使 品 忆 是 可 列 集 是 【 司 王 oj) 包含 可 列 集 {22n-_1|n 之 1}. 
从 而 .4 不 对 集 列 的 并 运算 封闭 

(2) 同 (1) 知 关 在 上 8 中 .和 尾 取 如 中 序列 (En). 要 说 明 El1\ Ez 在 8 中 ， 
可 设 五 屎 本 不 可 数 . 于 是 所 和 五 都 不 可 数 ， 这 样 五 f 和 五 ? 都 可 数 . 因此 
(Bi \ Ba)® = EF U Eo 可 数 . 

要 说 明 总 和 在 部 中 ,可 设 它 不 可 数 ， 于 是 有 个 五。 不 可 数 ， 这 样 Es 可 


数 ， 从 而 UU{Enn > 1} = 站 {Bn 之 1} 可 数 . 
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练习 6 按 条 件 得 4 = {EC |Xg(0) = XE( 站 }. 因为 Xx(9) 和 Xx(b) 都 
尾 1, 所 以 不 在 4 中 . 设 巨 和 玉 在 A 中 ,， 则 


XE\F(a) = XE(o)(l ~ xrto)) 
=XE(V) (1 — xr(b)) = xE\r (bd). 
于 是 EE\ 下 也 在 人 中. 设 (En) 是 .4 中 序列 ， 其 并 记 为 吾 , 则 
XE(G) = SUP Xen (a) = sup XE, (b) = xp{b). 


于 是 百 在 A 中. 可 见 A 是 售 基 本 空间 的 o- 环 . 
练习 7 对 任何 正 整数 六 命 忆 , = {2 € Fip{z} > 1/n}. 任 取 ,的 有 限 子 
集 G( 其 计数 记 为 站, 则 G 在 尺 中 且 k/n < J( 玉 ) < J(E). 这 样 k& < nu( 玉 ). 
及 而 En: 1 > 1 都 是 有 限 集 ， 它 们 的 并 为 .于 居 下 可 数 


练习 8 an = Qn+1l 十 > at 二 2an+1- 因此 n+l 一 an /2. 这 样 


1 有 十 二 


Yai= 2itio) 一 20i 》 1/24. 


iE 志 i 下 iEE 
后 而 的 级 数 表达 的 是 一 个 二 进位 小 数 . 因此 {jy(B)|B < N} = [0,2a1l. 
练习 9 取信 中 相互 不 交 序 列 ( 妃 ,) 使 其 并 EE 也 在 只 中 ， 则 
> ti(En) = 名 2 HilEn). 


LET nl TiEJ 


因此 o(E) = 并 o(E,). 最 然 o 之 0 量 7(8) =- 0. 因此 og 是 测度 


，n 安 1 


在 后 面 的 条 件 下 ，i 口 Hit En) 是 J 上 的 非 负 递增 函数 . 据 81.4 定理 6 得 
sup 2, HilEn) = 2 sup ml Bn). 


i€EJ nl 


因此 jEB) = 并 J(Bn). 显然 上 之 0 且 4(@) = 0. 因此 只 是 测度 . 
nl 


练习 10 集 孙 数 pz 不是 测度 ， 因 为 它 在 空 集 上 不 取 零 值 . 


练习 11 作 取 五 , 己 E .4 有 
un(E\F) < A(E) =0, 
EUF) < HE)+ pF)=0. 
因此 巨 \ 古 EEUFE A. 这 样 4 是 环 , 任 取 百 ,已 E 如, 有 
HE\F) & HE) < 十 co， 
HEUF) & HE)+ HAF) < 十 oo， 
因此 EE\ 下 UF e 8. 这 样 8B 是 环 . 
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练习 12 政 及 中 相互 不 交 序 列 {Ek} 使 其 并 吾 也 在 从 中 ， 则 
da(E)= 2 XE(T) = 3 2 XE lx) 
TEA XeEARkSI 
= > > Xps(T) = >， 6a(Eg). 
pe er 1 
这 表明 54 其 有 可 烈 可 加 性 ， 它 显然 非 久 且 存 空 集 上 取 零 值 ， 因 此 64 是 测度 . 
练习 13 任 取 及 的 有 限 个 子 集 互 ,-… ,Em, 其 并 记 为 五. 如 果 Ei 都 有 限 ， 则 
马 也 有 限 ， 从 而 太 [ 五] 与 > h(i) 都 旦 0. 如 果 有 个 Ei 无 限 ， 则 三 也 无 限 ， 
从 而 jE) 与 4H(Bi) 都 是 十 co. 这 表明 j 具有 有 限 可 加 性 . 
现在 ， 》 jp{n} 二 0 而 4(N) = +oo. 故 4 无 可 列 可 规 性 . 
兄 衬 和 


练习 14 据 妇 纳 法 可 设 尺 二 2, 任 取 五 E 及 , 对 每 个 i, 取 递 增 至 吾 的 pi- 有 
眼 集 列 (nj 之 1. 命 Bn 二 Bilin 门 B2n, 则 
HEn) = th (En) + pa(En) < +eo， 
据 81.1 练习 11, (Bn) 沁 | 递增 至 五 , 因此 凡是 o- 有 限 的 . 
练习 15 (1) 任 取 So 中 序列 (En), 则 
AIEITA\ E2) & A(B1) = 0, 


AU Ea) < DAEn) =0. 
Tn 窑 1 nl 


所 以 So 对 其 运 算 和 可 列 并 运算 封闭 .因而 它 是 og 环 . 
(2)] 任 取 =- 中 序列 (En), 取 覆 盖 五 。 的 测度 有 限 集 列 【Cxkn jk>1. 于 是 
EEC 本 EL Gna- 


好 六 1 玉 ;, 大 六 1 
所 以 So 对 差 运 算 和 可 列 并 运算 封闭 ， 因 而 它 是 o 环 . 
练习 16 (1) 据 练习 14, 由 十 2 是 gc- 有 限 测 度 . 当 五 和 玉 时 ， 
(+o)(E) = (BE) + HE) = p(BE) +v(E). 
据 测 度 延 拓 的 唯一 性 ， 上 4 十 v 在 SS(R) 上 的 唯一 测度 延 拓 是 扩 十 立 . 
(2) 任 到 下 ER 使 Vv 了} < 十 00, 则 怠 [本 ,其 中 
[FI={EeSR) :ENF) gv ENEF)}. 
任 取 [中 单调 序列 (EB,), 其 被 眼 五 在 S{ 有 R) 中 ， 因 为 
HE NF) SE NF) & vA(F,), 
据 测 度 的 上 、 下 连续 性 到 校 限 得 jE 门店) Vv(B Nn 本 因此 [下 是 单调 类 . 
据 单调 类 定理 知 [五 ] = S(RR), 因此 任何 EES(R) 使 (ENF) < VEN 站). 
任 取 五 < S(R) 及 及 中 办 羔 吾 的 vw- 有 限 递增 序章 (Fn), 则 {EN 厂 ,) 
递增 至 五 对 不 等 式 4( 吾 门 雇 ,) < vB N Fn) 取 极 限 得 4(E) < v{E). 
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练习 17 (1) 提示 : 参考 和 .2 例 3 验证 EAE = 名 和 EAF = FAE 及 
EAG C (EAF)U (FAG). 

(2) 用 五 的 分 割 测量 性 知 硝 边 都 是 jv (B) 寺 (FP\E)+ Ww(FN BE). 

(3) 将 (EB) 前 nn 项 之 并 记 为 9 用 i, BE2… ,Ens 依次 分 割 测量 五 门 
FE,(FNE)\ SS,...,(FNE)'\ SL1 得 

WFNE)=A (FNE)+ + WF NE) + (FNE)N Sn). 
在 上 式 右 当 中 命 n 一 co 并 注意 到 单 亩 性 与 可 列 次 可 加 性 ， 

WFNE)Z OFNE,) MW(FNE). 


(4) 因为 (下 = 六 (B) 二 (PNB), 所 以 jr(F\ 忆 ) 二 0. 这 样 天 是 
两 个 je*- 可 测 集 忆 与 FP\ 书 之 并 . 于 是 下 也 是 jw* 可 测 集 . 
(5) 任 取 4 ER, 则 记 N 4A 是 下 的 jr*- 可 测 子 集 于 是 
WA = ANF) + H(ANF®) 
= (ANFNE)+HW (ANFNE') 
ti (ANF°NES) 
= (ANE)+H (ANE'). 
据 定理 4 知 五 是 je*- 可 浏 集 . 
(的 任 取 4 E 有 R, 由 外 测度 的 有 限 次 可 加 性 得 
nFNA SA FNANE) TNANE', 
wiFNA)SrFNANE + (FNA NE':). 
土 两 式 相 加 并 用 轧 分 割 测量 玉 、FN 忆 和 请 Nn Er 得 
HF) EWE) +H FN\E) = (FF) < +o. 
这 表明 (14) 式 中 不 等 式 都 是 等 式 ， 因 为 互 C 王 , 由 (14) 中 第 一 个 等 式 得 
WFNA=W(ANE) + WF NANE:). 
利用 了 的 分 割 测量 性 并 注意 到 F* C Er 得 
HA) = (ANF) + H(ANF®) 
= ANE+AANE NT + ANE NEF). 
= ANE) + AN E). 


(14) 
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从 而 五 能 分 割 测量 及 中 成 员 ， 它 是 jp*- 可 测 集 . 
(7 了 ) 方法 一 : 命 G 二 BUF, 则 G\ECF. 于 是 
VE) + GN ES AE) + (F) & pO). 


据 (6) 知 是 je- 可 测 集 ， 间 样 也 是 je*- 可 测 集 . 
方法 二 取 本 ES(R) 使 ECB 且 j*(E) =J*(B). 取 丽 ES(R) 使 
CD 有 ED)= 让 (有 ). 以 GNUR) 和 GN(GBLU) 分 别 代替 五 1 
各 及 后 可 设 马 ! 与 瑟 分 别 是 包含 已 和 下 的 Jr- 可 测 集 使 1*() = jp* (1) 
和 HP) 一 4 且 El UF = 现在 
pO) & ED + A (F) 
(EB) + (F) = p+(0). 
由 此 可 知 {El Ni) 二 人 . 式 子 E\E CC 五 1 门 表明 Er\E 是 -可 
测 集 . 由 巨 = 记 入 (BIN\ 如) 知 瑟 为 4*- 可 测 集 . 同 祥 知 下 为 p*- 可 测 集 . 
(8) 作 两 个 y*- 可 测 集 4 = U 4 及 已 = 门 Bs,; 则 ACESCB. 因 


nl nl 
为 BE\AC Bn\An, 所 以 (ENA) & (Bn\A4). 取 极 限 得 jp*(E\A4) =0. 
于 是 名 是 je- 可 测 集 4 与 jr*- 零 集 三 \ 4 之 并 ,从 而 五 是 J*- 可 测 集 . 
(9) 革 未; 用 局 分 割 测量 41 U 42， 
(10) 取 GES(R) 使 ENFCG 有 (BNA) = L(G). 这 样 
HEUMNG < A (0) 
= (ENFNG) & A (ENG). 
利用 G 的 分 割 测量 性 得 . 
HEUF)+HENF) 
= (EUTNG) + A (EUF) NO) 
+ {ENFNGO) 
SWENG) +HIE\G) + HF NO) 
十 大 (有 门口) 
= (B) + (F). 
1D) 取 琴 6S(R) 使 BnS 有 是 (Brn) 二 J(Fn). 集 列 (Fm) 的 下 限 
集 记 为 下 , 则 CP 且 pF) < im pFw). 由 此 得 入 (本 < lim 有 (有 
由 外 测度 的 单调 性 得 Lim WEn) < A (E). 
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{12) 任 取 王 E H(R), 则 有 GEH(R) 使 T(G) = 下 .于 是 
HF)= A = WGNE)+H(G NE) 
= T(GNE) + TIGN E) 
= (FNT(E) + (FP \ T(E)). 
这 样 荆 (E) 满足 分 割 测量 性 ， 它 足 4*- 可 测 集 . 
(13) 夺取 五 E H(R), 则 
FNECI(FNG) UE\O, 
FF\EC(F\G UGNE). 
由 此 两 式 和 G 对 五 的 分 割 测量 性 得 
uF NE +APFNE) < (FF) 十 26. 
上 式 中 命 5 一 0 知 巨 是 jy*- 可 测 集 . 
练习 18 (1) 递增 性 源 自 每 个 1 级 集 是 1 十 (ni 十 1)? 个 ni 十 1 级 集 之 并 ， 


(oa 十 4) 
[2] = [| [zi ,Tn 0,0,. +1 所 Rn 


任 取 ,eR, 设 EeRx 而 了 ER 记 n = max{k, 人 }, 则 
EUFE\FEeR,CR. 
因此 丸 是 环 . (2) 测度 pn+l 在 尺 。 上 的 限制 是 jm: 这 源 自 下 式 


(n 二 3 和 
Pin+i[z]n 一 2 Ln+i{(z1, “3 Tn 放 0, 0, “*" ti 
J 三 


n+1 


= nlzl]n. 
因此 (jn) 可 车 成 多 上 一 个 集 函 数 点 上 面 的 五 与 下 无 交 时 ， 
Hn(E UL 五) 一 Lin(E) 十 Hn {PF). 


这 即 k(BUF) = p(B) 十 (下 ). 因此 jw 具有 有 限 可 加 性 
(3) 构造 及 中 递减 至 空 集 的 序列 (五 ") 使 imjy( 吾 ,) > 0 即 可 ， 命 


Ba =— Le ,mn 0 0, lal > 0:4= 400,00). 
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显然 【 召 。) 递减 ， 若 它们 有 个 公共 交点 2 二 {Zz1, 22,…), 则 恰 有 zn 之 1/n2. 
从 而 》 VEn = 十 co, 矛盾 ， 因 为 En 是 (nl)? 个 n 级 集 之 无 交 并 ， 所 以 
nl 


nh 22 由 1 
HEn) 一 UL 1 十 讼 四 Ht 1 Ta) 
当 2 一 co 时 ， 上 式 右 庙 对 应 的 无 穷 乘 积 不 为 堆 . 
练习 19 注意 划 杞 门生 一 下 县 三 门 甘 c = 2, 基本 空间 完 在 3# 中 . 任 取 
5# 中 序列 (En). 因为 
FN(ENMEI NE= FNE, 
FN(ENE) NE = FNEINED, 
先 用 2 分 割 测量 NN (Bi 门 后 )*, 再 用 五 1 分 割 测量 下 站 后, 得 
MPFNENME)+AFN(E 门 五 7) 
=AFNESNE) TAFNE) +AFNEINE?) 
=A(FNE2) + AFNES) = A(F). 

当 (Ew) 相互 不 交 时 ， 其 并 记 为 五 而 前 1 项 之 并 记 为 Sn, 用 ,Ba… ,En 
依次 分 割 测量 FF\A,..: ,FP\S 一 得 

人) = AP NEB)+: FAPFNE,) TAF Sn). 
在 上 式 右边 中 命 n 一 oo 并 注意 到 单调 性 与 可 列 次 可 加 性 ， 

A(F) 2 (A(FNE)FAFNE2) +..)+AF\E)) 

> AFNE)+AF NE) 2 AF). 
于 是 上 式 恒 取 等 号 ， 总 之 ， 5* 对 差 运 算 和 对 可 列 无 交 并 运算 封闭 ， 它 是 包含 基 
本 空间 的 o- 环 . 
练习 20 对 于 匈 中 成 员 BI 与 有 及 任何 已 E 及 ， 
(BU EINF= (BNF U (ENF) ER, 
(BI \ EDINF=(BNI\ (ENF) ER. 
这 表明 有 是 环 , 等 式 六 下 一 下 表明 义 是 允 中 成 员 . 显然 尺 忆 人 及. 
(1) 任 取 用 中 相互 无 变 序 列 {Ew} 使 其 并 EE 也 在 及 中 .因为 (RR, C) 是 

定向 集 ， 而 下 ALBn 门下 是 妨 上 递增 柚 数 ， 据 81.4 定理 6 得 


om oo 
》， sup (En NF)= sup 9 HEn NF) = sup A(ENMA). 
FER FER n=1 FeR 


有 一 
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这 表明 疡 具有 可 列 加 性 且 它 限制 在 尼 上 以 后 就 是 凡 ， 

(2) 因为 丸 中 覆盖 下 的 序列 也 是 有 中 覆盖 下 的 序列 ， 因 此 (FF) <& 
J*( 下 ). 为 说 明 反 向 不 等 式 , 固定 玉 中 一 个 覆盖 下 的 序列 (A;,), 庄 缩 后 可 设 它 
们 相互 不 交 ， 任 取 及 中 覆盖 已 的 相互 不 交 的 序列 〈 瓦 小 则 

2 AENMA;) = DA EiN A;) & DA(Ei). 
1 了 2 21 1 
因为 {站 Ay} 是 台中 办 盖 下 的 可 列 个 成 员 这样 (下) & (FF) 
(3) 必要 性 ， 当下 EE 尼 CR* 时 ，FFNE 在 人 R* 中 ， 所 以 
WF)=W (FNE + FN (FNE)) 
=W (FNE)+AH{F NE). 

充分 性 ， 任 取 FF €& H(R) 和 驴 中 覆 姜 FF 的 序列 (已 则 (站) 及 

(和 \ 芋 ) 分 别 覆 盖 FN 瑟 和 FF\ 加 据 可 列 次 可 加 性 得 

(FNE)S HRNE + (BNE)+..., 

HW(F\E)SARN\ E+ (Fa \ E+ 
注意 到 HL 机] = 大 (下 站 丽 十 生 ( 下 \ 吾 ,将 上 两 式 相 加 得 

HFNE)+AP NE) & pF)+ HF) 十 
上 式 右 端 关 于 的 所 有 这 种 覆盖 (五,) 取 下 确 界 得 
FNE)+HA (FN\E) < (PF). 
上 式 的 反 向 不 等 式 源 自 次 可 加 性 . 此 种 吾 的 全 体 及 # 按 练 习 19 知 是 个 包含 及 
的 o- 代数 ， 从 而 当 玉生 R* 时 ， 硬 门 召 在 过 关门 于 ( 宫 ) 中 ， 这 样 EN 至 
在 RR* 中 . 这 即 五 在 丸 * 中 . 
练习 21 设 v 也 是 上 4 在 S(R) 上 的 测度 延 拓 ， 对 于 巨 & S(RR), 任 取 及 中 要 
盖 吾 的 订 列 (EE,), 有 
v{E) < 2 HEn) = 2 A(En). 

上 式 右 端 关于 所 有 这 样 的 覆盖 取 下 确 界 得 vB) & p(B). 

如 果 入 (五 ) 有 限 , 则 对 于 e > 0 有 FE 及 使 1(@) < ,其 中 G = EAF. 

这 样 v( 旬 < 之 e, 因为 ECFUG 有 CEUG, 所 以 
HE)S A PTGS) 
Su(E) + v(G) + "(GO). 
这 得 Jj(EE) vB 十 2e. 从 而 (BE) & vBE). 
如 果 jp* (五 ) 无 限 ， 则 五 有 划分 (En) 使 每 个 p* (Eh) 有 限 ， 于 是 
HE)= (En) = rv(E,) = v(E). 
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练习 22 任 取 5S 中 序列 (五 小 则 Bi \ Bz 在 S 中 , 也 在 A 中 进而， 
Ei\Es=FNEed, 
Er\ Es= (BU ed, 
Er?\ Ei= Eo\EeA. 
可 见 .4 对 差 运 算 封闭 . 设 T 和 了 是 知 的 有 限 集 , 记 蔬 二 UEHF= 站 如 
则 豆 和 耳 都 在 5S 中. T 是 外语 = 所 A 有 


UEUUE=EuF=(F\E:eA 
2ET TE 


这 样 .4 对 有 限 并 运算 封闭 ， 它 是 代数 ， 当 5 是 o- 环 时 ， 上 面 的 了 和 J 了 可 以 是 
可 数 集 ， 因 此 A 对 可 数 并 运算 封闭 ， 它 是 o- 代数 . 


练习 23 将 (五 的 上 极限 集 记 为 五 , 则 对 任何 自然 成 立 
E CLU{E,ln. 
于 是 (EB) < by Us{ 可) 命 1 一 00 即 可 . 


练习 24 任 取 人 P 中 互 异 成 员 巨 = 门 雇 和 FF = LF. 至 少 有 个 了 使 


Ed 
BE; # Fi, 可 设 E; = = 而 证 一 A\A;. 这 样 
ENFCANM(A\AD)=8 
任 取 ZEAdi, 命 T= {jeJre4;). 当 jgI 时 xzEA\ 4;. 于 是 
ean Nf (X\A)EeP 
jEI jE 


这 得 4; CLJ{H € PIH GC 4i}. 反 向 包含 是 显然 的 . 
练习 25 对 于 zeB=U{ 思 i < nj 命 区 = ise B} 及 
Hlz]= (| Bn NN (EAE). 


iE[z] iEl\[z] 

这 样 的 五 [x] 只 多 有 2? 个 ， 当 .J 了 为 空 集 时 ， 约 定 0 Ai = E. 

当 吾 四] 和 五 加 不 相等 时 ， 总 有 个 了 使 和 y "不 同时 在 轧 ; 中 且 不 同时 
在 BE 中 . 无 妨 设 ze BB 且 yE EB?, 则 

HlzjN HM CS ENE?= 8. 

因为 豆 他 ] 在 环 R(P) 中 , 它 有 相对 于 帮 的 初等 分 解 { 门 {Gi fz]]i < 1 9]}， 
因为 诸 豆 [z] 相互 不 交 , 于 是 {站 {Gl e TAN fz}j,.… ,ln < le],zx € 可 
是 PP 中 有 限 个 相互 不 交 的 成 员 ， 据 练习 24 知 它 能 初等 分 解 每 个 忆 ;. 
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练习 26 设 C; 和 豆 ; 是 兄 中 有 限 个 成 员 使 [| Gi; = [DL Hj;, 则 
iEI ,ET 
Gi = [DGiNH;) = A(Gi) = 六 KG NH;); 
2 万 


jE 


Hj = (6: NFH;) = A(H;) = 2 HG N Hy). 
?1E + 
将 KGi 关于 ee 了 求 和 而 (HH;) 关于 了 E J 求 和 得 
HG) = HG NH;) = 2 pH;). 
iEI 33 jEJ 
任 取 五 E R(P) 及 其 初等 分 解 {Gi}, 据 容 度 的 有 限 可 加 性 的 要 求 ， 只 能 唯 
-地 命 4(E) = 2 v(Gi)- 据 上 面 等 式 知 J(B) 与 五 的 初等 分 解 的 取 法 无 关 且 
上 具有 有 限 可 加 性 . 
练习 27 设 Gi 和 天 是 中 可 数 人 成 员 使 Gi 一 克 
G = DI (GinN Hi) 3 AG: 让 一 PN N Hj); 
2 
H; = L(GiNH;) = plH;) _ FG, N H;). 
+E 了 iE1 
将 &(G4) 关于 ET 而 (Hj;) 关于 7 了 E 了 求 和 ， 据 非 负 项 级 数 的 性 质 得 
2 2R(G5 = 2 AGN Hj;) = 2 pH;). 
iET | TEJ 
任 取 ERCP) 及 其 初等 分 解 {Gi;}, 据 测度 的 有 限 可 加 性 的 要 求 ， 只 能 唯 
-地 命 LE) = 于 VGi). 据 上 而 等 式 知 J(E) 与 的 初等 分 解 的 取 法 无 关 且 
上 具有 可 列 呈 加 性 . 
练习 28 (1) 当 ( 肋 ) 是 .4 中 序列 时 取 FnsE 及 使 一 U Fri. 于 是 


HN H» = UJ (Fii MN Poy) < .4 
tj] . 
将 {Fniln,i 之 1} 重 排 后 记 为 {Fs|k 之 1}. 于 是 UHn=UFneA4. 
但 ) 首先 下 是 且 中 其 个 序列 (有 之 并 ， 将 ( 互 ,) 压缩 后 可 设 (,) 相 
不 交 . 而 J( 政 ) 的 合理 性 参见 练习 27 的 证 明 . 
(3) 必要 性 ， 取 的 测度 有 限 划 分 {Bn}， 据 定理 6(2) 得 个 FE 及 使 
BA) < 27"6. 命 政 二 U 山 , 则 下 在 A 中 上 且 据 81.1 综 习 7 了 知 


EAF CU(E,AP,). 因此 py* (EAF) < 6， 充 分 性 见 练习 17(13). 
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练习 29 参见 练习 22. 
练习 30 提示 ， 任 取 见 中 测度 有 限 集 如, 记 
N= {BeSRNENH e MY. 


这 是 含 及 的 单调 类 据 单 调 类 定理 知 W 二 S( 有 R). 对 于 万 < 8S(R), 取信 中 六 
六 五 的 递增 序列 (HH,), 则 (如 门 Hi) 递增 至 忆 . 于 是 吾 在 At 中. 


练习 31 在 练习 30 中 命 4 为 平凡 测度 得 单调 类 定理 ， 


82.2 Lebesgue 测度 


练习 1 第 n 次 移 去 2"-! 个 长 度 为 s* 的 开 区 间 ， 因 为 
9 2n ls" = s/{l ~ 28) =7, 
nl 
所 以 五 . 的 Lebesgue 测度 是 1 一 ?+. 如 果 忆 . 包含 区 间 [z, 急 , 则 第 n 次 剩 下 的 
2" 个 等 长 的 闭 区 间 中 必 有 一 个 包含 [7, yi. 这 样 0 所 3 一 re 1/27. 命 nn 一 00 
得 I 二. 
练习 2 7 在 3 中 当日 仅 当 2 的 十 进位 小 数 表 示 有 且 只 有 以 干 两 种 情形 ; 
(1) 所 有 pn 非 2 也 非 3. 此 种 x 全 体 记 为 4, 则 


0, \ A= | | 00 pn 12,0.b1-:: bn_14). 


nl .523 
这 是 Borel 集 ， 于 是 4 是 Borel 集 日 m{A4) = 0 源 自 下 式 
m(l0,D\A) = TD 2- 
: IOon 


Nt 守 1 
(2) 有 个 pn ==2 且 < 时 ， Pe 此 种 和 全 体 记 为 B, 则 


nD1 biF2,3 


放 BB 是 Borel 集 有 征 m(B) = 》 8"-1/10n = 1/2. 
nl 
现在 鸟 二 AUB, 所 以 上 5 是 Borel 集 且 (9S) = 1/2. 


练习 3 第 二 次 移 去 的 两 个 区 间 的 长 度 和 是 ell 一 0). 设 第 n 次 称 去 的 所 有 区 间 
的 长 度 和 是 c(1 一 cj” 一 1 则 第 ni 十 1 芋 钦 移 去 的 所 有 区 间 长 度 和 是 

cll -eell— oe). cl -oT)=ce(l— ee)". 
因此 所 有 被 移 去 的 区 间 的 长 度 和 是 cl1 一 co ”二 1, 从 而 mm(Ke) = 人 0. 


nl 
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Do mi—1 
练习 4 互 的 面积 为 7 - 法 一 = 0， 下 面 为 区 别 平面 中 的 点 与 志 线 上 的 开 


区 间 ， 以 z 和 yy 为 上 标 分 量 的 点 仍 记 为 《z, 力 , 以 工 和 1 为 端点 的 开 区 和 间 则 记 
为 (x < 加 .下面 的 小 数 都 使 用 三 进位 的 . 
移 去 的 1 个 第 1 级 开 正 方形 是 (0.1 < 0.2) x (0.1 < 0.2). 移 去 的 8 个 第 
2 级 开 正 方形 是 (0.a11 所 0.a12) x (0.b11 0.b12) :0 二 0,1,2 有 目 a1 和 
bi 不 同时 为 1. 一 般 地 ， 移 去 的 8 1! 个 第 n 级 开 正方 形 是 以 下 名 -1 个 正方 形 
【0.a1 Gn 1l] <0.01. -an_12) 
x (0.b1e bn il < Ob bn12): {ai,0:} C {0,1,2} 
中 不 莫 于 第 n 一 1 级 开 正 方形 的 那些 ， 命 O 表示 所 有 移 去 的 开 正 方形 之 并 . 
二 面 所 列 的 9"1 个 开 正方 形 中 有 一 些 是 第 n 级 的 , 另外 一 些 则 落 于 第 n 一 1 
级 开 正 方形 中 ， 西 此 平面 凸 的 点 (z, 切 在 O 中 当 且 仅 当 有 个 nn 和 取 值 于 0, 1, 2 
的 整数 应 1， ,nl 和 本， | 使 
U.Q1 nil LE OA Cn 一 12， 
0.5 bn 11 <y < Ob bn 12. 
当 具 仅 当 有 个 nn 使 和 的 三 进位 小 数 表 示 中 第 n 位 同时 为 1. 
可 见 ， 吾 由 这 样 的 点 (Z,) 构成 ， x 和 表示 成 三 进位 小 数 
T=0p pn y= 0g qn 
时 ， pn 和 qn 中 至 少 有 -一 个 不 为 1 
练习 5 现 说 明 一 臻 连续， 首先 ， 它 是 递增 通 数 ， 其 次 ， 当 21 < x2 时 ， 
ENM(-00,7z2) GE (BN (00,731]) U (EN (zx1, x2)). 
据 外 测度 的 有 限 次 可 加 性 得 x2) 所 了 (21) 十 za 一 21. 这 即 


flxs) f(z1) Eo 1 


练习 6 命 f(z) = m( 瑟 [zz])). 用 类 似 练习 5 的 方法 可 知 了 :及 一 了 是 
连续 函数 ， 于 是 ( 民 ) 是 -个 区 间 ， 因 为 


m(E) = im f(n) = sup f(R) 
[0, m(E)) C F(R) = |0, m(E)], 
从 而 {m( 本 )|F} = [0,m( 吾 )], 其 中 下 取 裔 忆 的 Lebesgue 可 测 子 集 . 
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练习 7 不 存在 ， 为 此 设 下 是 [一 1, 1| 中 测度 为 2 的 闭 集合 
U=[-LU\ FU{tD) = (LD)\P, 


这 是 Lebesgue 测度 为 0 的 开 集 . 这 样 避 = 名, 从 而 FU { 土 ]} = [1,1]. 这 
表明 (一 1,1) 和 下. 又 FF 是 闭 集 表明 [一 1,1] 和 玉 . 这 样 天 一 [ 一 1 于. 


练习 8 命 互 = 门 书 ,, 则 [0,1]\E 是 可 列 个 Lebesgue 零 集 [0,1] NB :n>1 
之 并 . 因此 m({E) = 1. 


练习 9 设 0<cs1, 命 = c/ll 十 引 设 非 空 开 集 VW 的 每 个 构成 区 间 了 
的 长 度 都 有 限 ， 移 去 位 于 了 中 何 位 置 旦 长 度 是 sm 人 了) 的 开 区 间 ， 删 下 两 个 等 长 
区 间 ;， 再 移 去 这 两 个 区 间 中 间 位 置 且 长 度 是 s2m(7 了 ) 的 开 区 间 ， 琵 下 四 个 等 长 区 
间 ， 这 个 过 程 进行 下 去 ， 将 移 去 的 开 区 间 合 并 为 一 个 开 集 IT(c1), 而 了 中 剩 下 的 
集 记 为 [ci]. 因为 


3 十 282 十 ,十 2n-1n 十 ,一 训 

所 以 mate = em 人 门 而 mm(Tc) = (1 一 cjm(7). 明显 地 ，IT(c) 中 最 大 构 
成 区 间 的 长 度 是 sm( 门 . 当 了 工 取 遍 VW 的 构成 区 间 时 ， 和 帮 开 集 (cl = 【Te)， 

Ii 
命 cn = 1 一 1/2" 并 作 开 集 V = 人 (站 一 1 大， 显然 J cn+w 天 0. 同上 

在 一 二 

作 开 集 (el)， 归纳 地 作 开 集 Yez) ‘(0) : 1 二 12; 这 记 为 Vi. 

作 Gs- 型 集 五 = A Vn- 又 Wi 的 构成 区 间 的 最 大 长 度 是 ci/ (1 县 


民 \ WV 不 会 长 度 非 零 的 区 间 ， 归 纳 地 知 Vi 的 梅 成 区 间 的 最 大 长 度 是 1 1 了 


且 区 \ Vi 不 会 长 度 非 零 的 区 间 ， 这 表明 总 有 (Qa, 外 站 Vn 关 名, 于 有 个 品 使 
的 某 个 网 成 区 间 了 落 于 (a, 吕 中 ， 归 纳 地 可 知 ， 


(a,b) MN Varr 2 Tcnt1) (cn 


于 是 
m((o, DN E) = lm m((a,b) N Vart) 


> im mtrtor (out) = m(D) Hens >0. 


因 汶 Tlen41) CC {a, b) AN Ti C {a, 只 \ 已， 所 以 m({{e, )\ E)> >0. 
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练习 10 无 妨 设 m(U 下) 二 0, 则 UN 二 名, 从 而 U5 下 ， 于 是 闭 集 
下 包 舍 所 有 的 有 理 数 ， 这 样 下 二 亚 . 因为 U 的 Lebesgue 测度 有 限 ， 从 而 
mF\UVU)= +o0. 这 样 m(VAF) > 0. 
练 避 11 总 有 Him m(E 站 (zx 十 司 )) < mn( 百 ), 说明 m(&) 所 A( 吾 ) 即 可 ， 其 
中 入 ) = Him 四 ( 民 站 (2 + 书 )). 要 说 明 的 不 等 式 成 立时 称 召 具 有 性 质 (K). 
(1) 当 巨 是 n 维 区 间 (a,9| 时， 五 具有 性 质 {区 ). 为 此 约定 
QVe 一 (alVe ,Qn Y cn), 
bAd= (hh Ad,... ,bn thd,). 


于 是 当 一 0 时 ， 包 站 (zf 十 已) 二 (& Vv (2 十 Q),bA{5 十 2)]， 从 而 
m(EN(z+E)) = Il:A(z +b) ~ oY (oi + i)) 


上 式 右 端 极 限 自 然 是 m(). 
(2) 当 忆 都 是 n 维 左 开 右 闭 区 闻 使 巨 = | 局 ; 时 ， 忆 具有 性 质 (K}: 


1&iCk 


ENl(z+E)2 (BN (e+) 


>m(EN (x 十 五 )) 六 >, In 站 {z 十 Ei)) 
i 
二 MB) > Tm(B) = m(E). 
jk 
(3) 具有 性 质 (区 ) 的 递增 集 列 【 鼎 ;) 的 极限 百 具有 性 质 (区 ). 为 此 注意 到 
EN(r+E) < EN(s+E), 


所 以 m(B;) 所 和 (ZB). 命 j 一 oo 并 用 测度 的 下 连续 性 即 可 . 
(4 其 有 性 质 (KK) 的 测度 有 限 递 减 集 列 五)} 的 极限 已 也 具有 性 质 (K). 为 
此 记 杞 一 丽 \ 了 可 则 画 = 已 U 丽 .由 了 + 到 一 (他 十 四 U(z 十 瑟 ) 得 


E; N {z+ EB;) C (EN(s + ED)UE+ hi) UD. 


这 得 m(Bj) 去 和 如 二 2m 人 (5). 命 j 一 o0 并 用 测度 的 上 连续 性 即 可 . 

(5) 任 取 (a, 相 , 使 五 (a, 具有 性 质 (KK) 的 Borel 集 全 体 记 为 MM. 
当 睫 6 Rn 时， 上 书店 (a,8] 还 在 RR 中 , 据 (2) 知 RR% C AM. 和 任 取 A 的 一 
个 单调 序列 (EE;), 其 极限 记 为 五 ,因为 (也 mm (a, 是 ) 是 具有 性 质 ( 开 ) 的 测度 有 
限 单 调 序列 ， 由 {3)-{4) 知 极限 太 门 (oa, 引 也 具有 性 质 【 开 )， 
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据 单调 类 定理 知 AM = B,. 这 表明 吾 是 Borel 集 时 ， 吾 六 (a, 台 具有 性 质 
(KK). 以 e 代表 分 重 都 为 1 的 nt 维 向 量 ， 则 ( 吾 m (-Je, jel) 和 只: 递增 至 五 所 
(3) 知 五 具有 性 质 {KK). 

(6) 一 般 Lebesgue 可 测 集 忆 包含 一 个 Borel 集 轧 使 m(B1) = m(EE)， 
于 是 从 不 等 式 也 门 ( 十 五 CEN(Y+E) 得 m(E) & A(E). 

(4)-(6) 可 换 为 7): 先 设 m(B) 有 限 . 任 取 已 E Rw, 命 上 = BAF. 于 
是 百 C FUG( 这 得 m(B) < m(F) 十 m(G)) 且 户 CBUG. 这 得 

(+FNFCUE+ENEUr+OUG. 


据 (2) 得 m(f) 所 和 BE) 二 2m(). 于 是 m(B) < 和 (LB) 二 3m(G). 据 82.2 定 
理 2 知 m(G) 可 任意 地 小 , 所 以 mm( 瑟 ) <& A(E). 当 下 ( 吾 ) 无 限时 ，Lebesgue 
测度 有 限 集 列 ( 媚 m {zx : |z| 所 放 )21 递增 至 百 , 据 (3) 知 百 满足 (K). 
练习 12 注意 到 练习 11 的 结论 与 下 式 即 可 
m(EA(z+ E)) = m(F)+ m(rz + BE) 
— 2m(E NI(z+E)). 


练习 13 (1) 开 集 能 Ofzr) :7 &€ BEB,r > 0 覆盖 玉 , 取 其 一 个 可 数 子 覆盖 
OZj7 让 :了 1 于 是 瑟 mOfzi 站 :了 2 工 并 为 吾 . 由 可 列 次 可 加 性 得 
0<mBE) < mENO(;,r;)), 
了 


从 而 有 个 7 使 mENMO(lzj,r;)) > 0， 

(2) 据 练 习 11 得 ”> 0 使 |z| <7 时 ，m(EN 间 (x 二 上)) > 0. 于 是 
马 与 人 十 书 有 交点 存在 及 xzE 吾 使 # 二 2 十 2 即 2 = 二 一 z， 这 表明 
Olz,7) GC 巨 ~ 忆 . (3) 和 (和) 源 自 (2) 
练习 14 和 否则， 存在 ER" 及 r > 0 使 任何 z&E 民 *"\ 万 满足 |z 一 ZX 之 7. 
于 是 O(z,7) C 已, 这 得 m(B) > 0. 矛盾 . 
练习 15 要 说 明 mm*() 二 0. 命 Bk 二 {一 ke,ke], 则 集 列 (Ek) 听 | 并 为 
五 说 明 Ek 都 是 零 集 即 可 ， 当 上 > 0 时 ， (一 ke,ke] 中 有 左 开 右 闭 的 区 间 列 
() 使 Bk UD 有 守 m(D) < mm*(Ek) 十 e. 等 式 Bh = (Dj 个 Bs) 表明 

J 了 3 


Mn” (Ek.) < 2 mm" (Ex ND) 
2 
< Dm(1)/2 < (m*(Bi) + a)/2. 


因此 (Br) <8. 命 5 一 0 得 (Bk) 二 0. 


312 


练习 16 当 开 集 W 包含 UF 时 ， 不 相交 的 开 集 W NU 与 W NV 分 别 包 
会 加 与 F. 于 是 ow(B) < mVNW) ow*( 了 < m(VY Nn WI). 这 两 式 相 
加 得 mx ( 吾 ) + m*( 下 ) 所 m(W). 关于 所 有 这 种 WY 取 下 确 界 得 


mE +m) (EUA). 
反 疝 不 等 式 源 自 外 测度 的 次 可 如 性 ， 
练习 17 结论 源 自 0, 11\ 如 = Uo, 1 \ 到 ) 及 下 式 


D(H\ BE) < DO mB) =1 


练习 18 注意 到 关 C(Rx {0})U({0} x 耻 ), 有 
mm (xX) (Ho0) x0+0x (to0) =0. 
练习 19 按 约定 ， 当 忘 关 了 时 ， 10. 下 有 -17 可 写成 0. 人 pn 1699 
它 不 省 7. 于 是 十 进位 小 数 会 数字 7 的 集合 是 
{00. bi:: bn— 17, 0.b1…- 7 六， ,pn 1 天 了， 


nl 
它 是 开 集 并 日 其 Lebesgue 测度 是 5 jp 一 1 这 样 马 是 紧 集 且 mlE) = 0. 
nL 


练习 20 z € 及 R"\ 司 ” 当 且 仅 当 窑 在 7+ > 0 使 m*(O(zx,7) 阁 5 = 0. 此 时 车 
dz 人 < 六 命 s=7 一 dz 四则 Ohs) CG O(z,7). 于 是 
pn (OU s) M5) =0, 


这 样 O(r,r) C 有 R"\5 . 因此 到 "\ 有 是 开 集 量 据 81.5 练习 7, 有 可 数 个 开 球 
O(zj57)) :jj 之 1 使 mY*(O(zj,7)) 站 8)=0 且 R*\3 = UO rs 从 


而 m*(S\5°)=0. 


练习 21 因为 民 * 中 有 理 点 全 体 邮 ” 是 可 列 集 ， 每 个 有 理 点 z € 外 ”对 应 -个 
rz 之 0 使 3 r2 < 00. 命 口 二 UU (2 一 7ze,z 十 ?Tze); 这 是 及 "中 包含 


EN zE" 
所 有 有 理 点 的 开 集 且 mtV) < 十 00, 命 局 二 民 "\ UW 即 可 ， 
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练习 22 当 a€E 玉 时 ， 思 +& 是 从, 旨 ”* 中 的 子 集 且 
2 m(E +a) = km(E) > 2", 
F 


立 亡 


从而 下 中 至 少 有 两 个 互 异 点 Q 和 二 使 百 十 a 和 五 十 相交 非 空 ， 取 它们 的 一 
个 交点 2, 则 吾 中 有 两 点 YY 和 了 使 2 一 六 十 G 一生 十 也 


练习 23 由 条 件 得 (一 c,c) C (名 一 Qj Ut{a 一 包 ), 于 是 ml( 五 一 上 之 Cc 或 
ml(a 一 五 ) 之 c. 据 Lebesgue 测度 的 平移 不 变性 和 反射 不 变性 得 m(E) 之 c. 


练习 24 可 设 .中 任何 有 限 个 相互 不 交 成 员 不 枝 盖 马 . 取 测 度 有 限 开 集 U 包 
会 也, 以 {IT€ J 了 CCU) 代替 了 后 可 设 了 了 C2. 取石 &€ 7, 命 


cl = sup{|H1:1e TIND = SHE Ul < +00). 
取 JEJ 了 使 并 = 名 且 |1s|i > ci/2. 归纳 地 命 
ce = sup{lih :Te FINGD UUI) = 2}. 

取 J 了 iri EJ 使 于 并 个 ( 玫 U… 册 了) 二 名 且 |In4i] > ck/2. 如 此 这 样 得 
到 的 相互 不 交 的 区 间 序 列 (I) 适合 lil < Db. 与 及 有 相同 中 点 且 为 政 
的 5 倍 长 的 区 间 记 为 下. 取 nn 使 二 [el < 575， 

命 让 = EP\U Rh. 任 取 ze 则 有 长 度 中 够 小 的 了 E 了 使 ZE 
于 了 与 局 I 天 交 内 为 co < 2|1orili 且 dn gtidi 一 0, 所 以 有 个 9 使 


(Tl! > cc: ， 这 样 可 得 个 最 小 正 束 歼 上 使 了 与 ;1 相交 , 因为 了 与 五 的 中 点 至 多 
相距 
[Th 二 [xl /2 所 Ch_1 十 {hi/2 < 5 天 |172， 


所 以 开 包含 和 此 天 > n. 因此 玉 :k>n 要 盖 下 而 IF Tl1 < 6. 
> 


练习 25 议 (中) 记 了 中 成 员 的 左 端点 集合 
R= {BEES :|El > 1/k), 
这 得 递增 至 ,7 的 序列 (8) 听命 4 二 L(A) 丫 5, 这 得 递增 至 5 的 集 列 
(Sk). 据 82.1 练习 17(11) 得 lm |54lf = | 此. 
可 设 上 所 19, 取 才 使 1 上 < |Sx|? 十 812. 命 匀 二 sup Sk 和 al = inf S%， 
则 Qi 达 拉 , 命 1 = 页 一 寻 且 用 一 (2 居 十 2 则 9 与 Jal'al 十 人 有 个 
交点 2Z1, 这 是 .六 中 某 成 员 五 1 的 左 端点 . 着 2 十 | 本 |1 兰 和 , 刚 交 二 二 香 
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则 ， Sk 个 [zi 十 | 如 j,i| 不 空 ， 其 下 确 界 记 为 a2, 则 Sk 与 [ea,aa 十 说 有 
个 交点 ra, 这 是 J 中 某 成 员 Ez 的 左 端 点 ， 显 然 Bi 与 Bz 不 交 ， 如 此 过 程 只 
能 进行 有 限 次 得 xX1,:…… ,zn 与 Vj 中 有 限 个 相互 不 交 的 成 员 如，… ,Ew 使 好 
为 Bi; 的 左 端点 且 2 和 五 UP 其 中 五 为 诸 瑟 之 并 而 下 为 诸 [ai zi| 之 并 . 
命 @= 轧 U 玉 . 注意 到 

1 
这 得 ?< 上 十 1 从 而 2nn < 6. 于 是 | 下 1 < 56/2. 因为 

ISR=ISNGl +lsS\ GP 
及 Sk 守门 GG 所 以 
[Skli + 6/2 > |Srli + 1S \ Gh. 

这 得 |5\ Gt < 6/2. 最 后 注意 到 S\ EC (S\G)UF 即 可 . 
练习 26 (1) 明显 0 < jp(E) 十 00 且 HG) = 0. 设 可 列 个 Borel 集 (已 。) 
的 无 交 并 为 忆 , 则 (En 门 思 ) 的 无 交 并 为 吾 门 邓 . 这 得 


iENQl = 2 IlE., NM Qlo- 


1 
< | 局 全 十 一 十 En_i|i < 之 


此 即 jy(E) = 2 4 En), 从 而 上 是 测度 ， 其 0- 有 限 性 源 自 HR\ Q) )=0 及 


rEQH, jk (fr =1, 
(2) 命 互 二 {0}, 则 p(BE) = 1. 当 玉 是 会 巨 的 开 焦 时 ， 和 
包含 开 区 间 {一 7,7). 因此 VW 中 有 可 列 个 有 理 数 ， 这 样 ACTY) 二 


练习 27 可 设 1 < 了 时，i 所 oj. 因为 [8i, 友和 [0y, Db] 至 多 交 于 端点 ， 
Ut{lea, billi & 2} = DI{(@s, bli < n} U {0 bili < n}. 
上 式 左 端 记 为 忆 , 则 [El = 6 一 & 且 [6,Q1) UBC [a, 丁 . 这 得 
QC—a+(b—a)=t a. 


两 此 4 = al H [oa2z)U 局 oa 中 和 [a, 9] 这 得 


4a 一 们 十 3 (一 大) 一 下 一 
主 六 二 


这 得 下 = 42. 归纳 可 得 本 -1 = @; 且 B==5. 从 而 [a8] = Uai, bli 和 1}. 
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练习 28 命 J(7x,) = 工 一 y. 这 得 连续 函数 了: la 可 x jc 可 一 以, 它 的 最 小 
值 和 最 大 值 分 别 是 @& 一 dd 和 上 一 c. 因为 [@, 可 x [ed 连通 所 以 三 能 取 到 最 
小 值 与 最 大 值 之 间 的 一 切 值 ， 因 此 [o, 是 一 [ce 可 = ae 一 ab- 村 
练习 29 在 居 造 玉 时 ， 前 nn 次 移 去 的 开 区 间 组 成 一 个 开 集 DO, 则 
OO, 二 UO.a “ “人 1, 全 .1 机 ai 一 193]， 
其 中 二 1,.… ,nn 而 诸 oj 非 0 即 2. 作 紧 集 下。 = 加 ,了 NO 则 {Kn) 递减 
罕有. 若 三 进位 小 数 0.p1pz…， 中 人 允许 -3 所 pi 3, 则 
Ky 一 LIIo.aa QGn .10, 0.a1 "nl 1] 
| LO.ar "nl12, Q,01 …， Qn_13|， 
其 中 al ,an-1l 韭 0 即 2. 可 见 玫 mn 是 27 个 长 度 为 3-” 的 闭 区 间 无 交 并. 
Kn = 回扣 .六 0 
1 JI0.5: bn 12,0.0 bn, 13), 
其 中 铀 ,… ,bs_! 非 0 即 2. 据 练 习 28 知 
Kn — Kn = 0.cr: :cn_1(—3),c1. cn.13], 
其 中 ci = a; 一 本, 它 的 取 值 可 为 0 或 土 2 上 面 U 之 后 的 闭 区 间 有 3”-1! 个， 
沁 为 天 : 上 = 1,-… ,3"~1， 它们 都 是 [一 1, 1] 的 闭 子 区 间 ， 每 个 长 6/3” 即 
2.31 ,它们 总 长 为 2. 当 di 为 0 或 土 2 且 有 个 中 天 ci 时 , 无 妨 设 di 一 ci; 之 2 
且 了 << 时， dj = Cj. 于 是 
0.d di 一 0 cn 13 
2 4 6 


> 二 一 二 -一 一 (0. 
3 nd 


可 见 EB 和 如 不 相等 时 至 多 相交 个 端点 据 练 习 27 知 局 环 = [一 1,1]. 这 即 
Kn -Kn = [一 1, 1 当 一 1 < 所 1 时， 可 作 非 空 紧 集 . 
E,={(r,Y) EK, x Klr — Y= 2}, 
这 得 递减 紧 集 列 ( 忆 %), 它们 有 个 公共 交点 (Xo,yo). 于 是 
(2%0, yo) € NK x KE,)=KxK. 


这 样 z = zo 一 甸 在 久 一 到 中 .从 而 [1,1] CK 一 K. 明显 天 -天 GE [1 
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82.3 可 测 映 射 

练习 1 非 零 实数 全 体 及 ” 居 Borel 集 ， 了 限制 在 肪 ”上 连续 因而 这 限制 是 
Borel 函数 ; 又 了 限制 在 Borel 集 {0} 上 自然 是 Borel 函数 . 因为 夭 接 保持 可 
测 性 ， 所 以 了 是 Borel 函数 . 
练习 2 对 于 碟 的 可 测 集 -1(E) = 互 xY 是 可 测 秆 形 , 因此 7 是 可 测 映 射 . 
同样 > 也 是 可 测 映射 . 如 果 本 是 革 xY 上 o- 代数 使 7 : (XxY, 了) 一 (X,R) 
且 7T:(X x 了 一 (YS), 则 当世 基 六 的 可 测 集 是 下 是 Y 的 可 测 集 时 ， 

ExF=n (ENr (FeT. 
再 此 及 x5 CCT. 这样 及 xS CT 
练习 3 提示 : 命 S= {FCYINielT: PIT € Ri}. 因为 抽 1(Y) = Xi， 
所 以 Y 是 台中 成 员 ， 叉 康 像 保持 并 与 差 运 算 ， 从 而 8 是 @- 环 . 

当 人 4 也 是 YY 上 o- 代数 恒 使 无: (XX, Rei) 一 (Y,A) 时 ， 明显 有 AC 5. 
练习 4 当 所 取 遍 8 的 可 测 集 时 ， 扩 (Fi) 在 o(fi :iE 了 中. 这 样 志 是 
可 测 映射 . 如 果 了 上 另 有 o- 代数 4 恒 使 户 : (X A) 一 (i,Si), 则 撒 1(F) 
应 在 4 中, 这 样 S{f- 1!)ieDRes}cA. 
练习 5 (1) sgn 五 只 能 是 有 限 集 {一 1,0,1} 的 子 集 ， 这 些 子 集 都 是 Borel 集 . 
命 瑞 一 {zeR 了 十 rz>0}1 和 盏 一 吾 U{f0 及 瑟 x 一 吾 U 吾 ， 因 此 ， 

GS:—-1¢P0¢P1¢F,; 
E.:—-leF0¢m1¢rF, 
Er:—-l¢r0¢r1lerF, 
{0}:—1¢ FO0eR1l¢h, 
Er:-lileFn0ehli¢h, 
DB:—_1¢F0ePh1l¢rF,; 
E*:-leho¢ hienk 

R:—-lerFO0erler. 


sgn !{F) 一 


可 见 ，S = {82, {0}, B1, E_, EY,E?, EX,R}. 
(2) 命 f(z) = [z], 则 fCEB) 只 能 是 可 列 集 也 的 子 集 ， 这些 子 集 都 是 Borel 
集 ， 注意 到 /1( 记 ) = Liman 十 了 这 得 8S 二 {| | [n,n + DJ C2}. 
ne 


Ee 
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(3) 当 m e 多 时， 限制 sin : (- 十 2nm 5 + 2nz] (一 1, 1] 和 限制 


sin : (3 + 2nn, 和 十 2nz] 一 (一 1, 1] 都 双向 连续 (从 而 是 Borel 同 构 ). 由 


snF= (|) sin(EN C3 + 2n7, 了 + 2n7]) 
ED 


U Usin( 五 门 G 十 277， 37 + 2n7]), 
EB 2 


得 (结论 ): 当世 是 让 的 Borel 集 时 ，sin 瑟 是 Bore] 和 集 ， 下面 证 明 ; 
S={EEeEBIE=7r-E=2r+E)}. 


为 此 设 五 在 上 上 式 右 端 ， 据 (结论 ) 可 作 Borel 和 集 下 = sinEB. 当 zXE 忆 且 
siny 二 Sin x 时， 有 整数 上 使 yy 二 2k7 十 XZ 或 Y= 二 2kT 十 一 让) 从 而 YEB. 
据 81.2 练习 13 知情 二 sin 1(F). 因此 百 在 8 中. 反之 , 任 取 百 ES, 是 有 
Borel 集 玉 使 互 二 sin-!(F). 于 是 吾 是 Borel 集 卓 由 等 式 


sin(7 — £) 一 Sinf27 + £) = sinz. 


知 BE 满足 大 括 导 内 的 条 件 ， 这 样 要 证 的 集合 等 式 成 立 . 
(4) 当 上 EZ 时， 限制 tan : (了 + 2kr, 十 2kA)】 一 及 是 双向 连续 范 
数 ， 从 而 是 Borel 同 构 . 当 五 是 大 的 Borel 集 时 ，tana 吾 是 Borel 集 ; 


tanE =(J{tan(E N (-5 十 2kn, + 2kr))|k € DZ}. 


仿 (3) 可 证 有 Borel 集 尺 使 五 = tan-!(F) 当 且 仅 当 巨 是 Borel 集 且 
n+ 人 EE. 内 此 S= {BeBX)r+E=E). 
(5) 因为 exp : 到 一 (0, 十 00) 和 ln : (0, 十 oo) 一 及 是 互 道 的 Borel 函 
数 , 所 以 它们 是 Borel 同 构 . 这 样 它们 都 将 Borel 集 映 为 Borel 集 . 于 是 5 = Bi1. 
(6) 当 nn 是 整数 时 ， 限制 () : [n,n 十 1) 一 人 0, 1) 是 双向 连续 函数 (从 而 是 
Borel 同和 梅 ), 所 以 当 吾 是 恨 的 Borel 集 时 ，( 五 ) = VU {二 门 [n,n 十 1)), 这 是 


Borel 集 . 仿 (3) 可 证 有 Borel 集 玉 使 E={)- 1 当 且 仅 当 五 是 Borel 
集 上 1+B=B. 于 是 S={EeBIE+1= BE). 


练习 6 注意 到 这 些 函 数 都 是 连续 泪 数 即 可 . 
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练 避 7 提示 : {1) 命 :有 R2 一 到 2 为 f(x, 二 (x 十 九 X 一 切 , 则 了 是 连续 
活 数 是 五 = 了 -1([0,2] x [0,1]), 从 而 是 Borel 集 . 

(2) 命 fla,z) = (一 azlyaza (一 1)"azn), 则 了 :及 x 有 R* 一 恨 ” 是 
连续 否 数 ， 因 为 百 = f7"(( 一 00,1]"), 所 以 马 是 Borel 集 . 

(3} 命 fz, 切 二 (maxfz, 全 ,min{fz 2 则 了 :及 xx 下 一 下 xx 疏 连 续 
且 百 = 六 1(( -co,100] x [10,+oo)), 所 以 召 是 Borel 集 . 

(4) 命 f(z) = | 下, 则 了 连续 且 二 了 7(Q), 所 以 忆 是 Borel 集 . 


练习 8 命 p(2) = |z|P, 则 wp :CC 一 CC 是 连续 函数 (从 而 是 Borel 函数 ). 这 

fF 是 :XX 一 C 与 p:C 一代 的 复合 , 它 是 可 测 函 数 . 又 exp of 尾 可 测 画 
数 有 ;外 一 CC 与 Borel 滑 数 exp :C -人 C 的 复合 它 是 可 测 通 数 ， 因 为 | 了 
与 |9|? 都 可 测 ， 所 以 V|7 十 |9j2 是 可 测 函 数 | 了 十 | 本: 天 一 加, 十 oo] 与 
连续 函数  : [0, +oc) 一 CC 的 复合 ， 它 可 测 . 


练习 9 提示 : {1) 中 函数 是 了 与 连续 函数 (z, 人 中 工 土 y 的 复合 . 
9 中 否 数 是 了 与 连续 函数 (7, 切 上 zy 的 复合 . 
(3) 中 函数 是 了 与 连续 沿 数 (7x, 一 z/y 的 复合 . 
(4) 中 冰 数 是 六 与 连续 函数 (z, 攻 ) 吓 |z|2 十 jy|? 的 复合 . 
(5) 中 三 数 是 PR 与 连续 函数 (2, 四 局 ( 十 十 | 一 瑟 )/2 的 复合 , 
(6) 中 函数 是 fl 与 连续 函数 (2 四 (ZY 十 一 |Z 一 训 )/2 的 复合 . 


练习 10 命 Xo= 二 (ff > 而 XX! = (f 二 人 0, 则 {Xo0, 六 1} 是 六 的 可 测 划 
分 . 将 了 在 六; 上 的 限制 记 为 卢 , 则 大 都 昆 可 测 通 数 ， 

命 pi( 胃 二 (DiVlyl, 则 pi :到 一 到 连续 因而 是 Borel 函数 ,又 
六 =mio 天 .所 以 广 是 可 测 ， 因 为 了 是 访 与 户 的 项 接 ， 所 以 了 可 测 ， 


练习 11 对 任何 实数 5, 取 递增 至 5 的 有 理 数列 (ba), 则 可 测 集 列 〈(7 < Br)) 纶 1 
递增 至 (了 < 站. 因此 (f < 5) 是 可 测 集 ， 从 而 了 是 可 测 函 数 . 


练习 12 办 为 (1 (4) 这 四 个 集 类 都 是 B81 的 子 类 ， 所 以 
S(1)U SQ US(3) USS) ES Bi. 
(1) 因为 (a, a 一 {a, 十 co) \ (b, 十 ooj， 所 以 Bi 所 S(1)， 于 是 Bi 一 S(1). 
(2) 因为 (&, 十 00) = U [a 十 z+00) 所 以 S$(1) C 8S(2). 
如 后 业 十 
(3) 因为 (a,8| = (一 00; 趾 \ (co 中 所以 B1 C S(4). 于 是 B1 = S(4)， 
(4) 因为 (一 00, 0] = ,2 (~00,b+ =), 所 以 SU) © 5(3). 
总 结 以 上 诸 结 论 得 S(1 “Sg) = 8S(3) = 8(4) = 
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练习 13 提示 : 取材 交 五 的 测度 有 限 可 测 集 列 {Gnj}, 命 机 = GiB 当 
nn 之 2 时 , 命 En 二 BNnGa\ U G, 侧 了,= U 瓦 即 可 


过 于 re 
练习 14 作 [0,1] 的 可 列子 集 DD = {3 = 0,… ,24;k€ N} 和 下 的 可 列 
子 集 五 如 下 : 
E={(0.082:...)a E KI3nVvi>n:ai = an}. 


作 双 射 J: KNB 一 [0,1 ND 如 下 : 


b] be 
f(0.bib2…)s 一 (0. 衬 字 …)z 


因为 和 f-! 连续 {参见 81.5 练习 16), 所 以 了 是 Borel 同 构 . 义 妃 和 万 
作为 可 列 集 世 是 Borel 同 构 的 ， 这 样 琅 和 [0,1] 是 Borel 同 构 的 ， 


练习 15 对 于 实数 5, 取 个 (最 小 ) 闭 集 BE 使 刀 阁 XX = (fi 所 ,于 是 
(sup fi 所) = lf = (有 Es) NX. 
一 贸 内 集 之 交还 是 闭 集 ， 上 式 右 庙 是 Borel 集 ， 从 而 sup i 是 Borel 西数 
取 个 {最 大 ) 开 集 0 使 Ui 和 革 二 (fi > 站 .于 是 
(inf fi > b= 总 全 > 站 = (VY Ui) NX. 
一 往 开 集 之 并 还 是 开 集 ， 上 式 右 端 是 Borel 集 ， 从 而 if fi 是 Borel 函数 
每 个 fi 仪 是 Borel 函数 时 , 结论 不 必 有 成立 . 为 此 取 非 Berel 集 EE, 当 a EE 
时 ， Xfa} 是 届 上 的 Borel 函数 ， 但 sup X{o} 三 XE, 这 不 是 Borel 函数 . 
练 避 16 取 可 列 个 互 异 的 可 测 集 41, A2,…, 其 并 记 为 A. 命 
P=1{ A EnlEn = 4 或 En = A\ An}, 
据 82.1 练习 24 知 ，P 中 成 员 是 相互 不 交 的 可 测 集 恒 使 4* = {HE PIH C 


An}, 所 以 办 至 少 有 可 列 个 成 员 ， 对 于 只 的 子 类 £( 这 些 子 类 至 少 有 290 个 )， 
作 可 测 集 |£] = 山 如 , 因为 刀 不 同 的 子 类 上 对 应 不 同 的 [E], 所 以 忘 至 少 有 
和 


2 个 可 测 集 . 
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练习 17 命 巨 二 Fi 人 Nn Eo, 这 是 有 和 a 的 非 空 可 测 子 集 ， 央 此 五 = 五; 且 
五 一 五 9. 换言之 五 一 


练习 18 (1) 命 百 = 和 门 豆 ， 其 中 瑟 。 如 条 件 (3) 所 述 . 当 瓦 同时 包 和 3 
时 ,每 个 A 全 x 当 且 仅 当 An 会 Y. 若 五 非 原子 ， 五 含 一 个 非 空 可 测 真子 
集 书 . 取 aeEFf 和 DE \F, 于 懒 有 个 使 4。 只 舍 上 和 中 一 个 元 素 ， 矛 
盾 . 命 傅 同 82.1 练习 24, 作 原 子 类 A 二 PP\ 1 名}. 据 2.1 练习 24 知 


A= U A,=X. 
名 空 ] 


(2) 若 忆 EA 和 使 BN 玉 不 空 则 BNE= 万. 由 此 及 上 式 知 
LEIB2 Ee A}=L{BNEIE eA}=B. 

(3) 如 果 BB 也 是 x 的 “个 原子 ， 由 上 式 知 B 只 能 在 A 中 . 

全 命 Jle] = 旺 2 ， 作 天 的 子 集 了 ~ 了 (CX)， 这 得 可 调 基 才 


二 


:一 了 使 f(x1) = ja 当 有 目 仪 当 忆 有 XA4, {XW1) 二 Xa (X2) 当日 仅 当 
T 和 在 闫 的 同一 个 原子 中 ， 可 见 ，An 都 是 f 的 浸润 集 ， 据 81.2 练习 14 
知 ， 了 的 浸润 集 全 体 是 个 og- 代数 .特别 地 ， 5 中 成 员 都 是 了 的 浸润 集 ， 现 在 


f(An) 一 了 站 fooias…)aE 天 |an = 引 ， 
这 是 了 的 Borel 集 ， 最 后 说 明 AM 是 o- 环 即 可 ， 其 中 
M= {EeSIf(E) e BV}. 
普 先 它 对 可 列 并 运算 封闭 .其 次 播 81.2 练习 14(1) 知 人 对 差 运 算 封闭 . 


练习 19 提示 : 可 列 集 类 {(e, 避 lc,b < @"] 生成 Bs. 由 B(X) = BN 由 革 知 
B(X) 是 可 数 生成 的 , 因为 六 的 单 点 子 集 都 是 原子 , 练习 18( 和 中 了 :和 一 了 
是 单身 f(z) 二 f{z) 当 且 仅 当 x 和 z 在 同一 个 原子 中 当 且 仅 当 2 = z. 
练习 20 (1) 任 取 FCE) 中 序列 (所), 命 9(i,0) = jaayas…) 则 


U ff fiti, oa) = VU 门 gi, 0). 


世 契 瑟 4 实 全 是 往 EB 
从 而 A(E) 对 可 数 并 运算 封闭 .对 于 a € 8， 合 
FnG = (2n-1(2—1))71; hn, a) = 2 fn (i, mnd) 


= (| (UU NN frti0))}= UU nN 门 fn(li, 0™) 


EB GES ED Ql 102 世人 4EDP+ 


一 U 门 站 fn li nda) = Uj 门 hn,a). 


让 在 号 抽 亡 钙 4 在 下 二 入 全 及 LE 及 
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因此 A(E) 对 可 数 交 运算 封闭 
(2) 任 取 gE F(A(E)) 及 a eS, 据 (1) 知 有 个 fs €E 下 (£) 使 
0 gli, a) 一 M {fa). 


对 于 ceZB+ 命 a= (con)2e1 且 b= (con-i)S 及 h(i,c) = foli,D), 则 
he FE£)H 


U M0) = UU MN fbb) = MO 
QES QaEB bES iET+ 
(3) 变 证 明 的 等 式 两 边 记 为 A 和 B. 任 取 了 YE 4, 则 有 17EZ+ 和 aeES 
使 E+ 时 ， ZE GE 十 天 十 1 有 荔 ) 其 中 b= (0 id 1 O42 ). 
这 样 ze gf 十 开间 从 而 了 在 吾 中 反之 有 了 ES 使 EZ. 时 ， 
TEgitk+1b) = gG+ Rl,a,. ,Ql Ati) 
其 中 了 0) 二 要 ;二 biriij >i 0 二 bytri. 因此 在 和 4 中 . 
(4) 命 9(i,8) = f(1,a) 站 … 阁 f(i,Q), 则 9 是 满足 要 求 的 正则 映射 . 
练习 21 因为 f 连续 ， 它 是 Borel 函数 . 新 有 并 使 让 过 了 < 十 oo, 补充 定义 
ff(z)] = 0. 这 得 Borel 国 数 六 : (a, +oo] 一 了 使 <z< 过 时， 


Fr) 一 im n(flzt+1/n) — f(r)). 
土 式 右 端 的 丙 数 都 是 (g,5) 上 的 Borel 函数 ， 因 此 了 也 是 Borel 函数 . 


练习 22 必要 性 : 设 了 取 可 数 个 互 异 值 ok :开拓 了 单 点 集 {bw} 是 Borel 集 ， 
作 苹 中 相互 不 交 可 测 集 Ex = 了 -1{bk} :kk€ 了 即 可 . 
充分 性 ， 注 意 到 fi1(F) = | {Ex|axrx E FF} 即 吕 . 


练习 23 取 了 的 实 部 9 和 虚 部 h, 这 是 两 个 可 测 丽 数 .由 于 黏 接 保持 可 测 性 ， 
可 分 片 定义 自如 下 : 

(1) 在 可 测 集 (f = 0) 上 ， 作 可 测 函 数 9 = 0. 

(2) 在 可 测 集 (9 之 0) 上 ， 作 可 测 函 数 8 = arcsin(h 二 ||). 

(3) 在 可 测 集 (9 < 0) 二， 作 可 测 函 数 8 = arcsin( 丰 三 | 用) 十 
练习 24 显然 了 非 负 , 由 三 LOG) = 所 知 pz(G]) =0. 当 {fw} 是 下 的 可 测 划 
分 时 ， {了 -1(Fn)} 是 f-1(FF) 的 可 测 划 分 . 于 是 HICUm) = AI(EE). 
这 表明 v 具有 可 列 可 加 性 . 
练习 355 据 81.4 练习 11 知 和 是 Borel 集 ， 当 4b 是 实数 时 ， 方 (z) <p 当 且 
仅 当 有 常数 c<5b 和 ?>>0 使 Ty 之 TT? 时 了 入 所 6. 此 时 让 (四 之 叉 
可 见 《及 < 站 中 每 点 至 少 对 应 -个 ">0 使 [xz,z 十 7") C (及 < 人 站. 所 81.4 
练习 11 知 (万 < 中 是 可 数 个 长 度 非 零 区 间 的 无 交 并 ， 它 是 Borel 集 . 因此 方 
是 Borel 函数 .类 似 可 知 fo 是 Borel 函数 . 
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82.4 测度 空间 
练习 1 提示 . 必要 性 ， 作 可 测 集 的 递 碱 序列 (二 )%2%, 如 下 ， 
Er = (sup [fm — fF > 6). 


注意 到 (三 ) 的 极限 是 互 二 Bm (|f. 一 下 > 6) 且 zE 书 时 ， 有 于 列 (kn) 使 
| 反 。 (ZY) 一 f(z)| > 6. 这 样 结论 源 自 以 下 不 等 式 : 
ECc(lm lf — fl>e). 


充分 性 : 命 B= (Jim |fn 一 f|>e). 当 lm |fn(z) — f(z)| > 时 , 
有 子 列 | 六 (2) 一 f(z) > e. 于 是 
Rl 
这 样 (Br) < lim J( 琶 ) = 0. 从 而 结论 源 自 下 式 : 


(im | — fl>0= UU Bit. 

+o REDL 
练习 2 首先 ， ff0) = 0 有 f(-7z) = 一 A(zr). 其 次 , 命 天 = {x :zx| 1), 
则 和 中 有 闭 集 瑟 使 | 五 >0 且 上 限制 在 豆 上 是 连续 函数 , 据 82.2 练习 13 
取 rY>>0 使 

{xz:lz|l<r} EE-E. 

因为 五 是 紧 集 ， 对 任何 上 > 0, 存在 0<5<r 使 y,z EEB 有 ly-z|<6 
时 ， | 有 一 下 zj < 当 |z| <5 时 , 存在 胡 Z EE 避 使 ?二 Y 一 z, 于 是 
[f(z)| < e. 这 表明 广 在 原点 连续， 从 而 了 处 处 迷 续 . 


练习 3 (1) 源 自 线性 基 表 达 向 量 时 线性 组 合 的 唯一 性 和 下 式 ， 
rr+ sy= 2 (rac(Tie 十 sae( 切 ) 
eEB 


= ?aefrz + sy)e. 
eeEB 


(2) 因为 ae 不 恒 为 零 ， 据 (1) 知 Qe(R"*) = 0. 这 样 ae 不 连续 {否则 ， 其 
信 域 为 区 间 ， 政 盾 ). 据 练 习 2 知 Qe 不 是 Lebesgue 可 测 函 数 ， 
(3) 否则 ， 有 实数 如 使 (ae < 如] 是 Lebesgue 可 测 集 ， 当 7 是 有 理 数 
时 , 了 到 句 使 ae 一 了 7. 于 是 aefz) < Bo 十 7 当 且 仅 当 ae(z 一切 < ba, 得 下 
式 ， 
(ae <to+r) = (oe < bo) + 
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这 是 Lebesgue 可 测 集 . 取 递 增 至 5 一 bo 的 有 理 数列 (ra 则 (Qe < 如 十 ra] : 
丸 之 荆 递增 至 (ce 二 站. 于 是 (ae < 站 都 是 Lebesgue 可 测 集 , 与 (2) 矛盾 ， 

(4) 和 否则， 有 实数 bo 使 (ae & bo) 是 Lebesgue 下 测 集 . 对 任何 有 理 数 7， 
取 y 使 Qs(y) 三 7. 于 是 Qe(X) 所 如 十 了 当日 仅 当 ae(z 一 切 所 Bo. 这 得 


(ae & bo +7) = (Qe < bo)+Yy. 


这 是 Lebesgue 可 测 集 . 取 递 减 至 b 了 一 bo 的 有 理 数列 (7), 则 (ae 所 bo 十 Tn): 
nh 之 上 递减 至 (ae < 外. 于 是 (Qe < 是 都 是 Lebesgue 可 测 集 ,与 (2) 了 矛盾， 

(5) 和 否则， 有 个 有 理 数 bo 使 {ae = bn) 是 Lebesgue 可 测 集 . 同 (4) 的 证 
明 可 知 ， 当 6 是 有 理 数 时 ， (ae 三 名 是 Lebesgue 可 测 集 ， 因为 ae 只 取 有 理 
数值 ， 所 以 

(ae 过 下 =Uffaes=clceeEQe< 人 时. 

可 见 ， (ae 之 站 是 Lebesgue 可 测 集 ， 与 (3) 矛盾 . 

(6) 若 召 有 限 , 则 z mm (ae(z))eees 是 下" 至 @@8 的 双 射 , 所 以 N= No. 
矛盾 因此 B 无 限 , 命 义 二 局 x Q"), 则 


无 
[(o OR) (Ty Th)) oD Tavs 
1 二 1 


是 久 到 可 "的 满 射 ， 这 得 N < |X|. 注意 到 NolB| = |B, 得 
XI < 3BIQ|= TB|= | 


从 而 人 | 1B1. 显然 | 召 | &X. 

(7) 命 zo = 1， 因 为 上 xzo 可 列 ， 所 以 差 集 及 \ QVro 至 少 有 一 个 点 zZ1. 
因为 @@zo 十 @@z1 可 列 ， 所 以 差 集 好 和 \ (zo 十 Q21] 至 少 有 个 点 Za 如 此 下 
去 得 到 zo,… ,Zk， 如 果 有 理 数 00,… ,Qk 使 > 00 二 0 因为 Zk 不 在 
zo 十 十 全 zk 中 ， 所 以 ax 一 0. 依次 下 去 可 得 an -1 二 :二 a0 二 0. 
这 样 Xo, … ,ZK 有 理 线 性 无 关 . 


练习 4 可 设 20 = 0. 任 取 正 整 数 n. 当 一 0 时， 可 设 Inzx| < 7. 于 是 


fk — £) + fkT+ 2) 
fikz) & | 


这 得 以 下 不 等 式 组 : 


:k=1,... ,nl. 


fz) — £(0) <F(7) ~ £(0) 
<f(27) — F(z) 
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上 面 右 列 的 ?4 项 取 平 均 并 由 f(nz) 了 得 
f(z) — f(0) < flnz) — f(0) < b— FO0) 


nn nn 
上 式 中 先 命 2 -0 再 命 见 一 oo 得 JE f(z) < f(0). 由 
27(0) — f(—2) & f(x) 
得 了 (0) < lim f(z). 因此 了 在 和 处 连续 ， 
练习 5 命 下 二 [1,1], 据 JIysy 定理 取 个 闭 集 百 和 和 使 | 召 > 工 且 子 限 
制 在 请 上 连续 .因为 
IX\ (EME =|X\ EU(-(X\ EM 


所 以 吾 门 (一 吾 ) 非 零 集 - 以 吾 门 (一 号) 代替 吾 后 ， 可 设 一 巨 二 忆 . 因为 召 是 
紧 集 ， 了 | 有 最 大 值 b. 据 82.2 练习 13, 取 > 了 0 使 


(一 29 20 CE-E=E+E. 


于 是 当 |z| < 7 时 ， 可 取 纺 ze 吾 使 2r = 3 十 2 因此 
f(z) 入 (FD + FN)/2 sb. 


据 练 习 4 知 了 在 原点 连续 ， 任 取 zo E 及 . 命 9(*) = f(zxo 十 2), 对 g 重复 以 
上 过 程 知 9 在 原点 连续 ， 于 是 了 在 zo 连续 . 
练习 6 命 F= | [n 一 1,7n 一 10-I*I-2] 即 可 . 

1tEB 
练习 了 林 ysm 定理 的 逆 命 题 ; 设 X 是 Lebesgue 可 测 集 . 如 果 函 数 了 :外 一 CC 
注 足 ， 当 5 > 0 时 ， 存 在 会 丁 三 的 闭 集 忆 使 m(X\ EE) <6 且 fls 为 连续 
攻 数 ， 则 了 是 Lebesgue 可 测 摧 数 . 

证 明 ， 取 会 于 X 中 的 闭 集 Ei 使 m(X\ EL) < 1fk 是 了 限制 在 天 上 是 
连续 函数 . 命 了 二 {Bilk EZP4}, 则 了 是 Borel 集 上 m(X\Y)=0. 因 
为 fly 是 Borel 函数 (从 而 是 Lebesgue 可 测 函 救 ) 旦 fx\y 是 Lebesgue 可 
测 函 数 ， 所 以 『 是 Lebesgue 可 测 函 数 ， 
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练 可 8 用 Cantor 函数 ， 命 9(7) = 十 p(X), 则 9g: [0,1] 一 0,2] 严格 递增 
且 双 向 连续 ， 当 了 取 涡 O 的 构成 区 间 时 ， g( 了 取 遍 g(tO 〇 ) 的 构成 区 条 .车 记 
了 一 (a 本 , 则 由 yw 在 工 上 是 常数 知 9(z) 二 x 十 Pp(a). 于 是 

lstO) = 2 gD = +#(oWh = Oh =1. 


等 式 g( 玉 ) U g(O) = [0,2] 表明 |9(K)h = 1. 取 g(K) 的 一 个 非 Lebesgue 
可 测 子 集 万 . 命 百 = 9 1(DD), 则 马 是 Lebesgue 零 集 太 的 子 集 ， 从 而 它 是 
Lebesgue 可 测 集 . 但 等 式 DD = g(t) 表明 三 非 Borel 集 ， 


练习 9 任 取 2 中 Borel 集 下 , 原 像 h-1( 下 是 Y 中 Borel 集 , 而 
fh (FY)) = (RF) (PF), 


这 是 芒 中 Borel 集 ， 因 此 hf 是 Borel 疯 数 . 
将 Borel 函数 换 成 Lebesgue 可 测 函 数 后 结论 不 对 ， 为 此 用 练 避 8 中 的 符 
导 , 命 产 :1 一 了 眉 是 五 的 特征 函数 , 则 只 是 Lebesgue 可 测 了 沙 数 . 命 
[3 一 加 ]] 为 9 的 反 函 数 ， 则 了 是 Lebesgue 可 测 丙 数 ， 现 在 
(PhD = 六 (= 9(E)=D. 
这 非 Lebesgue 可 测 集 . 因而 六 六 不 是 Lebesgue 可 测 函 数 . 
这 个 表明 即使 『 连续 而 h 是 Lebesgue 可 测 的 ，hf 了 不必 Lebesgue 可 测 . 


练习 10 取 关 的 Lebesgue 可 测 划分 {1X1… ,Xp 使 了 在 天; 上 为 常数 ci. 
无 妨 设 cl 和 ck 分 别 是 061, c2,'…， ,ck 中 的 最 小 数 和 最 大 数 . 
取 大 ; 中 紧 集 EB; 使 mi 及) < 05. 命 gi{X) = [] dlz, 马 )), 这 得 过 
ji 
续 应 数 页 :万 一 联 . 当 XE 及 时, 总 有 i 使 x UB 这 樟 gt®) > 0 因 
了 
此 若 命 9(7) 一 > 9i(z), 则 9 是 六 上 无 怜 点 的 连续 函数 ， 何 


h(z) = 2 C9:(?) + gl7), 


这 得 连续 函数 hh: 外 一 及 使 ZTE 雇 时 hx) 二 ci. 有 明显 cl 所 hh 和 & ok. 
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练习 11 (1) 取 一 列 简 单 通 数 (gn) 点 态 遥 近 了 , 则 (gn) 依 测 庆 逼近 了 据 练习 
10, 取 连 续 函 数 hn 使 mh 天 gm) < 1n, 则 (hw 一 9n】 依 测度 站 近 0， 据 
Weierstrass 定理 ， 取 有 理 系 数 多 项 式 户 使 | 太一 和 < 17n, 则 (fn 一 hn) 
依 测 度 有 逼近 0， 注 意 到 | 亡 (z) 一 站 zi 6 时， | 让 (2) 一 ha 人 zi 宛 ef3 或 
Ihw(z) 一 gnfzi 衬 E/3 或 |gn(z) 一 f(z)| 之 6/3, 于 是 (fn) 依 测 度 逼 近 了 .所 
F. Riesz 定理 取 子 列 后 可 设 《 轧 ;几乎 处 处 逼近 了. 

(2) 命 遍 同 (1). 当 0&z 人 A 1fn 时 , 命 

hrs(z) = fF(27) 十 may ~ fn (27))%; 

当 1fn 所 zw 扩 27 时 , 命 n(x) = 万 (z) 这 得 连续 函数 hy : [0,27| 一 及 使 
mh A i) 和 17 有 hn(0) = hn(27). 取 Weierstrass 第 二 逼近 定理 得 有 
理 系 数 三 角 和 多项式 gn 使 | 名 一 hn| < 1/n, 则 (gn) 依 测度 吏 近 f， 取 子 列 后 可 
设 (gn) 几乎 处 处 通 近 了 . 
练习 12 将 全 体 有 理 系 数 多 项 式 排 成 一 列 (gn) 半 0 使 g0 = 二 0 且 每 个 有 理 系 数 
多 项 式 在 (9.,) 中 出 现 可 列 次 . 命 hn = gn 一 9n-1, 这 得 级 数 二 h,. 

命 (fn) 同 练习 11(1), 归纳 地 命 有 二 min{& > 0lgx = fi} 及 

Ei 二 min{k > kn~1|9k 一 fn}, 

则 {98 2] 几乎 姓 处 道 近 地 最 后 ， 注 意 到 下 式 即 可 


Ls 也 
Oka 一 2 (gk gks_1) 一 hess tl 十 a 十 hex, ). 
3 一 j= 


练习 13 (1) 设 函 数 9 与 Lebesgue 可 测 函数 了 几乎 处 处 相等 . 命 B = (f 关 用)， 
这 是 Lebesgue 零 集 . 因为 g|g。 是 Lebesgue 可 测 函 数 { 见 例 4) 而 且 glx\E = 
flx\s 是 Lebesgue 可 测 函 数 ， 所 以 g 是 Lebesgue 可 测 函 数 . 

(2) 设 Lebesgue 可 测 函 数列 (fr) 几乎 处 处 到 近东 数 了 . 命 


b= (lim |fn — 1 > 0). 
这 是 Lebesgue 零 集 ， 因为 flx\p = lim jnjx\s 是 Lebesgue 可 测 通 数 而 


且 fis 也 是 Lebesgue 可 测 函 数 ， 所 以 『 是 Lebesgue 可 测 函 数 . 

(3) 因为 (fn) 有 子 列 几乎 处 处 逼近 了, 据 (2) 知 了 是 Lebesgue 可 测 通 数 . 

(4) 设 了: 外 一 CC 是 几乎 处 处 连续 的 沙 数 ， 以 1 记 f 的 连续 点 全 体 ， 则 
了 限制 在 苹 上 连续 (从 而 是 Lebesgue 可 测 函 数 ). 又 了 限制 在 Lebesgue 零 
集 革 \ 基 ] 上 是 Lebesgue 可 测 函 数 ， 所 以 了 是 Lebesgue 可 测 落 数 . 

(5) Dirichlet 函数 与 零 沙 数 0 : 下 一 及 几乎 处 处 相等 但 处 处 不 连续 . 
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练习 14 因为 民 " 有 20 个 Lebesgue 可 测 集 且 每 个 Lebesgue 下 测 集 的 特征 函 
数 都 是 Lebesgue 可 测 悄 数 ,所 以 |L| 之 28, 又 从 上 CR 得 | 于 & NR* = 2 
可 见 ， | 五 | = 2™. 


练习 15 可 设 户 都 非 仙 ， 从 而 【 户 > 人 好) 中 1 递减 至 空 集 . 取 大 使 (| 所 | > 
< 2 ”, 此 种 大 的 最 小 者 记 为 i. 命 cn = 二 (pi 一 则 


和 pllenfn| > 1/n) = > HL 六 | > kn) < > 2 一 ”. 


记 妈 = im (len fal > 1/m), 据 Borel-Cantelli 引 理 知 ME) 一 0. 当 
TEX\ EB = lim (enfnl < 1/n) 


时 ， 有 个 史 使 之 m 时 ，jcnfn(z)| < 1fn. 于 是 lim cnfn(z)=0. 


练习 16 注意 这 个 事实 。 “lim |fn(Z)| > 0 当 且 仅 当 有 个 正 整 数 天 对 任何 正 
整数 也 有 整数 双关 【使 | 成 (2)| 之 27*. 可 见 ， 
Ce U NN Uf 22°%). 


上 空 11 实 】 nn 之 ! 


记 研 = U (In| > 2 六 上 式 左 册 是 过 集 从 而 B= 站 成 都 是 鹤 集 ， 因 
之 


为 测度 有 限 巢 列 (可) 听 ! 递减 至 政 , 所 以 有 下 整数 lk 使 (BW) < 2-*. 
以 五 十 :十 其 代 苦 l 后 , 可 设 (lk) 听 ; 严格 递增 , 因为 5 jy( Bl*) < +oo0， 
据 Borel-Cantelli 引 理 可 作 零 集 EE = im Bit. 当 多 之 尺 i 时, 命 cn 二 1. 当 


1 
i 和 pi 时 ， 命 cn 二 一 一 一 一 从 而 
大 +1 一 其 
on= 2 c=+o. 
nl RE lp ner 


当 zE Be = im (BL), 有 个 上 使 i 宛 太 时 ，w E (Bt)e, 此 即 寻 六 志 
时 ， |fn(2) < 2 这 样 2 [enfn(2)l < ei. 因此 


过 mm < t+1 


2 | 如 人 2) < [enfn (2) + 2 5i < 十 co. 


5 守 上 


练习 17 命 9n = pfn 及 9 二 pf. 任 取 子 列 (gn)7( 其 中 了 是 Z| 的 一 个 可 列 
子 集 ), 则 (f)r 有 子 列 ( 户 )z( 其 中 了 是 了 的 可 列子 集 ) 几乎 处 处 通 近 了 . 于 是 
(gn)7 的 子 列 (gw)7 几乎 处 处 通 近 g, 从 而 (9;,) 依 测度 逼近 g. 
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练习 18 取 个 i 郑 兄 使 AU 一 后 | 之 2 < 2-. 当 n> -logze 时 ， 
(fn — F222e) GE (fnrs — fnl2 2 ")U (Nf, — fl¥ 8) 

(fngs — F222) < 2 + plf, — > EE). 

可 见 lm plfoss 一 月 > 25) = 0 

练习 19 作 零 集 Bo = U (fi > 记 ) 当 ze B60 时 , 命 g(2) 一 0 而 当 

ze XN\ 硬 时 命 g(z) 二 Jim 及 (z)， 于 是 (所 ) 几乎 处 处 过 近 g. 锯 F 

Riesz 定理 知 (所 ) 有 子 列 几乎 处 处 逼近 了. 这样 与 9 几乎 处 处 相等 

练习 20 当 六 是 jy*- 简单 函数 2 ciX( 其 中 及 ,… ,是 中 相互 不 交 

的 p*- 可 测 子 集 使 召 = UD 时 有 也 的 可 测 子 集 Gi 使 pj*(Fi \ Gi) = 0， 

命 G 二 Gi 则 fc 是 可 浏 画 数 


当 是 A"- 可 测 函 数 时 ， 有 列 jy*- 简单 隙 数 (fn) 逐 点 和 逼近 f. 取 忆 的 
可 济 子 集 En 使 j* (BE\ Gn) 一 0 用户 限 制 在 Cn 上 是 可 测 函 数 ， 作 可 调集 
G= 门 Gr, 网 J( 玉 \ GG =0. 注意 到 (flc) 次 点 扣 近 flc 即 可 . 


练习 21 当 fulr) >c 时 , fnrilz) > c. 这 样 (fn > c) CC (+ > Cj、 于 是 
((fn > 中 js 1 是 递增 的 ， 因 为 (fn.(X))>2| 递增 至 f(z) > ec, 所 以 f(xX)>e 
当 生 仅 当 存 在 宛 使 fn(xX) > c. 这 样 (ff > ce) =(f> 时 


练习 22 当 f{z) 1-1/n 时 ， f(z) 所 1-1/(n+1). 因 比 (f 1-1/n) CC 
(Ff 半 1 一 1/(n 十 1)). 又 f(x) < 1 当 且 仅 当 存在 正 束 数 nn 使 f(z) <& 1 一 1/n. 
于 是 ((f 1 一 1/m)) 绾 1 递增 至 (f < 1). 


练习 23 归纳 地 命 Bl = (f 之 及 B= (f >cn+ Dcxs) 当 
LT 


了 (zw) 二 0 时， 不 在 每 个 吾 。 中 ， 结 论 对 . 当 AZ) = 十 oo 时 ，z 在 每 个 瑟 n 
中 ， 结 论 对 . 下 面 设 0 < f(x) 之 ++50, 傅 J={nlzxe BB}. 当 nnE€J 时， 


f(x) 2 cn 十 过 GXE{T)= 》 Ci- 


和 ET 
命 nn 取 遍 J 中 数 得 f(z) 之 和 ci， 对 每 个 7, 总 有 3 ci; 二 二 co， 于 是 有 
tn 
i>>n 使 i 这 种 1 的 最 小 者 记 为 bs. 
fz) < cr 十 2 本 & cp Dy 后- 
tc iEJ 
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命 寻 一 oo 得 了 (XZ) 所 2 G1. 于 是 结论 成 立 . 
YE 了 


练习 24 (1) 全 (2): 因为 (ff 专 和 (ff < 站 ,所 以 
AF(F & a)) + XFIT 2 5)) 
EAPF{F < 0) + APF 2 0)) = MF). 
(2) 坟 (1): 设 (cn) 是 严格 递增 数列 ， 命 Bn = Flean-1 < 所 con), 则 


> MB < A(L] Bi). (3) 


全 


天 

当 玫 = 时 (3) 对 设 交 = 大 时 (3) 对, 当 匈 二 上 十 1 时, 命 G 二 了 BB 
一 

则 [| B= GF & ca) 有 BE= G{f 之 Cok+1). 于 是 


i 
2 ABi) < MD Bi) + MBer1) & MO), 


当 是 实数 时 ， 命 bn =b—n-! 及 入， = FPF(bn,_i < 所 加) 据 (3) 知 
> AX(42 1 < AF); 2 A(4a2n) < AF). 
了 3 人 + 


Li 
注意 到 <b 及 F(f <b) CU & bn), Aili > n}, 可 得 
ACE < 区) 十 ACE 2 0) & APF) + 2 AAi). 
in 


如 果 入 (下) 有 限 ， 则 2 AL4a 收 人 证. 在 上 式 中 命 %n 一 oo 得 
i 守 1 


AR < 0)) + MF Z 0) & MFP). 
如 果 和 (五) 无 限 ， 则 上 式 总 成 立 ， 因 此 (f 之 站 是 入 可 测 集 . 


练习 35 () 当 0 <c<1 了 时 ， 总 有 jj()>c. 命 c 一 1 即 可 . 

(2) 注意 到 下 \ 下 为 可 数 个 零 集 守 \ 忆 n : ni 之 1 之 并 即 可 

(3) 有 上 使 J(ER) > 1 工 一 (1 一 0)/2", 此 种 之 最 小 者 记 为 kn. 这 得 第 
一 不 等 式 ， 第 二 不 等 式 源 自 下 式 


HX\ DO BOJ)=AUCNVB)<1-e 
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练习 26 否则， 有 可 测 集 列 (Ex) 使 m(Bx) 宕 1 一 1/k 且 了 Nn Ei 是 可 测 集 . 
命 E= Uy 豆 :, 则 吾 是 可 测 集 使 m(EE) = 1 且 FME 是 可 测 丸 . 最 后 注意 到 


F\E 是 夫 集 知 下 是 可 测 集 ， 矛 盾 ， 
练习 27 必要 性 ， 注意 到 lim gn 一 im | 六 | = 0 及 定理 3 即 可 . 


充分 人 性: 据 了 F. Riesz 定理 知 (gn,) 有 子 列 几乎 处 处 收敛 , 因 (gn) 是 递减 的 ， 
所 以 :gn) 也 几乎 姓 处 收 合 0. 最 后 注意 到 | 所 | 所 gn 即 可 . 


练习 28 只 证 充分 性 ， 对 于 zs>0 和 65>0, 命 9=E 人 65. 取 吕 使 全 > 了 
时 ，p(| 所 一 天 之 < 人 于 是 pr*(|fn 一 大 之 6) < 9 源 自 下 式 ， 


(fn — fz0) Cc (fn fz- 
练习 29 当 0 < < 1 时 , 窒 在 m 之 1 使 nn 宙 时 ，|(| 抽 一 了 交 lo < 
因为 非 空子 集 的 计数 测度 不 小 于 1, 所 以 《| 一 下 宕 2) = 名. 这 即 
Ye >0,m2 1,vn mYvr eX: fr) — fr)| <e. 


这 即 〔 友 ) -一致 逼近 f， 反 之， 上 式 表明 当 nn 之 mW 时，(| 所 一 了 之 直 一 天. 
这 即 (所 一 站 宕 6) = 名. 从 而 ||fn 一 了 之 才 lo ==0. 
练习 30 (1) 自 反 性 : 因为 (了 关 岂 二 2, 所 以 f=f. 对 称 性 ”j=9 当 且 仅 
当 j 记 (ff 关 9) 二 0 当 且 仅 当 jw(9 关 用 二 0 当 且 仅 当 9=f. 
传递 性 ， f=9 且 9 三 六 时 ， 让 过 关 刚 =0 且 上 个 天 剖 一 0. 因为 
fz) A h(x) 全 FID) 关 旨 2Z] 或 gzZ] 关 六 人 
所 以 (了 了 有 CS (f 关 9)U(gU 有 D). 这 样 必 ( 天 问 一 0. 于 是 f=. 
(2) 自 反 性 : 两 为 (了 > 月 = 2, 所 以 7 让 
传递 性 ， fg 且 gh 时 ，*(f > 9 二 0 且 yj*(9 > 有) =0. 因为 
f(x) > h(x) = fr) > g(r) 或 g(z) > hl), 
所 以 (Ff > 有 间 C (>gUG > 月 .这 样 Ar 人 (> 及 一 0 于 是 f<h. 
考虑 及 上 的 Dirichlet 函数 D 与 Riemann 阔 数 如, 则 RD. 
(D>R= {p/p eZ2”,g EZ,4> 2} 


表明 DR. 然而 D 关 屋 . 
(3) 因为 (了 关 四 二 必 > Ut(g> 用 ,所 以 jr(f 隆 四 二 0 当 且 仪 当 
wf>n9=0Hu(g>f)=0. 


331 
43.1 积分 及 其 性 质 
练习 工 当 电 有 可 测 划分 {Bw} 时 ， ji(B) = 2 til Er). 这 两 边关 于 ¢ 取 上 
确 淖 时 用 $1.4 定理 日 知 (EB) 一 4B:) ). 这 样 jy 是 测度 . 据 82.3 定理 6 知 
了 形 如 总 cnXBE 其 中 昌 志 cn 所 十 00 而 Bn 是 支 的 可 测 集 ， 于 是 
二 7an = = cntil Er,). 
再 用 81.4 定理 6 知 上 式 右 端的 上 确 界 是 》 cwp(Bn). 这 即 『 fap. 
nn 人 


练习 2 三 个 条 件 依次 记 为 (1)~(3). 命 记 ,= (n < | 有 |<n+ 了 ,这 得 苹 的 
可 测 划 分 {Esln =0,1,…}. 当 2XEB 时 nn 所 |f(z)| 之 n+ 1, 于 是 


np) < Bf llan = flflar 
这 表明 (1)=>(2). 因为 (fiz n)= LB 之 4}, 所 以 
fl 20)= EE pe) 


= p(B1) = > kp(Bx). 
这 表明 (2) 守 (3). (2) 过 (1 ) 济 自 积分 的 可 列 可 加 凡生 F 式 ， 
fifang Tf (n+ Dan 
n=1 EB, n=D0 BE,, 


一 岂 导 ] 十 > nulB,,) < 十 oo， 


练习 3 无 妨 设 9 非 负 ， 则 有 9 所 supg9(B)n(EB) < 十 co， 现 取 递 增 至 Xo 的 
测度 有 限 集 列 【Y) 命 有 一 Yn 站 (| 有 < 9. 对 任何 ZE Xo0, 设 ZE Yr 上 且 
fz) 人 命 R=k+ 届 则 Zz € Bn. 


练习 4 取道 增 至 XX 的 测度 有 限 集 列 ( 义 %). 命 7 一 区 na(jg| 十 || 所 m9), 则 测 
度 有 限 集 列 (Yn) 递增 至 六 是 9 各 刻 在 Y 上 都 有 界 , 命 Bn = Y(9 > 内)， 


则 
fosg fhg fy. 
E, E,, En 
于 是 g 与 hh 在 思 , 上 几乎 处 处 相等 , 从 而 p(Bn) = 二 0. 于 是 (7 > 由 = U 古 , 
、 nl 
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练习 5 (1) 因为 了 只 在 原点 连续 ， 从 而 了 在 提 ,]] 上 不 是 Riemann 可 积 函 
数 . 但 在 [0,1] 上 ， 了 是 有 界 Borel 函数 ， 从 而 f 是 Lebesgue 可 积 函 数 . 注 
意 到 了 与 sin 儿 乎 处 处 相等 ， 因 此 


1 1 
了 Flzlaz = fsinzdr = cosl—1. 
0 0 


{2)】 因为 有 界 且 在 开 集 口上 连续 ， 所 以 了 有 界 且 几乎 处 处 连续 . 因此 f 
是 Riemann 可 积 阔 数 ， 此 时 共 Riemann 积分 与 Lebesgue 积分 相等 ， 所 以 


f f(z)dz = f fr)dr tif f(r)ar 
0 KK 0 


oc 1 1 1 
一 3》 一 X 一 X2 各 一 一 
= 4 


(3) 同 (2) 可 知 f 是 Riemann 可 积 函数 ， 因 为 (x)==x4, 所 以 
1 1 
J flr)de = {de 一 = 


(4) 同 (2) 的 理由 知 了 是 Riemann 可 积 画 数 ， 因 为 在 〇 的 每 个 构成 区 
间 (a,5) 上 的 积分 是 以 5 一 a 为 直径 的 半圆 的 面积 r 二 ; 所 以 


oo on-in 下 


1 
jw 六 人 


练习 6 将 了 在 (3 1- 3 ”) 上 的 限制 记 为 所 它 的 不 连续 点 集 已 是 
Lebesgue 零 集 ， 集 列 (En) 与 {a,8} 合并 为 一 个 寄 集 E. 当 zo € (0,1)\E 
时 ， 有 个 nn 使 37”< zo <1 一 37" 且 zo 不 在 En 中 . 这 样 


dm oO) = lm fnl(z) = fnlr0) = fzo). 
从 而 几乎 处 处 连续 . 


练习 了 取 n 使 | 一 <1, 则 | 有 | || 十 1. 于 是 有 界 . 所 有 fn 的 公 
共 连 续 点 全 体 记 为 请, 则 [0, 1 五 是 Lebesgue 零 集 ， 因 为 一 致 收 化 保持 连续 
性 ， 所 以 五 的 点 都 是 『 的 连续 点 ， 这 样 据 Lebesgue 定理 知 Riemann 可 
积 的 . 对 于 > 0 取 【 衬 1 使 凡 > 7 时，| 记 一 咱 <s. 此 时 ， 


1 1 
| fn(w)de 一 | Te)az <e. 
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练习 8 取 常 数 b 使 了 去 ,注意 到 (|f|> 本 < ec 有 


{ fadngbe< +oo. 
(1< fb) 


说 明 了 在 (0 < <1) 上 可 积 即 可 命 Ne 二 ), 则 


(0<f&1) n=1 人 
cs 1 
> ~p(f ) =p(f > =) 


8 


< 


mr Mf> DD < to 


练习 9 取 7 >0 使 jz| < 了 了 时， < (7 (9 二 sj; 这 得 jg(z2)| < 
IA0)| 十 1， 当 |z| 守 7 二， jg(z)| 二 f(z)|/r， 这样 9 在 (~?,7) 与 
(一 00; 一 7] Ufr, 十 00) 上 都 是 Lebesgue 可 积 函 数 . 从 而 9 在 及 上 是 Lebesgue 
可 积 函 数 . 


练习 10 否则 ， 有 可 测 集 列 (五 。) 使 J{ 互 ) 之 c 且 中 ju < 2 "， 这 得 
> Fan< +oo. 命 百 = lim En, 则 c< lim pj{E ,) < p(B). 因为 
nn E,, 也 一 T+ 


Japs fT fadsg 5 | fap 
E 2 EE, 


U{E;|li>n} 
命 n 一 00 得 fdp = 0( 此 式 可 直接 用 测度 的 Borel-Cantelli 引 理 而 得 ， 命 
A(F) = ais 册 v( Im En) = 站. 从 而 上 在 马上 几乎 处 处 为 0. 这 与 > 0 
二 (EB) > 0 矛盾 , 
练习 11 区 间 缩 小 时 ， 上 确 界 不 增 而 下 确 界 不 减 . 于 是 


Nm Sf Sh gh 
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以 9g 和 记分 别 记 (9n) 与 (hn) 的 点 态 极限 , 则 9 所 了 所 量 然 炒 数 gh 和 只。 
各 白 的 Lebesgue 积分 了 与 Riemann 积分 (RR) ) 上 都 亨 在 且 相 等 ， 


1 nl! Qni 
f gn (rT)dz A f ogg )az = 一 > | 
0 i=1 介 ， 
1 1 nl pb: 
pafzldz = (Rf hn(r)dr = 并 一 
0 0 i=1 位 


(全 (2): 据 Darboux 定理 得 
lian f gn(z)dz = im | hnlr)ds = [f(r)ar 
0 0 0 
SD fh 9) < Jim fhn(s) ~ gn(z))dr = 0. 


林 见 8 与 六 几乎 处 处 相等 . 

(2) 坊 (3): 作 Lebesgue 零 集 二 [inll0&ignl,neN}uUlgAx 册 . 
说 明 [0,1]\ 五 的 点 2 是 了 的 连续 点 即 可 ， 鸭 此 设 2>>0. 取 mn 使 

hat) ~ q(T) < Ee, 
取 天 使 zo 在 开 区 间 (上 一 /nl,kK/nl) 中 .对 此 区 他 中 的 点 x, 有 
[f(z2) 一 六 四] & bag — Gng = hn(¥) — gn(T) < &. 

(3) 地 (1): 函数 了 在 (0,1) 内 的 任何 连续 点 z 及 上 > 0 对 应 个 5> 0 使 
[0,1] 中 的 点 z 满足 一 6 之 z < 之 代 十 时 就 成 立 |f(z) 一 fz) < 之 e. 取 入 使 
nn 分 入 时， 有 一 个 此 满足 : 

rE 1 /nl kn 二 + 人 
因此 有 bnx 一 ank 挟 5 这 表明 hn (7X) 一 gn(T) 所 5, 即 凡 (T) < 937) 这 表明 
(hn 一 gn) 儿 平 处 处 收 伍 于 零 ， 从 而 依 测度 收敛 于 零 . 

记 内 = js 一色, 内 一 sup 下 五 ) -inff(E) 及 5 二 ef2, 则 有 正 整 数 9 

使 wm( 玉 ($n 衬 丰 ) <EA2. 由 于 


nl! bni 和 

和 -六 竺 [mm 
一 pd 十 由。 < 5 

E{gn 6) 五 (on <<) 


据 Darboux 是 理 林 知 ， 了 是 Riemann 可 积 的 . 
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bs, 
练习 12 据 绝对 连续 性 ， 有 严格 递减 至 0 的 数列 (bn) 使 /zjdz < 元. 合 
站 


一 h 1 一 
9 = 2 mXtb ab 则 97) 十 ec 且 


>] 
oo br 
f Flr)olz)dz = Tn f frdr< TT 志 -1. 
0 nl bal nl 


练习 13 无 妨 设 f 只 取 有 限 值 . 当 x € EB 时 ，n6 一 5 专 f(zw) < né. 于 是 


DnBn) < Tf dp < SD nop(Es). 


因为 {EB} 是 六 的 可 测 划 分 ， 上 式 化 成 要 证 的 下 式 ， 
> nu(En) -OU 人 和 和 nip(En). 
nl 和 之] 
练习 14 整数 上 满足 0 太志 Pp 一 1 时 , 使 bn(X) 二 率 的 zw 全体 是 Borel 集 
LJ{[0.03 :an 1k, Oa an_ 1k+ (0.1)”) :0; = 0,...,p~1), 
其 Lebesgue 测度 是 p"-1/pn = 1/p. 因此 b 是 右 连续 的 Borel 简单 薄 数 是 


1 Pp—l _ 
fon(sydr = Pl 
0D k=D0 部 2 


练习 15 对 任何 = > 0, 存在 1 使 n>>1 时 ，| 玉 一 了 <. 于 是 
{lfn — Fl < ep(X). 

练习 16 提示 ， 记 已 = in 及 本 = (cl <& 

去 cor AEn) bn = 总 cnH(En)， 先 说 明 an < 

bn, < an + (XY)/n 即 可 . 

练习 17 将 欲 证 等 式 中 的 两 个 数 依次 为 a 和 由 并 infjF(4)Xa < 积分 

得 a 区 5 设 e > 0. 作 可 测 集 G = {f = +oo). 取 人 反之 0 使 Bh(X) < <. 作 


久 的 可 测 子 集 4 = (站 一 5 和 了 < 谨 和 所 ,=LH4ii> nj}. 作 基 的 可 测 
划分 也 = {4i,Gli EN} 和 Dr = {A4i, Hw, Gli < n}. 因为 


站 ja & sup H(A) L(A:) SinfFdi]ACd4i + bu Ai), 
上 式 关 于 i 求 和 得 了 所 上 L(f,D) 十 bu{ 苹 ). 注意 到 


L(f,D) = sup{L(f, Dr)n > 1}, 
得 了 所 a 二 52. 命 一 0 得 6=&. 


f < 0s), 命 Un 三 
『 Fan < 5%n, 再 说 明 
XX 
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练习 18 提示 : 考虑 用 自 积 分 的 单调 性 . 
练习 19 只 提示 充分 性 ， 命 五 = 1{1}. 


练习 20 作 非 负 可 测 函 数 9 二 | 一 /2|2, 则 g 二 | 一 J -P 了 + 所 
是 gdp 一 0 从 而 9<0. 这 得 三 产 . 命 EE=(f ==1), 则 f=xE. 
芭 


83.2 积分 极限 定理 


n2r 


pr a) 


练习 1 当 ZXY 宕 1 时 , 命 雇 (X) = 


n2z 1 
niz2 (1 +e) 1+ 


样 (所 ) 有 控制 可 积 函 数 ， 叉 【到 】 点 态 收 伊 于 0, 从 而 
2 


fn{z) 入 


练习 2 命 b 二 Jim 『|f 一 了 dy, 取 子 列 后 可 设 5= lim 了 太一 有 gr 再 
nnPooy RDO yw 


取 子 列 后 可 设 ( 志 ) 几乎 处 处 逼近 f， 对 于 6 > 0, 据 Bropos 定理 取 羡 的 可 
测 集 巨 使 p(B) <5 且 (和) 在 五 上 一 致 禹 近 了 . 现在 ， 


bg lim ff flanrt+ lm f lf — fldp, 
下 和 DO pe 
到 见 了 二 2c6. 命 56 一 0 得 b= 二 0. 
(gt 2 2) C (lgn| > 2). 
故 (9g)%e] 依 测 度 逼 近 0 且 9+ < 了 据 控制 收敛 定理 得 lim | gtan = 0. 


此 式 结合 lim 「 gndp 二 0 可 得 lim gidj ==0. 于 是 
Noy NTO 


lim f |gnldp = lim(f gtdp + { gardp) = 0. 
XX 了 本 
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练习 5 因为 |f| 是 Lebesgue 可 积 岗 数 ， 其 积分 记 为 b. 于 是 
OO b 
> 站 Fn2zjldz = > 本 < 十 pa. 
nn 二 1 eR n 


据 逐 项 积分 定理 ， 级 数 (Rn2x) 几乎 处 处 收 敏 于 一 个 可 积 谓 数 g(x)】 且 
10 5x2 
jgtz)da = 2 frr)de = 下 一 = 并 


2 
pi 3 


练习 6 命 EE= fi(Z). 当 xEFR= [0,1]\B 时 |cosnrf(z)| <1. 由 有 
界 收 敏 定理 得 lim cos(rFfz)])|"dz = 0. 于 是 
有 


1 
ind Leos(rf (2) az = /lds = m(E). 


练习 了 (1) 当 0 < zx < 1 时 有 以 下 非 正 项 级 数 


In(1 — (1—2)) 3 一 位 一 区 2 一 
工 一 下 1 nn 
1 nx 1 mn 
全 dz= ~ 一 > 二 一 一 . 
/1-3 总 2 6 


人 命 户 (z) = Xom(z)(1 一 ~)". 先 说 明 当 和 <x<n 时， 


_ Tn 了 及 十 1 
(1 1) ( 有 
下 、 引 n+1 
人 (1-3) (~ F771) 
这 相当 于 g 是 (0,1) 上 递减 函数 ， 其 中 g(t) = (1 一 引 t. 但 
jad 一 二 __ tr 
nod- 


表明 9 确 是 递 三 的， 因此 (所 ) 点 态 递增 至 exp( 一 7). 据 单调 收敛 定理 得 


lim fa 一 二 Jn exp 二 dz = f exp(—T)dz = 2. 
?一 oo nn 2 0 2 
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练习 8 命 g = 二 | 所 |; 则 jlg = 十 00) = 0, 这 是 因为 
生字 二 

J 9d4 = 3 了 | 记 Jen < +eo. 

信之 1 芭 
当 Bf) < 二 oo 时 ，lim | 把 (2)| = 0. 从 而 (万 } 几乎 处 处 收 化 于 0. 
练习 9 去 个 零 集 后 可 设 六 aiX5 处 处 收敛 ， 当 上 是正 整数 时 ， 记 

t=1 


Hi = {2 EX| 3 anXE, (x) & k}, 
六 一 1 


则 可 测 集 列 (Hi ) 递增 至 X, 取 关 使 (Be) > 0.9. 这 样 几 下 趟 
0.2 & (En) = p(BEnN Hr) + (En \ He) < p(B N Ho) +0.1 
知 (En 门 吾 %) > 0.1. 逐 项 积分 得 


f > anX。 di = 二 an 五 n 门 Hy). 
Hr n= 


这 样 得 ku(H%)】 0.1 3 Qn; 从 市 人 tn 所 10KUL ER 
1 二 ] n=1 


练习 10 利用 Euler 公式 和 二 项 式 定理 得 
和 fenara = } (SP FT) {mV ETne) 


ba (2DN)! exp(vV—linrz)exp(—v—1(2i— Dnz) 

/Sa D1 
(20)1exp((2i — 21)nv—17) + (2D)!z 站 

2202 一 人 (2 一 20)nv 一 1 2277 ° 


ti 
是 见 所 求 极 限 为 i 请 注意 本 题 不 能 用 积分 极限 定理 . 
练习 11 据 83.1 练习 4 知 及 气旋 41. 除了 零 集 U (fn > fr+1) 后 可 设 ( 户 ) 
递增 ， 其 极限 记 为 g; 网 对 任何 可 油 集 互 有 
Jf 9da = lim | fndp = {fap. 
FE 五 FE 


再 据 83.1 练习 4 知 9 与 f 几乎 处 处 相等 
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练习 12 因为 计 所 hh+ 和 二 9- 几乎 外 处 成立 所 以 丹 可 积 . 
练习 13 可 设 [e, 引 = [0, 了 1. 命 w= Mi 一 ?mi, 这 是 了 在 [zi it;zil 上 的 所 
幅 ， 作 简单 函数 wpt{T) 一 2 CUUiX(z 8s) (2 则 

f wp = 2 iTi — Ti 1) = UP — L(P). 


作 划 分 六 二 {2/27"hi = 0,-… ,2"7}. 所 有 已, 的 所 有 分 点 组 成 一 个 零 集 
E. 命 c=sup{|[f(Oi :Oste1l}. Bre Er NH wr) & wp(r) < 2c. 
任 取 65>0. 当 2-*<5 时 , 取 i 使 (i 一 1)/2" < zx <i/2n”. 于 是 


wp,(T) = wi & sup{ f(t) — f(s)|z — $< st <r+6}. 
上 和 式 先 命 于 一 oo 再 命 6 一 0 得 lim wp,{¥) < w(z), 可 见 wp, 在 Borel 


集 E* 上 递减 至 w. 这 样 w 在 EC 上 是 Borel 函数 . 又 召 是 可 列 集 ， 所 以 w 
在 五 上 也 是 Borel 靖 数 . 据 有 界 收 钱 定理 得 


1 1 
fw= lim fwp, = lim (VU(P,) -LP,)). 
0 下 一 CO 0D LC] 


这 得 Jw 之 UU 一 L. 当 E >0 时， 取 [0,1] 的 分 点 组 PP 使 L<L(P)+e 且 
区 > UP)—e. Ti <T Ti Hw (r) < wi 所 以 


1 PE 了 
Jofzlazr = yf wr)dzr 
品 4 一 1zi 1 
人 wilTi— Ri) EU—L+2e. 
i=1 
由 < 的 任意 性 知 fw 所 UU 一 工 . 总 之 [w=U-L. 
据 Darboux 定理 ， 了 是 Riemann 可 积 冰 数 当日 仅 当 工 = U 当 且 仅 当 
jw = 0 当 且 仅 当 w 几乎 处 处 为 零 当日 仅 当 了 几乎 处 处 连续 . 


练习 14 (1) 作 变量 代 换 y = zx?, 则 
1 1 : 
[|r° sin x?ldz = fy -may b> 0; 
b 0 


1 oo :i 
站 za sin ze|dx = fy 
0 1 


被 积 函 数 都 连续 ， 据 数学 分 析 知 可 积 当日 仅 当 w > 一 1. 


dy,b <0. 
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(2) 作 变 量 代 换 y = x2”, 则 
了 za sin ze |dx 一 > 0. 
1 1 


2 1 1 j 
f lx* sinztldr = fy -1 Lsing 
1 0 加 


被 积 画 数 都 连续 ， 据 数学 分 析 知 /可 各 当 且 仅 当 a < 一 1. 


83.3 重 积 分 与 累 次 积分 
练习 1 命 Flz,g] = 人 好, 这 得 连续 函数 了 :及 x 民 一 展 使 巨 = 了 -1(Q), 所 以 
五 是 Borel 集 . 当 = 二 0 时 , 截 口 Ez = 人民 ; 当 x 关 0 时 ， 记 = {yxy & Q} 
是 可 列 集 . 因此 | 五 *|1 关于 2 几乎 处 处 为 零 . 这 样 


| 五 | 一 了 | 五 =|1Gz = 0. 
及 


dy,b < 0. 


练习 2 命 f(z; 六 == (sinz;cosfz 十 们 ), 这 得 连续 遇 数 了 : [0,1]? 一 下 2? 使 
1 
E= /7 (0,3) x (R\O)). 
可 见 五 是 了 orel 集 . 当 (X,Y E 五 时 ,由 0 所 2 和 1 且 sinz<1/2 得 
0gz<n/6. 由 0&Yy1 得 0 和 T+ 所/2, 由 cos(z 十 四 非 有 理 数 得 
r+yEarccos(0,1|\ Q). 


可 见 
BE. = {yO < y < 1:y¢arccos(l0,1] \ Q) — 2). 
于 是 | 总 上 1 = 1. 从 而 


ni6 
lBla = | lEshdz = 6- 
0 


练习 3 因为 yEEB-TfT 人 TEEB-Yy 人 T+ YEB, 所 以 
m((E— x)NF)= [xe_nne(Way 
R* 


=/ XE-z(VXr (Vdy = J Xp{z + Xr dy. 


因为 (2,) 一 XE(Z 十 切 尾 Borel 畏 数 { 它 是 Borel 函数 Xs 与 连续 函数 
(7, 级 一 了 十 2 的 复合 ), 所 以 (2 攻 一 XE(T 十 胃 XF(W) 是 上 非 负 Borel 应 
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数 , 据 Tonelli 定理 知 2 王 ml 五 一 扣 门 天 是 3 的 Borel 聘 数 . 再 据 Tonelli 
定理 得 
J m((E ~ zx)NF)dzr = J dy J XE-y(T)XF (Ydz 


= m(E— xr(Wdy= mm 四 1 Xr {Wdy = mE)m{F). 


练习 4 由 对 数 函 数 的 递增 性 得 
(Fo) — f(y) f(z) — Inf(y))20 
f(r) ln f(y) + FW ln f(x) 
&f(r) ln f(x) + f(y) ln fy). 
上 式 作 为 (x,) 的 非 负 可 测 函数 在 苹 x 大 土 积分 得 
J fir)plde) {In fly) pldy) + zc) f(y utdy) 
< ff(r) hn fr)par) fdy) + feldr) f fly) hn f(tay). 
有 六 四 六 


注意 到 NA) = 1, 化 简 上 式 即 可 . 


练习 5 
A pai) ff{i, Fu) = 2 2 fi,)) 
全 从 i=]1 了 一 | 


Ce 1 1 
= 和 ( 包 0- 吉 二 页 + 2 0) = 0, 
jt 十 1] 


i=1 jet 
pl) | fC, Dldi) = 5 Yi,)) 
NN 1 1 i=1 
=-3+ (D0tDi- 太 H+)=0 
j=2 < 一 | i 


练习 6 对 连续 可 微 函 数 f: 民 一 民 用 定理 $ 即 可 . 
练习 7 将 所 求 积分 记 为 1 据 Tonelli 定理 得 
1= 了 Jexp(- 2 jdzi = Vm. 
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练习 8 从 式 子 C= {7 E Xldet g'(T) 一 0} 知 CC 是 Borel 集 (事实 上 是 了 ve- 
型 集 ) 且 x EQ 时 ，det r(x) = 0. 据 定 理 5 知 


mg(C)) < J les (mldr) =0. 


练习 9 在 Z 上 ，R(zy) 二 D(zy) > 0 当 且 仅 当 y€ (Qf/2) 人 N(0， 1]. 因此 


1 

J(R(zW + Dlry)drdy= fdr ff (RY) + Dry))dy = 

z 0 (yantod] 
练习 10 构造 点 态 表 近 站 的 可 济 晃 数列 即 可 ,对 任何 整数 i 和 下 整数 %w%， 当 
1 1 < nz 二 计时 ， 命 万 (z 攻 一 fF, 这 分 片 定义 了 可 测 函 数 i: 
民 x 民 一 人. 固定 人 和 y, 取 了 唯一 各 使 各 一 1 nr in. 记 zn 三 各 /mm 出 
0 < zn 一 x < 1/n. 这 样 lim zn 一 了 据 条 件 得 lim f(zn,9) 二 f(z,9), 此 
lim falz,) = f(x,). 


练习 11 作 可 测 集 召 = (= 二 co) 则 HZ E Blv(Ey 1 > 0} = 0. 于 是 
HEY)v(dy) 一 二 {Er)p(dr) = 


从 而 vfy E Yk(BY) > 0} = 0, 即 几乎 所 有 y ET 使 六 ,人 几乎 处 处 有 限 . 
练习 12 函数 『 不 可 积 .这 是 因为 它 的 两 个 二 次 积分 存在 且 不 相等 : 


1 


1 jg2 yy? 
{| (73 Ty 


arctan(1/£) cos 20a0 
/ 


< 
[= 了 
ee 
口 
ee 
时 。 S, 
十 
人 
心 


练习 13 否则 ， 据 积分 的 单调 性 和 定理 1 得 以 下 矛盾 式 子 : 
0.5 > fu(EYYv(dy) = fv(Ey)w(dr) 2 0.5. 
YY 型 
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练习 14 当 {t} 递减 至 t 时 ， 区 间 列 (名 ,+oo] : 及 = 1,2,.…， 递增 罕 区 

间 (#, 十 oo]， 因 此 (中 > 要 ) 递增 识 (|f| > 性 ， 这样 K(f| > 要 } 递增 至 

LL(]f| > 如 . 这 同时 说 明了 Xy 的 递减 性 与 右 连续 性 作 XX x 及 的 可 测 集 
A= {x0) :| >t> 0 

截 口 As = (0,|f(z)P) 而 征 = (|f| > tM?), 其 测度 分 别 是 f(x) 上? 与 

Arftlp), 对 上 用 定理 1 得 下 式 中 第 一 等 式 


{IfPan = J As (tp)dt = f pAs(s)sr™1ds. 
x 0 0 


作 变 量 代 换 t+  s? 得 七 式 中 第 二 等 式 . 

练习 15 提示 ; 记 入 = 二 Xv 则 X(G) 二 A( 吾 ) 正 是 下 式 : 
{rv(Gs)uldr) = fv (Hr)p(dr). 
芝 XX 


练习 16 提示 : 命 f(n,1) 二 十 t, 这 得 Borel 同 构 了 :名 x 10,1) 一 吏 使 
m{f({n} x F) = mF):n eZ,Fe BH,1). 


练习 17 (1) 等 式 {7} = {7Tn(2)} 表明 { 他 } 是 XX 的 Borel 和 集 日 


和 


pz} = 下 mmfm(oj= HE 05=0. 


名 1 


(2) 等 式 下 二 U 门 {1} 表明 下 是 六 的 Borel 集 且 


入 六 ] i 这 入 


uF) 2 1 ui{1}=0. 
也 21 i 
(3) 明显 f 是 双 射 ， 因为 了 五 2 "mn 人 (z] 已 庆 上 可 测 画 数 ， 所 以 f 是 
芍 上 可 测 冰 数 ， 作 末 数 加 : [0,1) 一 {0,1} 使 Bb.(z) 是 z 的 标准 二 进位 
小 数 的 第 nn 位 ， 这 是 Borel 函 孝 使 zn(X) 二 bn(f(X))， 又 .SS 有 个 生成 系 
{rn {ji 二 0,1;n 之 1} 使 


f(r {i}) = (bn =). 


这 是 四 ,1) 的 Borel 集 , 从 桓 了 是 Borel 同 构 . 
设 & 和 是 二 进位 有 限 小 数 使 4 < b, 要 证 jla 所 << 加 二 0 一 a. 取 正 整 
数 吕 和 万 使 5 一 a 二 27", 将 |e,) 平分 成 卡 份 后 可 设 8 一 6 一 2”. 于 是 有 非 
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0 有 即 1 的 数 &i:7Y 和 nn 全 a = 二 0Ha=0.aan_i0 而 b= O00 an_il. 
I 这 样 

(ae 所 < 有 一 Nx! ai) 


及 入 

这 得 jfa 所 了 之 四 二 2-". 十 是 810,1) 上 两 个 全 有 限 测度 m(-) 和 jf-1(-) 
限制 在 环 R{[a, 6)|0 < a < b < 1} 上 相等 ， 据 测度 延 拓 的 唯一 性 知 m(G) = 
Hf 了-1(G) 恒 成 立 ， 

83.4 几 个 积分 不 等 式 
练习 1 因为 m(Z) = 0, 所 以 ||=0. 于 是 | /ce = 0， 
练习 2 当 0<7r<xl 州 = 时， 有 > 门 关 0 从 而 

flys fF NFP) > rp(f| > 7)?. 


(|fl>7) 


于 是 各 flis 之 7. 命 7 一 fll 得 2 lflls > fl. 又 


im lf lls < dim O00 = fl 


b 
练习 3 否则 ， 对 任何 正 整 数 1， 据 有 界 收敛 定理 得 lim /(cosknzx)™dz = 0. 
这 与 83.2 练习 10 了 矛盾. 


练习 4 当 { 五 ，… ,En} 是 关 的 可 测 划 分 且 c1,… ,cn 是 正 数 时 ， 据 数学 分 
析 中 介绍 的 工 Hospital 法 则 得 


In 3 cp 人 局) cnc 已 ) ， 
lim 一 一 -一 一 = lim 一 = (nci)p(E;). 
7 Ea) 
若 以 了 记 简 单 务 数 cox 则 /? 一 FX. 上 式 表明 


sm nlflls = 二 ny 


一 般 地 ， 取 递增 至 了 的 简单 函数 列 (9k) 和 有 递减 至 f 的 简单 函数 列 (hk) 使 
0.1 < gk 而 he < 10. 这 样 Inlgs|p < Inflls < nhxj. 命 p 一 0 得 


lng < lim 1 < lim < {lnhyg. 
f ln gx J ml in, nll; lnk 
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据 单调 收 僵 定理， 命 此 一 co 得 


[nf < lim nlfls < sim, Inlfls < im 
练习 5 提示 : 当 0 <& <5 < 十 00 时 ， 的 
CFED)s CF OF E) 1) = (fA)E. 

练习 6 对 等 式 1 一 ff 也 用 Hilder 不 等 式 即 可 . 
练习 7 可 设 1< p< +oo 且 了 = 0. 取 p 的 共 艺 指数 9, 结论 源 自 下 式 ; 

EA jatl < WA (Pet U 12dt) < (人 2 一 可 引入 | 
练习 8 可 设 1 < p< 十 oo 时 ， 取 史 的 共 斩 数 9 则 

I) < f FH)K (vy) PK (zy) ev(dy) 

< UY Fla) IK Ce, wuldz) et K(z, yu(dr)s. 
由 此 得 j|gjl? ff FEp Ks, yldr)v(dy) = cP|| fls. 
练习 9 按 条 件 得 
lolg = (f Ale wf (law) ) ua 


= f pldz) (f ee) 
Y hl ) 


WA 路 让 


< f pldz) ( ( A hm) 0 


XX 


fn dr) f Pr irl) Alz, 切 地 了 uldz) 


x RE 


cap1 Drv(dy) 一 【67 有 He， 
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练习 10 记 f= 二 XE,, 据 He6prmree 不 等 式 知 (万 ) 依 测度 收 敏 于 了 
nullfn — fe) <J [fn ~— fl/edp. 
据 下 . Risze 定理 ， 有 子 列 (fi,,) 在 某 个 零 测 度 集 天 外 处 收 化 于 f， 当 
2 EX\F HH (f(r) = (2)?) 同时 收 钱 于 f(z) 与 f(z) 这 样 在 针 \ 下 
上 ， 了 要 么 芭 值 0 要 么 芭 值 1. 作 可 测 集 一 {x EX \ FIf(2) = 二 1}, 则 


与 XE 几乎 处 处 相等 , 因为 了 一 (f 一 友 ) 十 抽 ; 所 以 了 是 下 积 函 数 ， 从 而 名 
是 测度 有 限 集 . 


练习 11 必要 性 ， 由 83.2 练习 4 知 lim 一 了 idx = 0， 应 用 本 节 定 理 
Li 
8(2) 而 得 5 的 存在 性 , 


充分 人 性， (让 ) 满足 本 节 定 理 8 中 (1)-(3), 如 在 (1) 中 命 王 = 天 即 可 . 
这 样 〔f) 依 平 均 收敛 ， 其 极限 应 是 六 


练习 12 提示 : 应 用 练习 11. 
练习 13 对 共 轿 指数 ((p 十 1)/p,p 十 1) 用 H6lder 不 等 式 得 
TP x1< (OP (It) = (fhP dn) 
记 cp = 上 B+/Ifilp, 上 式 表 明 cp 之 目 fllp+1. 因为 
f fettdy < fl f hap, 
所 以 cp 笃 | 站 = 可 见 Ji ep 之 ‖fllw 且 ,lim cp < |。 


练习 14 对 共 思 数 对 (1/p, 1/(1 一 p)) 用 Hlder 不 等 式 得 
Nfl = /|fglPlol ?dp 
<(J (lf oh) dy) (ol 7) sadp)! 7 
={f lf gldn)r(f lglsap)!? = ||follsliglla?. 
化 简 上 式 即 可 . 
练习 15 记 7 一 1/p, 而 8 是 7 的 共 示 数 . 于 是 
(fi + ale)? = (二 站 
=sup(b { f/f + b2 { 12) = sup (bifi + b2f2) 
< sup f(b? + )1 (fi + 2)? = 有 i 十 如 腥 ， 


其 中 心 取 遍 使 好 十 本 二 1 的 非 负数 对 , 第 二 等 式 源 自在 计数 测度 空间 ({1, 2}, 皮 ) 
上 对 夫 f 数 对 (r, s) 用 定理 2, 而 不 等 式 源 自在 此 计数 测度 空间 上 对 共 辆 数 对 
(7, 5) 用 Hoelder 不 等 式 . 
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练习 16 提示 : 命 召 = (| 了 | 之 2), 则 {Wedp < /Da 


练习 17 为 证 明 Clarkson 不 等 式 ， 先 导出 几 个 初等 不 等 式 . 设 0 乏 寺 过 1 且 
n 是 下 整数 ， 则 成 立 3 个 以 下 不 等 式 

(5) (p 一 27)t2ne on 4 2nt2" a 2 & py, 

(6) 2(1 + #8)?71 & (1 + tt)? + (1 —#), 

(7) ++ 1 +) 
为 此 当 0 志 ss 所 1 时, 命 f(s) = (p 一 2n)s2? 十 2ns22-? 了 .因为 


f'(s) = 2n(2n 一 p(s Pt 一 son 1) 之 0， 


所 以 f(s) < 了 (1), 此 式 在 二 = s?! 时 即 是 (5) 式 . 当 n 之 1 时， 


(2) _ pp DP- Dp~2n+l) 

2n (2n)! 

现在 (6) 式 与 (7) 式 在 t= 1 时 成 立 , 在 0 区 tt < 1 时， 由 上 式 与 (5) 式 得 
(二)P (+tP+ (1 -tr)/2 


-Sa 


> P~—1\ ,ng Pp—1 Nan- Pb \,2 
一 (2n gH t2m 
{0 ): Ton-1 2n 


fp (p 2n)t2na—2n 十 ont2n4~2n -9g 一 少 
(po 
这 得 (6) 式 . 在 {6) 式 中 以 (1 一 可 /(1 十 旭 代替 +t 得 (7) 式 . 

设 避 与 2 是 复数 ， 则 成 立 以 下 4 个 不 等 式 : 
(8) lu+ ol + lu ol < 20uP + lv}, 
(9) lu t+ ot+le — oh < 2 (ul + ||®), 
(10) 2(luls + v9)? < uv? + vp, 
(11) 277 (lal? + vp) < lu to + lr — oh. 
万 妨 设 0 去 7 芯 1 及 |z|==1 使 vj/tu 二 7z, 则 (8) 相当 于 下 式 


1+rzl+|1— rel & 2(1 十 r2)972. 
记 z 一 2 了 士 V 一 1V] 一 22, 其 中 -1 所 了 所 1 将 上 式 左 端 记 为 elz), 则 
efz) = (十 了 十 278)22 十 (1 二 2 一 2rz)972. 


之 0. 
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可 见 elz) 是 zx 的 侦 汕 数 且 当 0 < z < ] 时 ， 
ef(z] = gr(l + r? + 2rz)/2! 
一 gr 人 十 人 2 一 27rz)902 1 > 0. 
因此 e 在 2 二 土 ] 时 取得 最 大 值 (I 十 7)? 十 (1 一 7)4. 由 此 结合 (7) 式 知 (8) 
式 成 立 ， 由 [1, 十 00) 上 函数 t 忆 #8! 的 下 是 性 得 以 下 不 等 式 : 
(12) (uf?/2 + lo]? 7/2) & (ele + wl D2. 
注意 到 pg 一 p 二 9 并 结合 (8) 式 可 知 (9) 式 成 立 . 在 (8) 式 中 ,以 十 代 符 
纪 而 以 如一 0 代 莹 v0 得 (10) 式 ， 由 (10) 式 和 (12) 式 知 (11) 式 成 立 . 
至 于 人 1) 式 ， 注意 到 用 glp + = liglla， 
lg thls + lg — Als = lg + Rl + le — RIE, 
< 上 lg + hl 十 19 一 5s-i( 此 由 反 向 Minkowski 不 等 式 ) 
<||2(|gP + aA)?P|-1( 此 由 上 面 (8) 式 ) 
=|2°" (lg + Jai 7  ~ 2 人 lg| + 2 天 9 一， 
至 于 (3) 式 ， 注意 到 ||g||8 = gjPlle_1， 
lg + als + ls — aNs = lg + al + ig — Rl?llo-1 
之 |g 十 hl? 十 |9 一 Pie_1( 此 由 Minkowski 不 等 式 ) 
之 |2(|gl 十 a9? 有 -1( 此 由 (10) 式 ) 
=2||jgls + 加 2 本 -一 2 人 lg + all2)e™!. 
最 后 在 (9) 式 与 (11) 式 中 命 取 = g(x) 而 v = 有 h(x) 并 积分 得 (4) 式 与 (2) 式 . 
练习 18 (1) 任 取 5 中 冶 列 {EE,), 则 
(El \ Ea) 门 = (EN Xi) \ (Ea 门 芭 i] E Si, 
( () E.) 门 大; 二 局 (En NM Xi) E Si. 
Nn 六 1 nn 六] 


因为 人 纠 (Bi \ EE2) 站 Xi 天 名} 是 可 数 集 {Bn Xi 关 必 } 的 子 集 (自然 可 数 ) 
{|( U En) 门 下 关 六 } 是 可 数 集 U file 站 区; 天 所] 的 子 集 (也 可 数 )， 
从 而 S 对 差 运算 和 可 列 并 运算 封闭 

当 S 是 代数 时 ， 关 站 Xi 二 了 XE 5i 且 J 了 = 人 XXXi 关 名 ), 从 出 J 了 是 
可 数 集 ， 反之 , 对 任何 ieE J, 有关 站; 二 YE 6i. 从 而 革 在 5S 中 . 
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(2) 明显 ARCG = 二 0 且 AI 瑟 ) 之 0. 现 设 吾 有 可 测 划 分 {Ens}, 则 
HE)= 2 WENX)= » 2 HilEnN Xi) 
EJ iEJ nl 
一 >» 2 Hi( En NM Xi) 一 2 A(En). 

1iEJ nl 
因此 只 是 测度 . 它 a- 有 限时 ， 每 个 EE € Si 有 测度 有 限 划分 {}. 因此 到 
都 在 5;, 这 样 jii 都 是 0- 有 限 的 . 反之 ， 每 个 五 E @ 对 应 J 的 一 个 可 数 子 集 
1 和 € 6 使 吾 = | Bi. 每 个 EB; 是 5; 中 一 个 测度 有 限 集 列 (Eni) 所 要 

zET 


次， 这 样 Eni ; 7 之 1,2 E 了 是 可 列 个 测度 有 限 集 ， 它 们 覆盖 五. 


(3) 提 示 ; 充 要 条 件 源 自 限制 和 黏 接 保持 可 测 性 ， 要 证 的 两 个 等 式 源 自 逐 项 积 
分 和 和 中 零 集 都 形 如 UD Ei, 其 中 Bi 是 XX; 的 零 集 . 
4E 


练习 19 对 于 正 整数 m， 作 可 测 集 Br = (n 一 1 | 下 < nn)， 作 可 数 集 
7 二 {nia(Bn) 天生 和 码 上 非 负 可 测 责 数 9 = 2 XE 二 KLEn), 则 等 式 
ne 


二 gd = 2 和 题目 条 件 表明 .了 是 有 限 集 ， 于 是 有 正 整数 ! 使 m > 『 时 ， 

jE。) 一 0. 这 表明 || 从 而 本 性 有 界 ， 命 V 二 C\Y, 其 中 
Y={yeClvr >0:4( O00,r)) > 0}. 

可 见 ，Y 所 人 W 当 且 仅 当 有 7 > 0 使 jp(f7 iO(y,7)) = 0. 此 时 当 z € O(y,7) 

时 ，J(f710(y,7 一 |y 一 2z)) = 0. 可 见 O(y,7) CV. 从 而 让 是 开 集 . 这 样 了 


是 闭 集 ， 其 有 界 性 源 自 不 等 式 了 C {y : |y| 二 上 fso}, 从 而 是 紧 集 ， 取 可 列 
个 这 种 开 圆 盘 O(3,7k) :之 1 覆盖 VV. 据 等 式 11(V) = IO ry) 
知 上 IF)) = 0. 

任 取 yeEY 命 已 = 六 {yj 当 z € 本 时 , 合 gy(z) =0 当 
ZEXANB 时 , 命 9y(7) 二 (f(x) 一 切 ”… 这 得 本 性 有 界 沙 数 gy : 六 一 C. 
命 7y = (jgyloo 十 1), 则 几乎 所 有 ze Es 使 |f(z) 一 让 下 区 71. 命 

= {zeCl0<|z—y<ry), 
则 gf-7(Wy) = 0. 因为 {0O(y,ry)|y EY} 是 的 开 村 盖 , 可 取 其 有 限 子 覆盖 
{Ory)y & 下}, 所 以 据 原 像 保 持 并 运算 知 {FtV),Ufi(V)y ee 
是 基 的 可 测 覆盖 . 因为 APJU U TFI EE 下) = 0, 所 以 了 与 
YEPF 


简单 函数 5 yxE, 几乎 处 处 相等 . 
yeEF 
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练习 20 (1) 命 站 = | 用 /了 即 可 (人 当 0<r<|Hlw 时 取 必 放 > 门 可 测 
子 集 妃 使 0< HA 本 < 上 +oo. 命 9==XE/4(E), 则 loi 一 1 a lofl 之 
命 7 一 fl|w 即 可 . 


练习 21 当 || fp, 有 限时 且 pl < p< pz 时 ， 据 插值 不 等 式 得 
上 所 If lly, YY alps < 十 Do， 
车 命 百 = {4 :中 flls < 十 co}, 则 pi,p2] C EE. 据 81.4 例 2 知已 是 区 间 - 


83.5 仿 参 变量 积分 


练习 1 (TD) 命 吕 同 例 1. 命 70 二 min{d(z,R"\U)lz EK). 当 0 <r<rof3 
时 ， 作 开 集 六 = {zla(zx, 下 ) < 个 与 紧 集 4 二 {ZIG(Z 天) & 27}. 显然 


KCVCACU. 
命 9 = Xv * pr, 它 是 光 少 函数 上 且 0 所 9 所 1. 现在 
g(r)= f xv(z— pr dy. 


ly|<r 


任意 固定 |y| < 7， 首先 ， |ad(x, KE) 一 d(x —y,E)g|y. 当 x EK WH, 
dfz —y,K) < |v; 从 而 Xv(z 一 切 = 二 1 这 样 g(X) = 二 1 当 X 攻 4 时 ， 


dl — y,K)Z dr,K)— ly >r. 


于 是 Xv(z 一 委 二 0. 从 而 9g( 胡 = 0. 这 说 明 (9 去 中 CA4CcU. 

(2) 据 83.4 定理 4, 可 设 了 是 a, 的 特征 函数 ， 据 正则 性 ， 9 中 有 紧 集 
下 和 开 集 歼 便 天 Ga 昌 ET 且 mA R)< minfep ,sp 命 9 同 (1)， 
则 go 一 了 所 Xxang: 于 是 p&p 时 {ls — flp < 

(3) 命 74 = min{d(z,R*\ lz € 4 当 0 <r7 < 74/2 时 , 命 
VW = 二 {zld(z, 他 <7]}, 作 上 0 中 紧 集 B== {zld(zx,4) < 27). 任 取 TE Vi. 当 
| 太 <r 时 zw 一 在 B 中. 这 样 了 *er(z) 只 与 了 在 上 的 函数 值 有 关 

f * prfz)] = | fr — WPr(y)dy. 
[ly[<r 

因此 了 # er 在 开 集 WW 上 有 意义 . 将 f 在 B 外 重新 定义 为 0 后 , 可 设 了 是 到" 
上 Pp 方 可 积 蛆 数 . 所 定理 4 知 


lim lf * pr — fllpa < tim llf * pr ~ fllp =0. 


据 性 质 3(7) 知 6° (f* pr) = 了 * 0 从 而 了 * pr 光滑 . 
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练习 2 因为 gfz) = /exp(27V>Tz .f(y 二)dus 此 式 中 以 y 一 代 欧 
y 并 据 Lebesgue 积分 的 平移 不 变性 得 
gz) = f exp(~2rV -I (yD)f (ydy. 
此 即 exp{2rv 一 lz . w)f(z). 
练习 3 注意 到 下 式 即 可 
f exp(—2rV -lz f(r Yay 
= [exp(—27v—1r.72)f(z)| det 7ldz 
=|det7| f exp(—27V IrTz ‘2)f(z)dz. 
练习 4 据 积分 的 定义 可 设 之 0. 于 是 
/A fy, = 三 1 dt< +oo 


nlte 


Ln) 


它 的 通 项 便 几 乎 处 处 下 近 0. 


练习 5 5 0) 据 内 正则 性 ， 可 设 五 和 是 Lebesgue 测度 非 零 的 紧 集 ， 作 卷 积 
= 二 XE*XF. 车 不 在 芋 十 五 中 ， 则 
tEEr—t¢r 
XxXF(T 一 站 一 人 全 f{7) = 
注意 到 |/ = ||Xe 提 | 它 为 正 ， 由 上 面 的 结论 知 
{(f AAODCE+FCG. 
据 性 质 3 知 一致 连续 ， 从 而 (了 关 0) 是 非 空 开 集 . 
(2) 命 旦 和 下部 是 Cantor 集 ，81.5 练 习 15 已 说 明 互 十 五 = [0, 引 , 它 
包含 开 集 (0, 1). 
练习 6 当 9 是 区 间 (fa, 旭 的 特征 函数 时 ， 取 (bz 一 az]/T 的 整数 部 分 大, 则 
br—T—ar k pz 一 0 十 于 


Ty Tr Tx ’ 
十 Be b bz 
了 gp (ray = 三 wzg)ogy = = 了 (ay 
_ 太 工 十 直 卫 Way 


p(y) kT 
dy = 一 
, yt 实 


十 二 
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、 . k ob-a ， 
因为 J < ooT/z 县 全 一直 所 


i = 
lm, 了 9 PY) dy = { gly)ay. 
因此 当 9 是 相对 于 有 R1 的 简单 函数 时 ， 上 式 成 立 , 在 了 可 积 时 ， 记 
-一 I 
pf) = lm | Jatwlry) — A)fy) dy. 


ctoo 
当 E > 0 时 ， 取 如 上 的 简单 函数 9 使 上 一 串 1 < 则 
Pf) < plf — 9) + pg) 
(1 + iT — gh < ce 
其 中 c 是 只 与 了 和 工 有 关 的 常数 命 e 一 0 得 w(f) 二 0. 

先 命 bz) = |sin zl, 则 由 是 周期 为 x 的 有 界 连 续 函 数 使 如 (z)dx = 2. 
对 此 VW 用 上 面 的 结论 可 得 83.4 例 2. 最 后 命 多 (z) 一 exp(+2r VIzy), 则 沈 
是 周期 为 | 的 有 界 连 续 函 数 使 1 (zjgz 二 0. 对 此 区 用 上 面 的 结论 可 得 一 维 
情形 的 Riemann-Lebesgue 引 理 


练习 7 否则, 命 p 同 例 1 当 7> 0 时， 命 or(z] = 广 9(). 这 得 卷 积 的 近 
似 单位 《prjr>of 吕 定理 4 使 |z| > 7 时 wr({z) = 0, 于 是 


lim |lpr ~ elli = lim lex* pr — elli = 0. 
r—D 一 


据 Me6pImes 不 等 式 知 (4pr)x>o 依 测度 逼近 e, 于 是 有 严格 递减 至 0 的 数列 
(rk) 使 (Pr ) 几乎 处 处 逼近 Ee. 

当 |z| > 各 且 工 > 大 时 ， pr (x) = 0. 这 样 使 [x| > rk 的 几乎 所 有 z 使 
ef(z) 一 0 因为 ,lim rk 二 0, 所 以 e 几乎 处 处 为 零 ， 于 是 对 所 有 紧 支 撑 的 光滑 
函数 了 成 立 ex f 二 0, 齐 盾 . 


b 
练习 8 注意 到 f(x) = [ exp(2xV 二 lzy)dy. 由 Newton-Leibniz 公式 得 


flz) = rb Vexp VIr(o + b)o)), 
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以 (r,s] 代替 (a, 避 知 /了 3 是 可 积 活 数 ， 它 的 虚 部 是 奇 函 数 ， 因 此 
rsinnb—a)rsinn(s—r)rcos(r(a +b—r— ss)z) 
1 =/ (rr)? 
=/ [sinT 亿 一)z + lsinr(o — s}2]? 
2fTz)2 
J [sip 和 但 一 sz 十 [sinrfe — 7)z]? 
2(TZ)2 
一 必 一 引 一 la 一 | 十 上 一 中 十 1 一 
bsle tb tll jy 
练习 9 提示 : 将 了 在 天 外 补充 定 文 为 0 后 可 设 了 是 有" 上 的 Lebesgue 可 
积 图 数 ， 对 其 用 Riemann-Lebesgue 引 理 即 可 . 
练习 10 提示 : 命 人 SS 二 SLX x5 则 SS CR*. 用 83.4 定理 4. 


缠 习 11 提示 : 当 9 :及 ”CC 是 形 如 91 久 -… 岛 gn 的 靖 数 时 (其 中 9; 都 是 
民 下 的 Lebesgue 可 积 函 数 使 g(x) = gq (x1) :gn (zn))， 


人 lz) = 而 (zi) … 名 (zn). 


据 练习 10, 对 一 般 Lebesgue 可 积 沙 数 了 : 及 ”一 CC 和 <E > 0, 有 上 述 形 式 
的 9 的 线性 组 合 hh 使 jf 一 il < 2. 最 后 利用 dn, h(2) = 0 和 的 任意 


性 . 


dz 


ax 


84.1 有 有 界 变 差 函 数 


练习 1 要 证 等 式 两 边 记 为 YY 和 也. 当 无 界 时 ,vy = Ww 二 十 co. 现 设 了 有 界 . 
对 于 < > 0, 在 [zp-1, Zk] 中 取 两 点 Yr 与 纹 使 w 所 |f(25) 一 了 yw) 十 Ejn. 
于 是 @ = 也 U tz 交工 nj} 是 [a, 的 一 个 分 点 组 使 


由 此 得 名 所 记 扩 v0 十 5E. 命 6 一 0 得 也 二 
练习 2 记 c= sup jz 外 对 于 分 点 组 PP : zo < < zn， 
让 芝 宙 近 


ja 一 Ac = | fF (i) (zi ~ Zi)| & czi — zi-1). 
将 上 式 关 于 求 和 得 WV(f, PP) clb 一 如. 因而 是 有 界 变 着 函数 . 
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练习 3 作 变 景 代 换 上 呈 sx 得 g(x) = 了 (sz)jds. 于 是 


|f {szi) — f(sri-1)ds 


练习 4 显然 a 是 递减 函数 而 了 是 递增 函数 . 对 于 > 0, 取 5>0 使 0 < 
ze — ZX1 < 和 9 时, |f (zi1) 一 了 [zzjj < E, 于 是 
Blr2) = 有 zi)Y max{f (WIz1 & Y & x2} 
PIT) Yv (fe) + e) & B(x1) + Ee. 
这 样 Btzaj 一 B{ZX1) < cs, 从 而 有 一 致 连续 .同样 a 也 一 致 连续 . 
练习 5 (1) 源 自 Z1 < Yo < X22 时，Ay(z1,z0) 0 Ap(ro, to). 

仿 (1) 得 (2)，(3) 取 实 数 7 和 ss 使 D f(z0) <r<0 有 上 且 0<s< 

D+ 了 (xo); 则 有 4 >0 使 <zo 一 21<5 且 0<z3 一 20<0 时 ， 
入 ff2120) <r< < 和 ffzay20). 
由 此 得 {21) > f(zo) 且 了 (22) > 了 (Xo0), 从 而 zo 为 严格 极 小 值 点 . 

(4) 浸 是 f 的 严格 极 小 点 时 ， 取 有 理 数 ae 和 bs 司 x 为 了 在 开 区 间 
(gaz; bs) 上 的 严格 最 小 值 点 . 不 同 的 z 对 应 的 开 区 间 (az, bz) 不 同 . 这 些 区 间 有 
可 数 个 . 

(5) 命 所 (27) = A(z) 一 ?zx, 则 

(Df<r<Drf)=(D Ff <0< D+rf) 
(Df < Dr+f)= UP <0< Dj). 
Te 


据 (3) 和 (4) 知 (D 了 < D+ 了 ) 可 数 . 同样 (D+f < DD- 玫 ) 可 数 . 


练习 6 因为 了 分 别 在 [0,1) 与 (1,2] 内 单调 ， 所 以 了 在 这 两 个 区 间 的 全 变 差分 
别 是 1 与 3. 注意 到 | 了 (1) 一 了 (1 一 ==10 且 |f(14) 一 了 (1)| = 9, 所 以 了 在 
[0, 2] 内 的 全 变 差 是 1 十 10 十 9 十 3 即 23. 


练习 了 当 三 :zxzo 芝 :<zn 取 亡 a, 日 的 分 点 组 时 ， (PP): (zo) < … 苹 
flzn) 取 遍 [c, qd] 的 分 点 组 . 注意 到 VY (gf, 了) 二 Vlg, 了 (PP)) 即 可 


5 
练习 8 注意 审 exp(v 一 1f) 与 了 的 全 变 差 一 致 ， 这 得 (1). (2) 因为 1/lg| 有 
界 变 差 ， 所 以 exp(V 一 1P) = 8/|8| 有 界 变 差 这样 有 界 变 差 . 
练习 9 注意 到 sin 在 区 间 [0, /中 递增 而 在 区 间 [nr/2,7] 上 递减 ， 有 


sinzTi:0 和 Te 3 
(V sin) (2) = 


. Tt 
和 一 SIT: 一 安 革 扩 T. 


2 
现在 sin 的 下 负 变 关机 数 9+ (2) = 3((V sin)(z) 士 sin zj), 也 


sinr:0az 2 
9g+(7) = 
1: Sr 


人 


练习 10 可 设 了 递增 ,于 是 9 也 递增 , 设 0 <t<1. 
(4 如 果 了 > zo; 则 f(z) gl2) 区 十 tz 一 Zo0)). 命 一 0 二 ,得 


flrot) & g(xo+) & f(zot). 


这 样 gfzo 二 ) = f(zo+) = 9fzo)) 从 而 了 在 xo 有 连续. 
(5) 如 果 了 < xo, 则 f(z) 和 gz) 和 & f(z 十 太 z0 一 少 )). 命 才 一 zo 一 ,得 
f(x0—) & 9(m0—) & f(ro—). 
(2) 必要 性 : 由 (4) 和 (5) 得 g(xo 土 ) = f (Xo), 即 9 在 zo 连续 . 
充分 性 ， 由 (4) 和 (5) 知 f(xo 土 ) = 9g(X0), 序 了 在 xo 连续 . 
(3) 设 0<t<1, 据 (2) 和 (4}) 及 (5) 得 
f(z) — fto) ~ g(r)— g(xo) 
0 go ~ ro 
f(z +t(z — x0))} — fro) . 
“rem 
工 一 0 守 一 工 0 
f(x + tro — 72)) — flro) 
> -rm) 


KH 
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先 命 了 一 Zo 十, 再 命 2 一 Xo 一 得 以 下 4 组 不 等 式 ; 

D+flro) & Dirg(ro) & Dr f(ro) (ll +), 

DT f(zo) & Dig(zo) & DT f(zo)(l +), 

D_flxo) & Dgltro) & D+flro)(l ~—t), 

D fizo) & D g(r0) & DD” f(zo}t1 —t). 
命 t 一 0 得 Drf(z0) = Dagfzo) 有 D+ f(z0) = D*g(r0). 
练习 11 (1) 当 0 < y < 1 时 ，sinz 二 y 在 [0,7] 上 有 两 个 解 , 因此 x(%) = 2. 
当 Y 二 1 时 ，sinz = 二 yy 在 [0,7] 有- -个 解 , 因此 X(1) = 二 1 当 y <0 或 y>>1 
时 ，X( 切 = 0. 于 是 


fx(Way= 2dy=2， 
要 {0,1) 


据 定 理 4 知 sin zx 看 加 ,7] 的 全 变 差 是 2. 
(2) 函数 tt expfv 一 1 与 t 避 tt 在 则 ,27] .上 有 相间 的 全 变 差 27. 
(3) 函数 t+ exp(V 一 1sint) 与 sint 在 [0, 2w] 上 有 相同 的 全 变 差 2. 
(4) 酒 数 In 在 [1, 100| 的 爹 变 差 是 Ih100 一 in1 = 21n10. 


练习 12 必要 性 : 命 glz) = Vf 即 可 ， 充 分 性 是 显然 的 . 


练习 13 设 a<c<b 当 a<r<cHn1/0-c) 时 , 命 f(z) = 
n(f(z+1fn) 一 了 2)), 则 在 区 间 (a,c) 上 连续 函数 列 { 户 ) 通 近 产 . 据 Lagrange 
中 值 定理 ，【 户 ) 一 至 有 界 . 据 有 界 收 敛 定 理 得 


im 了 tejaz = flr)dz. 
开 式 左边 为 f(c) 一 f(a). 最 后 命 c 一 了 即 可 . 
练习 14 (1) 对 于 >0, 命 t=c 十 s, 命 "二 2-". 作 瑟 的 子 集 
FE.= {rEE:|lzs|<rn = g(r+i+2) — g(r)| tlzl}. 


取 (a,b) 中 覆盖 二, 的 开 集 Cn 使 Un < |j 瑟 和 十 E. 

将 Cn 的 长 度 不 小 于 rn 的 构成 区 间 平 分 多 份 并 从 五 中 去 了 可 数 个 点 (这 不 
影响 和 引 五 ) 的 外 测度 ) 后 ， 可 设 Us 的 每 个 构成 区 间 .的 长 度 |J < rn. 
当 Ty EEn 门 J 时， |g(y) 一 g(x)| 所 tJ 由 此 得 下 式 


lg(Enh < 2 lg(En NT 
&t 2 1 < tlEnl + e). 
J 
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注意 到 (EB,) 递增 至 了 而 (9(Bn)) 递增 至 g( 畏 ), 据 外 测度 的 下 连续 性 对 上 式 
取 极 限 得 |9( 二 jf 所 t(|Elf 十 2). 最 后 命 < 一 0 即 可 . 
(2) 对 于 正 整 数 n, 作 可 测 集 EB = 二 五 (ns 一 e < |g'| <ne). 据 (1) 得 


| 交配 & nelEnli < 中 19 区 | + elEnh. 


因为 {En} 是 吾 的 可 测 划分 而 {9(En)} 覆盖 g(E), 由 上 式 得 
A 


最 后 命 = 一 0 即 可 . 
练习 15 无 妨 设 了 是 实 值 函数 ， 了 在 zo 的 左右 极限 都 存在 且 有 限 . 当 E > 0 
时 ， 取 Ti > To 使 x0 二 训 < 了 1 时 ， [F(z) 一 产 (zo 十 ) < 据 中 值 定理 ， 当 
To 区 人 芝 wl 时 ， 在 zo 和 工 之 间 有 个 z 使 
f(x) — flx0) = fF {(2)(T ~ To) 
-| 加 = 


4 
一 EE, 
To - fleot) a 


可 见 产 (zo) = 了 (zo 十 ). 同样 可 得 f(x) = 了 (xo 一 )， 
练习 16 只 证 明 必要 性 . 这 源 自 下 式 : WW < 之 时， 


0 
< 人 9- -i e110 pel ee 
< -pol+ 人 - 各 -yo 


练习 17 只 证 明 (1). 将 题 中 级 数 记 为 ,FLz)}. 到 与 > 有 关 的 唯一 整数 cn 使 


1 1 


命 yn = (cn 一 /bY 及 z= 二 (cn 十 0.5)/b™, 记 
nC—1 


Sn = 2 a'(cosbinzn — cosb'nyn), 


i=—D 


Co - 9 
Rn = 2 a'(cosbinz, — cosbinyn). 


4 二 i 
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显然 Vs <z< 知 且 lim (zn ~ yn) =0. 当 卫 季风 时 ， cosDixzn = 二 0 且 


cosbinxyn = cosb (en — 1) = —(—1)™ 
. oar le 
有 = 了 al = 人 


Ce 
据 |cosz 一 cos 名 过 |Z 一 名 得 
[Sn| & 27 (ap T(zn — Yn) 


名 


(一 (ab ~ 1) 
ab—1 
2(¢n — Yn)(a"b™ — 1) 
3(a— 1) 


其 中 最 后 不 等 式 源 自 ob 一 1 > 27(1 一 oj， 据 上 而 的 不 等 式 得 
fizn) — flyn) _ 2{—1) ap 2anb™ 一 2 


2 一 3 一 o Ton Ba 
1 一 
其 中 | 人 | < 生计 全 <1. 命名 二 (cn 一 0.5) 78 和 71n 一 [cn 十 1) 7b", 则 
én) ~ Fm) _ 2 Deonbn + Xuanbr — A) 
En rm 3ta- 1) 
其 中 |Xn| < ce 多 < 1. 如 果 有 无 限 项 cn 是 偶数 ， 则 
J fn — f(zn) = +00, lim flén) — frmn) = —o0; 
Too Yn 一 Zr nO0 én — Th, 
如 果 有 无 限 项 cn 是 奇数 ， 则 
lim f(yn) — f(zn) = —00, Tm Fén) — fm) = +o0. 
多 一 oo Vn 一 Zn Roo En 一 Tn 


总 之 了 在 之 不 可 微 . 


练习 18 必要 性 ， 对 任何 z E 了 由 从 jy(z,2) 之 0 取 下 极限 得 (Df)(x) 寡 吕 . 
充分 性 ， 否则 , 有 a,b ET 使 a <bH fla) > f(b0). 取 s>0 使 

sb —a) < al) 一 RD 命 vz) = f(z)+ sz Rh 及 c= (ot 

vb) < v(a). 当 v(e) < afa) 时 , 命 [Qi1,t1] = [a, ej; 否则 , 命 lai, Dy] = [ec 可- 
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这 得 (B11) < v(a1). 如 此 下 去 , 得 长 度 趋 向 零 的 闭 区 间 套 {en, Bnj} 使 v(bx) < 
v(an). 取 {[an; brn]} 的 公共 交点 Zo， 如果 (bw) < y(20), 命 zn = 二 bn; 否则 
命 zn = en. 这 得 逼近 zo 的 数列 (zn) 使 (v(xn) 一 Vz0))/ (zn 一 xX0) < 0. 
这 与 Dv 之 8 牙 盾 . 

此 时 ， 设 了 不 严格 递增 , 则 有 a,b E 了 工 使 w <<5 且 f(a) = f(b), 丁 是 
了 在 区 间 [a, 8] 内 是 常数 ,这样 (万 六 = 利 含 长 度 非 零 的 区 间 (a,. 反之 ,. 着 
(万 /= 0) 含 一 个 长 度 非 零 的 区 间 (6, 了 ), 则 @ < 二 所 时 ， 


0 < (DAs) < (BH)(z) =0. 
这 得 f(z) = 0. 于 是 了 在 (4, 站 内 是 常数 ， 从 而 了 不 严格 递增 


练习 19 任 取 包 含 1(E) 且 构 成 区 间 (ci, di) 都 与 f(Z) 相交 的 开 集 WV, 区 癌 
了 (ci, Gi) 的 左 瘦 点 a; 各 端点 刀 满足 c; 所 J | 十 ) 且 f(8; 一 ) 所 di, 于 是 


Alt dt <2 了 人 


中 《ai b,) 


< HDB) fait)) < IVh. 
据 Lebesgue 测度 的 正则 性 ， 命 |V|1 一 | (EB)|1 即 可 . 
在 瑟 C(D_f < 十 00) 时 ， 对 于 > 0, 作 Borel 集 
E, = Ene—e< Df <ne). 
集 列 (i) 无 交 并 为 EB, 据 Dini 导数 的 性 质 得 下 式 中 第 二 不 等 式 


| 大 本) & HB, 所 三 rel 可 ni 
< [ (D_f() + edt = /ft jdt + elEli. 


他 一 1 FE, 
最 后 命 = 一 0 并 结合 前 面 的 不 等 式 即 可 . 


练习 20 否则， (a, 引 中 有 两 点 zl 和 za 使 zl < za 且 f(z) > f(x2). 命 
= (fei 一 f(z2))/2. 设 0< ctra 一 2 牵 并 命 


9g(z] 一 (zl — f(z) — elzx — £1). 


算得 g(X1) = 0 且 g(%2) > gd, 从 而 (21;z2) 中 有 个 点 z 使 g(z) = d. 此 种 z 
的 上 确 界 记 为 fc, 则 ge) = d 且 i <n < za 时 ，8(7) > g(&c). 于 是 


0 < Dglte) 一 -D+f(é.) 一 上 上- 
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这 样 刀 + ffE 一 c, 从 而 总 在 (D+y < 0) 中， 
不 局 的 c 对 应 不 同 的 上. 为 此 设 E = 和 则 ci = co 源 自 下 两 式 : 
fz1) fléec,) 一 cilée, — x1) 一 a, 
f(x1) 一 oo) 一 ce — 21) = a. 


这 样 (D+ 了 <0) 包含 一 个 连续 统 {&.10 < e < df(z2 一 31)}, 牙 盾 . 

为 证 后 一 个 结论 , 命 f{7) = -hh( 一 2), 这 得 连续 函数 f : (一 b, 一 a) 一 民 
使 (D+ 有 (zw) = (D A(z). 于 是 (D+ < 0) 不 具 连 续 势 ， 从 而 f 递增 这 
即 h 递增 


练习 21 命 gz) = Fe) 一 2 则 了 19 = Dt 了 一 p 之 0. 据 练习 20 知 9 是 
递增 函数 .这样 9(z) < gz 此 即 pz 一 pr f(z) 一 Fo)， 

同样 从 f(x) 一 gz 的 递减 性 得 gz -gr 之 fz") f(x)}. 
练习 22 对 任意 E>0, 取 5>0 使 这- 一 zol 过 5 时 

Dtf(wo) 一 ED cz <D+1fzo)+E， 
据 练习 21 知 |D 主 f(xo) - D+j(zoj| < <. 可见 D¥ f(zo) = D+ f(zo). 
练习 23 结论 源 自 Denjoy-Young-Saks 定理 . 
练习 24 先 设 (Dt 了 对 0) 不 具有 连续 势 . 藻 上 不 为 常数 ， 风 有 ec 使 
p= fo) — fla) #0. 
可 设 p>0. 当 0<g<p 及 0 <<< 人 急 一 候 /(e 一 4a) 时 ， 作 连续 函数 
hp{(z) = fr) — fla) ~ kz — 6). 
因为 hi(&) 二 0 且 hx(c) > gq, 据 hx 的 连续 性 得 zh 使 hs(zk) = 9 且 当 
ZzZ> 寻 时 ，hx(2) 之 gq. 于 是 (DtThy}(zx) 宕 0. 此 即 (D+ 了 )(zx) 2 下. 

当 zpo 三 Zk 二 时 ， hg(z) 二 9 二 Jio(2). 这 得 (% 一 ko)(z 一 a)=0. 
于 是 此 二 jeo. 国 为 天 在 一 个 区 疝 肉 变化， 这 样 的 zk 全 体 具 有 连续 势 . 了 矛盾， 从 
而 了 是 常数 函数 . 

设 (了 + 关山 不 具有 连续 势 ， 这 相当 于 (D+( 一 了 关 站 不 具有 连续 
势 . 由 以 上 结论 知 一 上 是 常数 臣 数 . 设 (了 -了 关 0) 不 具有 连续 势 ， 这 相当 于 
(Dtg 关 0) 不 具有 连续 势 ， 其 中 g(x) = f( 一 x)， 由 上 而 结论 知 9 是 常数 函 
数 . 设 (万 -了 关 晶 ) 不 具有 连续 势 ， 这 相当 于 (Dth 关 0 不 具有 连续 势 ， 其 中 
h(xz) = 一 f( 一 2). 由 上 面 结论 知 有 是 常数 函数 . 

总 之 ， 在 每 一 种 情形 下 ， 了 都 是 常数 耳 数 . 
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练习 25 当 a 所 Xxo < 有 E>0 时 , 取 #>0 使 0<x--xo<6 时 


pte < -Ld prjto te 


这 样 im f(z) > f(zo) §. lim, (2) 二 f(z0). 于 是 了 在 zo 右 连 续 . 同 
样 当 a < zo 二 5 了 时， 了 在 zo 在 连 续 . 


练习 26 只 证 明 充分 性 ， 取 常 数 c 使 |Dzf| < c. 据 练习 25 知 了 连续， 据 练 
习 21 知之 zz 时，|/{z) 一 了 (2z)| 所 clz 一 Z| 庆 这 了 是 Lipschtiz 琐 数 . 


练习 27 仅 证 明 充 分 福 ， 当 a xo < 上 时 ， 任 取 正 整数 n, 设 
6 


太一 0 之 一， 
nt 


十 1 
这 即 n(x 一 X60) < 之 6, 从 而 nr ) 一 了 (zo)| < 之 2. 可 见 车 命 c = 二 /5, 则 
|f (2) ~ fro)| < (rt De 
TT— Xo n{r — zo) n 
先 命 一 Xo 十 , 再 命 nn 一 o0 得 | 了 (xo)| 所 c. 同样 当 @ < zwo 所 了 时 ， 
1D f(zo)| 所 c. 据 练 习 26 知 了 是 Lipschtiz 函数 . 


84.2 终 对 连续 函数 


练习 1 当 有 界 变 差 时 ， 0+) 存在 . 这 表明 a > 0, 此 时 了 连续 (从 而 
的 全 变 差 画 数 也 连续 ) 当 0 < a < 1 时 ，j 在 [a,1| 上 连续 可 微 (从 而 在 [a,11 
上 绝对 连续 )， 于 是 


1 

Vf= sup Vf= = sp Ji (2)|gz， 
站 Qeacl a 

国 为 f(z) 二 tr 人 1 gin(1/7) 一 912cos(1/x) 且 函 数 mtz 1sinf1/z) 在 

(0, 上 关于 Lebesgue 测度 可 积 ， 所 以 疡 可 积 当 且 仅 当 % > zt? cos(1/2) 

在 {0,1| 上 可 积 当 且 仅 当 t 一 2 > 一 1 当 且 仅 当 +> 1. 这 样子 有 界 变 差 当 且 仅 

当世 > 1. 


练习 2 命 9(t) =t 十 V1ltsin(1/t), 则 工 是 9g 确定 的 参数 曲线 ,其 长 度 是 g 
的 全 变 差 ， 据 练习 1 知 g 的 虚 部 是 无 界 变 差 函 数 ， 这 样 上 不 可 求 长 . 
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练习 3 可 设 f 递增 , 当 @a < z 656 时, 据 $4.1 定理 8 得 
f f(adt < fz) -Fa 


& 
bp 


/ Fat < F060) — fz). 
上 两 式 权 加 后 得 等 式 ， 从 而 上 面 两 个 不 等 式 都 为 等 式 . 于 是 了 是 其 导 聘 数 的 不 定 
积分 ， 从 而 六 绝对 连续 . 
练习 4 据 Fubini 和 定理， f= i 这 个 级 数 中 的 项 都 是 非 负 的 ， 因此 


还 


{f(Dat = BAW 


a 


= 2 (fx(7) — fe(0)) = AP - fla). 
| 


这 表明 了 是 其 导 清 数 的 不 定 积分 ， 从 而 三 绝对 连续 ， 
练习 5 提示 : 取 和 常数 c 恒 使 |g(x) 一 9(2)| < cjz 一 z|. 考察 下 式 
2 9f bi) — 9f ad)| & e216i) — faa)l. 
练习 6 可 没 了 是 实 值 隙 数 . 记 ci = 二 bi 一 0 而 di; = f(bi) 一 f(a:). 
0 ) 坟 (2): 任 取 了 的 有 限 子 集 下 , 命 f= {ie 下 | 土 d; > 人 0, 则 
> (bia)<d| YY dl<e 
i 


EF 
ST Td 7 de<2e. 
ieF 论 忆 | tiEE 
当 下 取 这 了 的 有 限 子 集 后 ， | 中 | < 2e. 注意 到 < 的 任意 性 即 可 
(2) 坟 (3): 紧 集 [ai, bj x oi 上 连续 函数 (7X， 是 |F(z) 一 f(z 站 能 
取 到 最 大 值 ， 从 而 有 al, 刀 € [aisb] 使 wi 二 | 了 (51) 一 f(a)|. 无 妨 设 < 
注意 到 汪 ( 以 - al) < 5 结论 得 证 . 
YE 了 
(3 全 (与 (4 地 (1) 是 显然 的 
(2) 过 (4): 取 正 整数 上 使 后 一 6 < 和 ci < 6. 将 (os 站] 等 分 成 个 子 
区 间 (az 053],7 二 1,… ,k, 则 
和 nn 
Dl < > > lasl «ke. 


了 一 1 3 一 二 
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练习 7 了 易 证 (1 全 外) 守 (3) 夺 (4 (4) 地 (1): 当 t> 0 时 , 命 天 (2 = 二 了 (x1 十 
te?. TT 是 (Dhe)(z) = (DA (rT) + 2tz HL (DR) x) = (DF) (2) + 2tr, 
rT <YNH (Dh) < (Dh). 
因为 li ht 三 f, 说 明 hi 都 下 凸 即 证 ， 香 则 ， 有 个 二 使 hi 不 下 凸 ， 傅 
9 二 hh, 则 了 中 有 四 个 点 a,b,c,d 合 a1 <b&ce<ad 且 
glo) — gh) ~ glo) ~ g(d) 
如 一 二 ce 一 加 
取 a 和 和 避 的 中 点 名 并 取 c 和 a 的 中 点 则 


go) — 90) _ Ha) ~ ge) gu) — 9(0) 
a—b 2(a — u) 2(u—b) 
gO — go) _ gto) ~ gv) , gv) ~ g(o) 
c—d 2(c 一 1 2 一 四 


因此 goj — 9(u) ~ sO- 9 中 (此 时 和 [081] 三 十 且 [eco = [e, ©)); 


QO 
否则 ， 2 2 9 > so) -sl (此 时 量 [oo = [可 且 [ad = 
书 ,d 可 ). 于 是 得 |@, 昌 的 闪 区 间 Tas] 和 [c,d] 的 半 区 间 [ciy 遇 使 hh < el 旦 
g(01) 一 ge) 、 9g(01) 一 gd 
六 1 一 bi C1 一 dl 
如 此 下 去 得 长 度 赵 向 0 的 闭 区 间 套 [an, bo] :nn 写 1 和 [cn, dn|:n 之 1 恒 使 
glan) — glbn) > A — gldn) 
an — by -dn | 
取 [an; bn] 的 公 区 交点 z0 和 [enj dn| 的 公共 交点 go; 则 zo 所 和 < 6 所 各. 
上 式 中 到 一 o 得 (Dg){xo0) 之 (229)(yo). 矛盾 . 
练习 名 (1) pT TT < 时, 
f(z) — fr) fr) — f(r2) 


这 一 了 1 ~ rx 
< (a) -f(r) _ jz) 二 Fo) 


~ 
3 一 北 站 4 一 上 出 


| 
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可 见 zx rm (f(z) 一 了 (2))/(z 一 zx) 在 区 间 (aiz) 内 是 有 上 界 的 递增 函数 而 在 
(2z, 昌 内 是 有 下 界 的 递增 函数 ， 于 旦 左 导数 f(z) 和 右 导 数 f4 (xz) 都 存在 且 有 
限 . 在 上 式 中 命 ra 一 x 一 而 zs 一 2 十 得 要 证 明 的 不 等 式 . 
(2) A 即 可 : 
f= fF7) FW — fz) 
委 一 站 S 下 一 站 
<1 — fv) < 了 及 一 Jo 
2 一 ?7 世 一 全 
(3) 命 品 = {zf(2) < 谋 (x)} 及 RZ) 二 ( 闪 (2), 于 (2)). 据 练习 7 知 
htz) :x & DD 是 相互 不 交 目 长 度 非 零 的 开 区 间 ， 它 们 有 可 数 个 . 这 样 DD 可 数 . 
练习 日 易 证 (1) 守 (2) 名 (3). (1) 全 (四 : 否则 有 a <5 使 (D7)(a) > (Df)(b). 
据 练习 7 知 (Df)(a) = (DA)(b). 当 @a < 4 <b 时， 据 练 习 8 知 


-00 < (DA)(a) & (BDF)(z) & (DI)(z) < (DF)(E) < +eo. 
这 样 三 在 (a,5) 内 可 导 且 导数 是 个 常数 c， 村 是 有 常数 d 使 4 < < p 时， 


f(z) = ex 十 d. 这 样 了 不 严格 下 凸 ， 矛 盾 . 
(4) 过 (1): 据 练习 了 知 了 下 凸 . 若 了 不 严格 下 凸 ， 则 有 a < 8 < ec 使 


f(0) ~ 0) 10) -fo) 
a—b bo—e 


据 练习 8 知 在 区 间 (ae, cj 内 了 ' 是 常数 函数 ， 与 条 件 了 矛盾. 
练习 10 先 写 出 上 凸 活 数 有 : 站 一 到 的 以 下 4 个 等 价 条 件 ， 
{1) 六 是 上 凸 冰 数 : 当 0 < s 1 有 x,yE 汪 时 ， 

flsrt+ (1 — s)y) 2 sf(r) + {1— s)f). 


(2) TiEXX 有 Hs 宕 0 使 二 1 时 ， 
i=1 
fl 二- 十 tnEn) 宕 媒 f(T1) + 十 tnf (Tn). 
(3) 71,72,73 是 下 中 依 小 到 大 排列 的 三 个 数 时 ， 
f(x2) 一 f (21) ~ f(x3) 一 f(z2) 


EE 
X32 一 FT1 出 号 一 出 2 


(外 zz 和 gy 是 六 中 两 点 且 2 <y 时 ，(DA)(y) < (Df)(z). 
再 写 出 上 凸 函 数 了 : (a,5) 一 及 的 以 下 3 个 性 质 : 
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(5) 了 在 每 点 x € (a,b) 的 左 导数 产 (z) 和 右 导 数 有 (3) 都 存在 且 
-0%0 < f+(7) & f(z) < +oo. 
(6}a<r<y<b 时 i f(y Mf < fi (zx). 


(7) 了 的 不 可 微 点 至 多 有 可 列 个 . 
最 后 写 出 严格 上 山 画 数 有: 六 一 到 的 以 下 4 个 等 价 条 件 : 
(8) 了 是 严格 下 山 画 数 ， 0 <s<1 且 关中 数 zx,y 互 异 时 


flsr + (1 — ss)y) > sf(z) + (1 ~ s)f(y). 
(9) ziEX 且 0< 在 <1 使 半 吉 二 1 时， 


i=1 
f(t1x1 十 -…: 十 tn Tn} > tif (x1) 十 … :十 tn f {rn ). 
(10) 天 中 三 点 x1, TY2, Zs 使 81 < xX2 之 Ts 时， 
f(x2) 一 f(r1) > f(x3) 一 f(z2) 


Ti CO— 1 Ta 2 
(11) 入 中 两 点 zf 和 y 使 x <y 时 (Df)(y) > (D7)(2). 
练习 11 设 c 是 了 的 最 小 值 点 则 了 在 [cb 递增 .现在 
CAELTLYES<bh 


f(y) ~ f(s)  f00) — 10) 
y—x bs 


因此 f 在 [c,s] 上 满足 Lipschtiz 条 件 , 从 而 在 此 区 间 上 绝对 连续 . 据 了 在 [ae 
上 的 递减 性 和 下 凸 性 知 各 和 站 雯 上 时 ， 了 在 [rel 内 绝对 连续 ， 现 在 


V1= fad Vf = f(a 
由 7 和 和 8 的 任意 性 知 了 在 (4,8) 几乎 处 处 可 导 . 上 两 式 相 加 得 
Vf = Jia) 
因为 了 是 连续 的 有 界 变 差 函数 ， 在 上 式 中 命 " 一 a 且 s 一 得 


f= fiF(o)laz. 


一 


Sm 


这 样 有 是 绝对 连续 的 . 
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练习 12 当头 二 {0,) 时 ， 耻 连续. 当 义 二 [a, 站 时 ，f 可 能 不 在 4 连续 或 
不 在 hb 连续 . 如 命 f(a) = (四 =1 而 4a<2<b 时 f(x) 二 0, 则 了 是 [a 可 
下 不 在 端点 连续 的 下 凸 函 数 . 


练习 13 因为 了 连续 , 据 81.3 例 3 知 1M|gN, 显然 1 >> 久 


练习 了 4 无 妨 设 了 是 实 函 数 且 f(a) < f(). 命 & = 人 机 一 疙 mA/2 及 
gz) = ez/ 一 a 一 了 fz)， 当 a<z<b 使 f(x) 一 0 时 (此 种 2 全 
体 记 为 五 )) 有 zz 全 zx <z<bH IfFz)— fx)| < clz 一 2 一 由， 这 
得 g(x) < 9(2)， 从 而 2 是 9 的 右 控 点 . 据 轴 .5 的 FF, Riesz 引 理 得 开 集 VV 
使 巨 VC (a,b) 县 VV 的 构成 区 间 (ai,Bi) 都 满足 g(ai) 所 9(bi), 这 即 
fb) — Flos) & elbi — Qi) /8 — a). ， 

由 上 一 0 = 二 3 一 01) 知 有 Nn 合 b 一 a < bi 9) + 无 妨 设 


n+1 
Cn 人 = 二 0 而 an4i1= 二 妃 则 2 (ai — bi-1) < 6. 于 是 


# 一 1 


f(b) — f(a) S00) - ~ Fb) + Df(b) ~ Fe) 
< (flai) ~ f(b) +e > _ ai)/(b — 


TR (fl) ~ flbe)) > 


练习 15 对 于 5> 人 0 取 5>0 使 让 一 Z| 过 5 时 ，|f ly) 一 fx)| <E 于 是 
®t" 1f(y) ~— F(z)| 
了 


0<r<6 之 | 


Hy 


dy < Ee. 


练习 16 据 84.1 定理 8, f" 可 积 ， 据 定理 4 知 绝对 连续 . 


练习 17 因为 闭 集 都 是 可 列 个 紧 集 之 并 , 所 以 Fo 型 集 五 都 是 可 列 个 紧 集 之 并 . 
这 样 六 忆 ) 是 可 列 个 紧 集 之 并 ， 


练习 18 充分 性 , 取 了 - 型 集 画 与 Lebesgue 零 集 即使 及 = 妈 U Eo. 这 
样 7 五) = fA(B1) Uf(Bo) 尾 一 个 Fo- 型 集 与 Lebesgue 零 集 之 并 . 

必要 性 : 限制 (/ : Eo 一 (Eo)) 是 满 射 ， F(Eo) 的 子 集 玉 都 是 Bo 的 基 
个 子 集 的 像 ， 这样 (Eo) 不 含 非 Lebesgue 可 测 集 ， 从 而 据 82.2 性 质 3(2) 知 
Lebesgue 可 测 集 FE0) 是 Lebesgue 零 集 . 
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练习 19 必要 性 ， 可 设 机 不 含 a 和 不 含 刘 偷 = 和 5 同 练习 6(3). 取 开 集 U 
使 而 EDFSE 四 中 且 IDl <5. 写 局 =Lloib) 则 


CU fai, bi) CS Us oj 


1 


其 中 wi 和 vw 分 别 是 了 在 [Qi, 5B:] 中 的 最 小 值 与 最 大 值 . 由 于 如 一 ti 为 在 
(Qi,5:) 上 的 振 柱 , 操 练习 6 得 |/( 配 jh < 开 ui < 5, 因此 (到 5) 是 零 集 . 所 
练习 18 若 了 将 Lebesgue 可 测 集 映 浆 Lebesgue 可 浏 集 . 

当 五 满足 要 证 的 不 等 式 时, 称 二 满足 性 质 (A). 当 如 二 (& 引 时 ，f(w, 名 
是 区 间 ， 于 是 [w, oj] 中 有 了 两 点 wo 和 vo 使 f(wo) 和 了 (v0) 分 别 是 Fo] 的 左 
右 端 点 ， 于 是 


Bh Go- fluo)| = 1 ple) dt < flOat 


当 忆 = [Qi vi & ja, 是 时 ， 


Bh < Dvdl < fr Oa = {fet 


可 见 满足 性 质 (A) 的 Borel 集 马 全 体 M 包含 {{a}, (可 la 所 宇和 二 时 
生成 的 环 尽 ， 任 取 AM 中 单调 序列 (En), 其 极限 记 为 ， 在 (En) 递增 时 ， 
(fF (Bn)) 递增 至 Af(E). 对 f(Bn)i 所 a [的 二 取 极 限 ， 两 边 用 测度 的 下 连 


续 性 知 五 满足 性 质 (A); 在 (En) 通 喊 于 
[FE & | 证 < [FA l(t 
对 上 式 取 极限 ， 右 边 用 测度 的 土 连 续 性 知 五 满足 性 质 (A). 


据 单调 类 定理 知 所 有 Borel 集 满足 性 质 (A). 而 一 般 Lebesgue 可 测 集 马 
可 写 为 -- 个 Borel 集 EB0 和 一 个 Lebesgue 零 集 丽 之 并 .于 是 


[FEN & fAEoN + | ED sg |F (Blat < 了 (lat. 
充分 性 :将 了 的 可 导 点 集 记 为 召 , 则 (a, 如 \ 如 是 堆 集 . 由 条 件 和 
F(ab) \ FE) CS flla,b) \ E) 
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知 上 式 左 端 是 零 集 ， 所 以 |f((a, 忠 | = | 下 五 外. 由 了 的 连续 性 和 84.1 练习 
0 |f00) — fo < IF(o, bh 
A f rt 
对 于 [6&, |] 的 分 点 组 z0 < < zn, 以 (zi_1, zi) 代替 上 面 的 (4, 如 得 
[fi) 一 fri1) < 了 IF' tat. 


b 
fa / | 产 的 | 性 , 据 定理 1 知 f 绝对 连续 . 


二。 


练习 20 必要 性 源 自 练习 19.， 充分 性 : 任 取 fo, 中 中 的 罕 集 EE, 命 Ec。 = 
(DF = +oo), 则 1(Boo) 是 霍 集 . 命 BB, = (Df < ny. 据 84.1 练习 14 


知 
En < F(t)at = 


从 而 所 至 ,) :== 1,.… ,00 之 并 所 ) 是 零 集 ， 据 练 习 19 知 /绝对 连续 . 


练习 21 因为 将 零 集 映 为 零 集 ， 去 个 零 集 后 可 设 是 Borel 集 . 又 去 了 零 集 
五 (了 -了 = 十 oo) 后 可 设 人 (Df < -co0). 最 后 应 用 44.1 练习 14 的 结论 
即 可 . 
练习 22 只 证 充分 性 : 如 果 忆 是 [a,0| 的 Lebesgue 零 集 , 则 J(E) 是 [c,d] 中 
Lebesgue 零 集 ， 于 是 gf (EB) 是 Lebesgue 堆 集 ， 据 练习 19 知 9f 绝对 连续 . 
练习 23 先 证 明 (D+h = 一 co) 是 零 集 ， 和 否则, 记 加 = fa, 及 并 取 了 的 中 点 
c. 将 [@ 和 [e, 8) 中 第 一 个 与 五 之 交 不 为 零 集 的 区 辣 记 为 九 ， 间 样 万 有 
一 半 子 区 间 中 使 疡 门 五 不 为 零 集 ， 如 此 下 去 得 长 度 趋 向 0 的 区 间 套 () 使 
每 个 .mn 门 吾 不 为 零 集 ， 命 如 = | 个 Ef， 则 有 包含 严 六 五 的 开 集 Ui 使 
IUn| < 2tn. 任 取 了 E Jn 阁 EE, 则 有 区 间 [x,2) C Um 使 
hl(z)— h(tz) . 1 
i x Er (1) 
据 Sierpinski 覆盖 定理 可 得 有 限 个 这 样 相互 不 交 的 区 间 [ni ri :2E 使 


(NE)N\ 山 (Tnis 2mi]li < tnf2. 
2 万 nn 
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由 此 得 tn/2 < 2 (zni 一 Xni) < 2tn. 在 (1) 式 中 将 z 换 为 zni 而 将 了 换 为 
Tn 得 


iETn 


Cni ™ Tn 1 
3 h(ni) 一 下 Tai) <— ) Coo < ss. 
iE 二 ieh tn 4 
1 。 
因此 lm 》， (h(zni) 一 cm) 令 a 与 lim 2 (zni 一 Tni) 王政 盾 , 
no 起 no ie 了 


同样 知 (Dh = 一 00) 是 零 集 ， 据 Denjoy-Young-Saks 导数 定理 知 hh 几乎 处 
处 可 微 , 

在 天 20 时 ， 说 明 h(5) h(a) 即 可 . 取 零 集 百 使 ZE (oa 准 \ 百 时 ， 
0 所 h(x) < 十 oo, 于 是 有 个 长 度 非 鹤 的 区 间 区 ,z] 使 


h(z) — h(x) > —e(z — 2). 

据 Sierpinski 覆 疹 定 理 得 有 限 个 这 祥 相 互 不 交 的 区 间 [zi zi) :ie 了 使 
l(ta, 6) \ EB) \ We oll 去 他 

因为 百 是 零 集 旦 《a， 号 \ LI 由 有 限 个 相互 不 交 的 开 区 间 组 成 ， 所 以 
hb) — hlo) > 一 一 太一 0 

最 后 ， 在 上 式 中 先 命 5 一 0 再 命 < 一 0 即 可 . 

练习 24 注意 到 一 9 是 下 半 绝 对 连续 函数 并 用 练习 23 的 结论 即 可 . 


练习 25 因为 h 一 9g 是 下 半 络 对 连续 函数 日 ( 玫 一 人 /六 0, 据 练习 23 知 几 一 g 
扰 递 增 函 数 ， 所 以 玉 ( 和 六 9(b)， 进而 


0& h(x) — g(x) < hlb) ~ 900). 


必要 性 : 命 为 了 的 Lebesgue 不 定 积 分 使 Fla) 一 0, 则 下 尾 了 的 益 积 
函数 也 是 了 的 损 积 函数 .可见 sup g(b) = inf h(b) = FI(b). 


J 
充分 性 ， 据 上 上面 分 析 台 命 二 supg 一 ipfh. 因为 PP 一 9g = inf(h 一 9)， 
9 
它 是 递增 函数 . 取 了 的 损 积 油 数 询 (gr) 和 益 积 酒 数列 (x) 使 
0 < he(b) — gr(b) < 27K. 


记 wp 二 hx 一 9k， 这 是 递增 函数 使 wk(a) = 0 且 wx(0) < 2-*， 级 数 
洒 wr 收 售 ， 据 Fubini 定理 得 ,lim_ w=0、 因为 路 过 f<h%， 可见 开 凡 乎 处 
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处 有 限 且 dim 名 三 太 道 增 隙 数 项 级 数 2(P 一 4)】 收 证， 所 Fubini 定理 得 
jiam 《(P 一 gk) =0. 可 见 lim gk 二 P'. 这 样 P= 了. 
现在 说 明 了 绝对 连续 即 可 .对 于 & > 0, 取 了 的 损 积 孙 数 9 使 PCb) < 
9(b) 十 5. 作 递 增 消 数 五 二 PP 一 9g. 任 取 有 限 个 相互 不 交 开 区 间 J, 则 
2 Pl < POO) Plo) = FO0), 


其 中 [Ji] 表示 了 在 五 的 两 个 端点 的 函数 值 的 差 . 周 此 
TPA < Eon+e 


由 此 得 lim sup{2 PI] : ih 6} 所 5. 命 5 一 0 知 了 上 是 半 绝 对 连 


续 函 数 ， 同样 P 是 下 半 绝对 连续 函数 总 之 ， 了 是 绝对 连续 的 ， 
练习 26 可 设 儿 了 JCN 使 (Dg 一 十 00) 一 {xili EJ}. 命 
Fo = max{ott)}|z; < te rz} :si 
| minfolt)ls St gm}:r er. 
由 此 得 连续 的 递增 函数 f; : a, 一 及. 取 [可 中 长 度 非 鹤 的 子 区 间 [ai, 5i] 使 
bi) 一声 (0;) 二 2 并 要 求 : 当 袍 =Q 时 下 = 二 当 呈 一 靖 时 和 一 六 当 
a<T<bNHa<zr< bb. 规定 


0, aORT RR i 
h(x) = f(z) ~ filoi), ai < Ts & bi; 
fil(bi) — filai), bh rgb. 
由 此 得 连续 的 递增 函数 hi : [4, 本 一 及 使 h(a) =0 且 hi(b) < 27i. 
作 连 续 的 递增 函数 及 一 >)hi, 则 hlo) = 二 0 且 h(0) < 之 g. 命 =9g 一 hh 
显然 Dgi < Dg. 当 了 不 在 {Tili EJ} 时 ，(Dg1)(X) 二 十 oo 源 自 下 式 
Do «< Dg — Dh & Dy. 
当 和 Xb 有 区 关 2B; 时， 由 所 (72i) = 9(Xi) 得 
g(7) — 9 (xi) 二 天 (GZ) — filzi) 
rz Ti 
~» (9(2) ~— hi(£)) — (9(21) — hilzi)) 
T— Ti 
< AT) 9m2) — fT) + f(s) 0 
DS Ti ~ 


=>Dgi(xi) D{g 一 hi ) (zi) 0. 


仿 练 习 26 可 得 练习 27, 仿 练 习 28 可 得 练习 29. 
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练习 28 提示 先 以 练习 26 中 的 91 代替 g 后 , 可 设 Dg < 十 co， 作 零 集 
= (Dg> 有 们 . 命 扣 同 疆 .1 例 3 而 有 j= 二 9 一 go 郑 可 . 
练习 30 提示 : 可 设 有 所 1, 考虑 0g(z) = 二 x 一 a 即 可 . 
练 可 31 {1) 说 明 包 (Qa) 羡 (8) 即 可 . 否则 , 作 集 是 = 二 {Dew -人 0). 因为 w( 汪 ) 
不 具 连 续 势 ， 所 以 差 集 (2Ww(9),w(q))\ ww( 耳 ) 不 室 ， 取 其 - 点 5 

据 钾 的 连续 性 ,使 W(X) 宇 c 的 x 中 的 最 大 者 To 满足 W(zo) 二 Cc 且 
T0 Tb HwWT) < ec. 这 样 Dw(z0) 所 0. 这 与 Xo 不 在 五 中 矛盾 . 

(人 2) 当 r < 之 2c 时, 命定 r(2) 一 (人 一 fr 则 (Dwr 宫 0 与 (Dw 所 7 相 
等 ， 从 而 它 不 具 连 续 势 ， 据 () 全 ty 是 递增 函数 ， 从 而 zl 过 Z2 时 ， 


WTI) 一 FrZ1 & Wr2) 一 PT2， 
最 后 个 了 一 c 一 即 本 . 
练习 32 命 1 和 及 同 练习 28 和 练习 29, 记 也 三 册 一 下, 则 

Dg, sp « Dh 
>Dw > Dhi — Do > 0. 
据 练 习 31(2) 知 w 是 递增 是 数 ( 取 c==0). 记 v= 二 9g 一 hh 则 
Oa 一 t < 2e. 

命 6 一 0 知 居 递增 函数 . 
练习 33 据 练 习 32 知 ($b) 是 有 限 数 .现在 P(x) 的 存在 性 源 自 下 式 

h(x) — g(r) < hlb) — gb). 

(由 卫 一 9g = inf(h 一 g) 知 .一 9 递增 同样 h 一 了 递增 当 = > 0 
时 , 取 及 和 g 使 hb) 一 9(b) < = 于 是 

OgSP-ggh-g<e. 
这 样 了 可 被 连续 函数 任意 - - 略 的 过 近 ， 它 连续 . 

(2) 取 了 的 下 函数 列 (94) 和 凸 画 数列 (hk) 使 hs(6) 一 gn(b) 入 2 记 
Ww 一 上 一 09k, 它 是 连续 递增 函数 使 wi{a) 一 0 且 wtb) < 2 ， 于 是 递增 函 
数 项 级 数 2 Wk 破 仇 ， 据 Fubini 定理 得 im, Wi 二 0. 现在 

Dox & fF < Dgn + We) 
Dg + Wi < + oo0. 
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可 见 f< + oo 且 lim Dgr 二 f， 同样 f> - co 且 im Dh 二 f， 递增 函 

数 项 级 数 (已 一 9k) 也 收敛， 据 Fubini 定理 得 lim (P 一 9) 二 0， 这样 由 
中 OO 

9k 二 P+ (gw 一 也) 得 lim Dgx 二 DP. 类 似 可 得 lim Dhe=DP. 


综 上 可 知 DP 和 DP 都 与 了 几乎 处 处 相等 . 
(3) 当 g 取 广 的 下 函数 时 ， Rg 是 了 在 [u, 人 上 的 下 汪 数 ， 其 中 


(Rg)(x) = g(2) — gwW) > 9(7) — Plu). 

当 上 上 取 遍 了 的 上 函数 时 ， RA 是 了 在 [wt 上 的 上 函数 ， 进而 
suptgt) 一 大 加) 之 suptgtv) — PW)), 
inf(h(v) — h(w)) < inf(h(v) 一 已 oo) 


上 两 式 右 端 都 是 PV) 一 了 (ww), 这 便 是 f 在 lw, 中 上 的 Perron 积分 . 


练习 34 (1) 是 显然 的 . 
{2) 据 练习 33, 可 设 户 都 有 限 , 当 9; 取 遍 fi 的 下 函数 而 hi; 取 遍 态 的 
上 汞 数 时 ， 风 十 包 是 万 十 产 的 下 画 数 且 Bi 十 hz 是 廊 十 产 的 上 函数 . 在 
cl 一 如 一 1] 时 的 微 证 等 式 源 自 下 式 
Sup (91 + 92) = Sup g1 + sup 92 
91192 1 2 
=ipf hi 十 inf ho 一 pif (ha 十 h2). 


在 c >>0 时 ，g 取 般 了 的 下 函数 当日 仅 当 cg 取 议 cf 的 下 函数 ， 而 只 取 
遍 的 上 函数 当 且 仅 当 ch 取 遍 cf 的 上 王 数 . 

在 c <0 时 ，9 取得 了 的 下 函数 当 且 仅 当 cg 取 廊 cf 的 上 函数 ， 而 严 取 
遍 站 的 上 函数 当 且 仅 当 ch 取 遍 cf 的 下 孙 数 . 

(5) 命 0 = 六 对 于 正 整 数 m, 规定 f+n = 士 (2 A ( 士 六 ). 以 严 记 声 的 
Lebesgue 不 定 积分 使 Li{a) = 0. 因为 | 月 是 庄 fi 的 控制 可 积 函 数 ， 据 控制 收 
敛 定理 得 lim 了 +n 二 Lo. 对 于 上 > 0, 取 个 使 


Lol(b) —e < Ln(b) < Lolb), 

Lolb) & LL_n(b) < Lo(b) + e. 
固 为 DL, 过 所 且 DL,=f, 六 六 所 以 Ln 是 f 的 一 个 下 函数 . 类 似 地 ， 可 知 
工 _n 为 了 的 一 个 上 消 数 ,它们 与 Lo 的 差 不 过 &. 


(6) 据 (1) 和 (2) 可 设 非 负 ， 因为 0 为 了 的 一 个 下 函数 ， 所 以 /的 个 上 
函数 都 递增 ， 由 fh 知 FLebesgue 可 积 . 
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(7) 可 设 e<c<p 时 在 [ae 是 Riemann 可 积 的 且 其 Riemann 
积分 FPF(c) 使 Fi(b) := lim FF(c) 存在 有限. 现在 f 在 [a&,b5) 儿 乎 处 处 连续 是 


[e;8) 中 点 z 是 了 的 连续 点 时 F(X) = f(x). 又 了 在 [a,c| 有 界 ， 所 以 DF 
或 DE 不 有 限 的 点 只 能 是 5b. 这 样 玉 是 太 的 上 函数 和 下 函数 ， 
(8) 按 定 义 ， 五 邵 是 了 的 上 上 晒 数 也 是 了 的 下 函数 . 


练习 35 可 没 是 实 函 雪 且 f(a) = 0, 则 既是 的 一 般 上 函数 又 是 其 一 和 
下 函数 . 因此 了 是 f' 的 Perron 不 定 积分 : 
fl7) = ff (tat. 


因为 f 是 Lebesgue 可 积 函 数 ， 上 式 也 是 Lebesgue 积分 . 因此 了 吓 产 的 
Lebesgue 不 定 积分 ， 这 样 『 绝对 连续 . 

$4.3 带 符 号 的 测度 
练习 1 (1) 将 题 中 上 确 界 记 为 寻 ,， 则 bi 所 4(B) 源 自 下 式 : 

HF) & prlF) & pr(E). 


取 上 的 Hahn 分 解 (4,B), 则 (BNA) gb 此 即 必 (EB) 入 二 
(2) 将 右边 的 上 确 界 记 为 b+4, 则 bj 所 p44(B) 源 自 出 所 +4 及 下 式 


5 AD) VO FD pr(D) = p(B). 
DEeD DeD 


取 j 的 Hahn 分 解 (4,B), 命 DD= {BMA4,EN 5B), 则 
(ENA)}YOTFAENB) YO= (ENA) = pr{E). 

于 是 Bi 之 HH 从 而 b+ 二 p+ 如 ). 类 似 得 b_ = jp-_( 妈 ). 
练习 2 设 |43|(B) =0, 则 |x2l(E) = 0 从 而 xl(B) = 0. 
练习 3 据 链 式 法 则 知 du = fgqdn H dv = foqdv. 所 Radon-Nikodym 定理 
知 f9 二 1 (这 几乎 处 处 既 可 视 为 关于 |4| 的 ， 也 可 视 为 关于 |v| 的 }. 
练习 4 以 mmfez)] 记 [0,+oo] 上 的 Lebesgue 测度 ， 则 (如 = 0 当 且 仅 当 
2 在 忆 上 关于 m 几乎 处 处 为 零 (请 注意 x 之 0) 当 且 仅 当 m{E\ {0})) =0 
当 娃 仅 当 m(B) = 0 当 昌 仪 当 x 1 在 五 上 关于 m 几乎 处 处 为 灾 当 卓 仅 当 
vB) 二 0. 可见 上 和 z 是 等 价 测度 ， 

由 pldx) = Var Hv(dr) = dr/z 得 dx = zrv(dzr) = p(dzr)/z， 从 遇 
Paz) = dr = wv(dr) Hv{dr) = pldr) /fr?. 
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练习 5 上 关于 | .jo 的 Radon-Nikodym 导数 为 了 :nn2: 
fr2lanlo = 5 f nldnlo 
名 nep {fn} 


= > "xen)l{n}lo = p(BE). 


练习 6 必要 性 : 取 不 的 可 测 划分 4 使 四 j(4d) =0 而 |vz|(XX\4)=0. 因 
为 吉本 | = | 二 4 所 以 | 万 | 在 A1 上 几乎 处 处 为 零 而 | 广 | 在 居 \ 上 几乎 处 
处 为 零 . 这 样 方 户 在 天 上 几乎 处 处 为 过 

充分 性 ， 除 个 4- 党 集 后 ， 可 设 方 户 =0. 命 4= 方 1{0}, 则 瑟 \4CS 
方 从 {0}). 于 是 |ml(4) =0 且 |w|(X\ 4) = 0. 这 样 p1 集中 于 和 4 上 
而 vz 集中 于 4 上 . 
练习 了 (1) 首先 ， (As+ Djf 百 ) 有 意义 . 事实 上 ， 

Ca f xelz + lrl(dy) 


< 四 (ezjlzl = 人 ae < +o0. 
从 而 据 ( 复 值 测度 情形 下 的 )]Fubimi 定理 知 定义 【Hi* zj( 吾 ) 的 积分 是 个 复数 ， 
其 次 ， 4* vv 是 个 复 值 测度 ， 事 实 上 ， 当 二 有 Borel 划分 {Bx} 时， 
faladr) f x (z+ vlady) 
kk Rn 里 "1 


= 了 人 (em f xp(z + Wrl(dy) < +o0. 
Rr" 本 


于 是 据 ( 复 值 测度 情形 下 的 ) 逐 项 积分 得 
2 ff plax) f xE, (x + Yr(ay) 
下 隘 玻 " 
= f nldr) 1 xa{r + vdy). 
欧 " 区 * 
这 表明 J * yw 县 有 可 列 可 加 性 ， 从 而 六 * zy 是 复 值 测度 . 


[2) 据 逐 项 积分 ， 可 设 了 是 Borel 集 已 的 特征 函数 ， 此 时 欲 证 明 的 等 式 正 
是 定义 (A*+ DZj( 吾 ) 的 等 式 . 
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练习 8 利用 Euler 公式 和 和 三角 函数 的 和 和 差 化 积 公式 得 
|exp(—2rv—1z:%) — exp(—2rV—1r’ .oy)| = 2|sinr(z — 72) -al. 
i 记 Bk = {y € R” :|y| gk}, 而 6=|z -zi 则 
| f (exp(—2xV—1z .Y) — exp(-2rV—1x’ .Wu(ady)| 
有 RT 
< f 2sina(z—z)- yaladn + f 2lnl(ay) 
Bx R"*\ Bx 
S27rkolpl( Br) + 224|(R" \ Br), 
所 以 im |A(z) 一 让) < 214|(R"\ Bi). 因为 (R”\ Bk) 喉 ， 递减 主 空 集 且 
|&| 是 有 限 测度 ， 命 上 一 oo 得 lim [2) 一 2 | = 0. 这 表明 户 一 致 连续 . 
练习 9 按 定义 ， Fourier 变换 严 (Ar*ziD) 在 2 处 的 值 是 
4 exp( 一 2rV 一 1 用 (Ar vd 


一 f expt{~— 2xv 1z.( (y+ 2)) udy) vdz) 
KR"™ xRr 


= exp( 一 2rV 一 1z IJptdy) 由 exp(—27V—12. z)v(dz), 


其 中 上 面 第 一 个 等 式 源 自 练习 7(2). 而 最 后 一 项 在 是 (PA)(E) (FP_v)(x). 
练习 10 取 非 负数 列 (ci) 和 可 测 集 列 (En) 使 了 = > ciXBi- 因为 


0 & cipol Fi) = ,lim a citin (Bi). 
将 级 数 视 为 一 种 积分 ， 对 上 式 应 用 Fatou 引 理 得 
” Cun(Bi) & lm 2 cilin (Ei). 


这 即 fino < lim fdpun. 当 jn 递增 到 J 时， 用 单调 收敛 定理 即 可 . 
练习 11 取 上 一 V 的 Hahn 分 解 (4,XX\A), 则 ， 
214(E)— VEN= | WE) + VX EE) 
sg- = {4-74)— (p(X\A) 
=24(A) —2v(A)—1+1=2(4(A) -rvr(A)). 
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练习 12 (1) 取 非 负数 列 (cn) 和 可 测 集 列 (En) 使 f 二 32 cnX。, 据 非 负 可 
测 函 数 关 于 测度 的 逐 项 积分 得 《了 了 )(f) = 2 cnQ@(Z, En), 这 是 3 的 非 负 可 测 


函数 ， 当 有 界 时 ， 取 常数 c 使 了 所 cc 于 是 (站 (zz) 过 cecQ(z ,天 ) = 
(2) 显然 (TY)(8)} 之 0 且 (站 (2 =0. 当 五 有 可 测 划 分 {也} 时 ， 


Je E)uldzr) = {79 Ex)uldzr) = To, Br) dr). 
由 此 得 (T*j)( 友 ) = TA) (Bk). 可 见 ，T*4 是 测度 ， 命 了 同上 面 ， 则 


二 JI Ady) = 专人) = Q(x, En)p(dz) 
-Tag 加 Adz) = ud) {f(y) Qs, dy) 


当 p(X} = 1 时 , 则 由 Q(z, 义 ) = 1 知 (T*J)(X) =1. 可 见 ， 寻 时 人 T*j 
为 概率 测度 ， 
(3) 要 证 明 的 等 式 左边 是 (dz) 六 站 Bfz, ay), 而 据 (2) 这 也 是 右边 . 
访 
( 生 任 取 了 工 E 天 ,以 克 : 下 一 XBfzZ) 记 Dirac 测度 ， 则 


一 了 了 fy)ér (dy) 三 (Ff, 0.). 
村 


因此 {f,6,) = (9, 5s) 表明 了 (zx) = g(z). 
(5) 任 取 可 测 集 E, 则 jp(E) = (Xa11) = (XE,9) = Vv(B). 
练习 13 (1) 命 zfdgj = Qi(z;dy) 及 及 (用 = 2(y, 瑟 ), 这 得 概率 测度 jy 
各 非 负 可 测 通 数 把 使 
{QO1 * Wa) (7, E) = (Tfe)(z) = (Dpr) (BE). 
所 练习 12{1)-{(2) 知 ，Q@1 * 2 是 转移 函数 . 据 逐 项 积分 ， 可 设 站 二 XE. 于 是 
要 证 明 的 等 式 两 边 就 是 定义 (@1 * 2)(X, 瑟 ) 的 等 式 . 
(4) 是 (2) 的 推论 ， (2) 据 练习 12(2) 和 以 上 (1) 得 
((Q1 * 2) * Qa) (x, 五 ] 
= {Qa(z, E){Q1* 2) (x, dz) 
一 上 {Qa(z, EQ2(y, dz)Q1(7, dy) 
= [(Q2 * Qa3){y, EQ1(z, dy) 
=(Q1* (Wa * 3)) (7, E) 
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(3) 当 了 非 负 可 测 时 ， 
1 有 人) = MO dy) 
= ff(2)82(y, dz2)Q1(r, dy) 
于 六 
= f(z2)f Q2(y, dz)Q1(2, dy) 
Xx 


= fz) (1 * Wo) (x, dz). 
于 是 @1 * @2 对 应 五 了 ,现在 
(fTIT) pp = (TT)f, p) 
= TD = (fT Th). 
据 练习 12(3) 知 (Tip = 人 Trp 此 凤 (DD = TT 


练习 14 对 于 ?>0, 命 8 二 7 十 max{|z|:z EE 站}, 则 


_ dz 
| wldwla = f ldwlaf HED 
[wl 和 rr llr K lz | 
: [dwls 
< fulas) 1 = 2rsllul < +oo 
K | 加 一 过 | 所 |z 外 | 


练习 15 (1) 是 显然 的 . 对 已 = (了 上 门 五 )U (EN 五 ) 用 有 限 可 加 性 得 (2), 这 蕴 
会 (3). 据 (2) 和 归纳 法 可 得 (1). (3) 是 {2) 的 推论 . 
(和) 命 酚 = 2, 则 集 列 (Ei \ 所 _1) 必 ， 无 交 并 为 忆 . 于 是 


HAE) = lim 区 EN 本 -1 一 lim p(Bn). 


(5) 对 等 式 dim HEE Bn) = (Bk \ EB} 用 可 减 性 即 可 . 
(6) 可 设 上 < 三 十 co 并 命理 三 sup{4(B)IEB ES 可 设 58 > 0 并 取 非 空 可 
测 集 列 【An) 使 im H(An)= 二 妃 命 = An 及 


nl 
FF; = {Hi 门店 五 了 | 二 Az 或 4\ At} \ {2} :7 宇 1. 
据 82.1 练习 24, 太 ; 中 成 员 相互 不 交 且 A = 二 [EE AE C A,}. 命 
P={B>n: EERO}. 
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当 和 7 了 时 ， 任 取 五 中 成 员 玉 和 万 中 成 员 下 . 可 取 五 中 成 员 五 ; 使 
下 CC ,于 是 要 么 下 CEB 要么 了 FNMEB=&. 

由 此 得 结论 ， (8 寡人 0 中 成 员 都 是 ,的 极 大 成 员 ， Pn 中 极 大 成 员 相 
互 不 交 ; Ps 中 每 个 成 员 含 于 某 个 极 大 成 员 中 ， 于 是 可 命 


Bn = UP = [|{B € P| 是 极 大 成 员 }. 
当时 ， Pn 2 PP. 因此 (Bn) 是 递减 集 列 ， 其 极限 记 为 蔷 -. 现在 
HAn) & PHBE) :EE Fn(p 20)) & p(Bn). 
在 上 式 中 取 极 限 得 b < J(X4) 所 可 见 5 二 p(X;). 任 取 可 测 集 五, 则 
HX) = XL NE) + HX+ \ BE) 
表明 Jj(X4 NE) 之 0. 命 XX 二 针 \X4, 则 J(X_ NE) <0 源 自 下 式 
HX+) + HX NE) & p(X+). 


因为 一 上 有 最 大 值 ， 所 以 j 有 最 小 值 . 下 面 总 设 (富有 ) 是 上 4 的 Hahn 
分 解 . 
(7 与 (8) 中 的 .上 确 界 分 别 记 为 了 b 和 6c, 则 c 志 58. 又 


2 A) = 3 H(AN XH)+ HANY) 


AED AED 
< Dr + 4-(4)) = |4l(B), 


从 而 b |B). 又 |4l(B) 所 c 源 自 下 式 
Hl) = AENXHI + aE NX-). 
总 之 ，b = cc 二 |x|(B). 
(9) 源 自 练习 1(2) 的 证 明 . 将 (10) 中 的 上 确 界 记 为 a. 因为 
a BE1) ~ p(BE2)| 

Slu(E| + la(E2)| 

<|al(E), 
所 以 & 所 |( 才 ). 当 {A} 是 瑟 的 可 测 划 分 时 ， 命 

Ez = [|{Ai:|+ (4) > 0}, 


则 
2 di = 4(B1) — p(BE2). 
于 是 |#I(B) & 0. 
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练习 16 {2) 源 自 (1). (1) 若 GG = EUF, 当 和 C1,… ,Cn]} 取 遍 如 的 初等 分 解 
取 遍 五 关于 及 的 有 限 划分 ， 于 是 由 


2 ARC & 2 (CN BE) + Dla(Ci NF)) 
知 |xj(G) < [nl(B) 十 | 上 | 本 ). 反 向 不 等 式 源 自 {Ci 个 如 ,Ci 个 Fl} 是 GG 关于 
及 的 有 限 划 分 ， 其它 结论 的 证 明 可 仿 练 习 15 和 练习 1 的 证 朋 . 
练习 17 仿 练 习 16(1) 可 得 |k| 是 容 度 ， 注意 到 re pn 和 im 是 广义 容 度 得 
(a1(E) & [repl(E) 十 |im pl(E) < 4 sup IE 让 


练习 18 (1) 如 果 了 还 形 如 二 BiXF- 可 设 Bi 和 都 非 空 集 . 取 M 中 有 限 


个 相互 不 变 的 非 空 可 测 集 Gu : i 乏 4 使 它们 能 初等 分 解 每 个 Bi; 和 瑟 - 对 每 个 
此 , 固定 个 XY。 € Gx. 于 是 


HE = 3 RGB = 2 XEi(Tr) L(GE). 


上 式 中 Ei 换 为 三 可 得 (本 ) 的 表达 式 ， 于 是 
2 on(Bi) = 7 aixB (Tr Mu(GE) 
论 f fat EE 


= 2 2 bX (TRNAGE) = 2 byn( Fy). 
kal jET 了 扫 于 
坝 说 明 了 满足 (4). 将 f 写成 2 eX, 于 是 
上 Jil = 12 cru(GE)| & exlpCGe)| 
< > [ut Gr)| Fl. 


显然 简单 函数 关于 容 度 的 积分 满足 (3). 
(2) 因为 ”lm 中 所 天 || = 0 且 据 上 面 的 不 等 式 知 


| frdp — 站 frapl & ||f, — feiall, 
所 以 (f dn) 是 基本 数列 ， 如 果 (gr) 也 是 一 致 逼近 f 的 简单 函数 列 ， 如 


im | 了 万 中 一 f | < lim | 一 | = 0. 
Mi MT 


N= oO 
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这 表明 /fadjp 的 定义 合理 ， 现 说 明 了 满足 (4) 中 不 等 式 : 
A 


Ho0 


1 fapl = lm | fadp) < lm all = ia 
MM A 


(3) 是 显然 的 ， (5) 源 自 (3) 和 (4). 
练习 19 因为 z( 再 ) = lim wn(E), 所 以 v 是 有 限 可 加 的 ， 说 明 当 可 测 集 列 
(到) 递减 至 空 集 时 lim z( 有) 一 0 即 可 . 命 e > 0 和 5 > 0 同 Vitali-Hahn- 
Saks 定理 ， 因 为 lim |pl(B%) = 0, 取 江 使 上 之 1 时 |u( 妨 ) < 6. 于 是 当 
部 之 1] 且 玉 关 时 |m(Bxi)| 之 28. 命 h 一 吕 0 得 jv(Bk) <e:k2L 
练习 20 因为 [iw| 是 有 限 测度 ， 可 和 作 个 有 限 测 度 
v= Phend 2 + 1). 
每 个 Ar 关于 上 v 强 绝对 连续 . 于 是 据 练习 19 知 岂 是 测度 , 再 据 Witali-Hahn-Saks 
定理 知 (jw) 的 可 列 可 加 性 是 一 致 . 
练习 21 相对 于 v 的 e- 有 限 集 全 体 51 是 o- 环 . 命 c = sup{n(B)|B € 51}, 
于 是 51 中 有 序列 (An) 使 一 lim jy(An). 命 4 = 局 4 则 4 在 5 中 
使 J(A) = c. 任 取 4e 的 可 测 子 集 巨 使 VE) < +eoo, 则 4UB 在 Si 中. 
于 是 KLBU A) = c 由 此 得 HA 五) = 0. 从 而 VB) = 0. 可 见 4 满足 要 求 . 
练习 23 命 了 = Hi 十 … 十 An, 由 此 得 全 [o-] 有 限 测度 ” 伍 使 pi < 巡 v. 规定 
(pr pr (EB) = C3 i ( 黎 ) dv. 


E 
由 此 得 测度 J … jtr, 其 全 o- 有 限 性 源 自 (1) 和 下 式 
da dn) ga dm 
/ {时 ) “ ( 符 ) Wt ti 
=t1f du + tts din = fin (BB) + + tin(B). 
EF 五 


由 此 得 到 了 (5). 作 全 [c-| 有 限 测 麻 p= 二 入 十 则 入 安 p 且 v 专 p. 于 是 
dy do ra /dimN"™ dA 
作案 ) 一 ( 竹 ) 2 一作 委 ) 一 (这 ) 3 


E 
di 2) ( 鉴 人 ( 绎 ) ( 坚 ) 
一 -一 - 一 .| 一 一 an 一 一 一 -| 一 dp. 
人 ( 吕 Aap aX dp P / dp dp A 
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同样 可 得 下 式 
di (dy Ag /dmY™ 
仿生 ) (人 ) 二 = 过 ) (加 ) 人 
(3) 独自 (2). (4) 将 题 中 下 确 界 记 为 c. 由 Halder 不 等 式 得 
1 ，，。 tn 二 Adil " Qin " 
由) 加 = 吕 几 称 ) …( 归 ) 了 
ed dn 
< 次 0) ( 各 = A) 


这 表明 (J … pH 如 (如 ) 入 6. 现 无 妨 设 诸 二 > 0 并 命 入 = ti 十 :十 tpn. 
当 巴 > 1 而 向 ,-… ,上 是 整数 时 ， 作 可 测 集 


Eki kn) 一 Nn Ela®-! (人 < aki). 
由 此 得 吾 的 可 测 划分 {Exlk & Z"}. 据 H5lder 不 等 式 得 
dH je, a 
PHBE) = EH BN < PI ME) 
Ek ER i Ex 中 宇 


= a (pn1 (BR) = ar(py (可 
最 后 命 & 一 1 得 c& (p17 Hi 
练习 24 必要 性 ， 取 可 测 集 4 使 Ai(4) =0 且 jz(4A°) = 0, 于 是 
Qa pa (KX) Cpa A pa (A + i (A) pa(49 =0. 
充分 性 : 命 二 而 {Bk|k € 2Z?} 同 练习 23(4 的 答案 ， 则 
mEe)Y pol Be) < Yipa(X)=0. 


命 了 = {ka(Ek) 二 0}, 则 户 亲 J 了 时 jz(Bk) =0. 命 4= UU 县 . 由 此 得 
KET 
可 测 集 和 4 使 ju(4) = 0 而 ja(4e) = 0. 


382 


练习 25 对 于 非 负 可 测 函 数 f : 半 x YY 一 民 , 有 
f fatp x wm)= fp(dr) f flz, ytdy) 
XxY Y 


= (olan) fee aley) 


结论 得 证 . 


练习 26 如 果 巨 不 包含 测度 任意 有 限 大 的 可 测 集 ， 则 存在 非 负 实数 c 使 4 是 
吾 的 可 测 子 集 时 ， AL(4) 所 c 或 1( 科 二 十 oo. 命 


b=sup{y(A)A CE:n(A) <+o0}, 
则 < 6. 取 怪 的 可 测 子 集 列 (4n) 使 sup A(An) 二 Bb 全 
Bn=AlU: UA :n=1,2,.., 


则 p(B%) 有 限 . 于 是 (Bn) 所 b. 又 (Bn) 递增 ,其 极限 记 为 B, 从 而 j(B) = 4. 
命 玉 = E\B. 任 取 下 的 测度 有 限 子 集 4, 则 jp(4) = 0 源 自 下 式 ， 


bg nuBUA)=uB)+p(A) gb. 


练习 27 提示 : 任 取 Lebesgue 可 测 集 吾 使 ma( 五 ] > 0, 将 2.2 练习 6 的 证 明 
稍 加 修改 可 知 《za 人 (五 C EB} 是 区 间 [0, ml( 五 )], 这 样 五 不 是 原子 . 


练习 28 (1) 记 = 对 MX 当下 是 7 的 有 限 子 集 时 ， 
te 


LENX) CE HENX) & uD). 
iEF i 


上 式 关于 .的 所 有 有 限 子 集 下 取 上 确 界 得 b < jy( 忆 )、 为 证 反 向 不 等 式 可 设 了 
有 限 ， 于 是 J 有 可 数 子 集 万 使 fe . 八 万 时 ，Hp(BnX) = 二 0. 命 


Eo=\lJ/{ENX;:iE VN Jo}. 
因为 Bo 与 每 个 Xi € J 之 交 是 个 零 集 ， 所 以 h(E0) = 0. 注意 到 


E\E= U (ENX), 
iE .Jo 


上 式 左 边 用 测度 的 可 减 性 而 右边 用 测度 的 可 列 可 加 性 得 
A(E)= 2 pAENX)= 9 p(EN Xi). 
4 te 
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(2) 提示 : 命 So = {CX| 由 EJ 了 :XiE 6), 这 是 节 上 o- 环 使 
SCSo. 当 忆 E So 时 , 命 jh(B) = Du(ENX) 于 是 站 是 So 上 测度 使 
IE 

{六 ,} 县 其 一 个 完全 分 解 . 据 (1) 知 有 是 上 的 测度 延 拓 ， 
(3) 必 芝 性 源 自 限制 保持 可 测 性 ， 充 分 件 : 可 设 了 是 非 负 函数 ， 于 是 
(fF <D=U{f < NXlie). 
因为 (fF < 相间 于 是 大 的 可 测 集 ， 也 是 六 的 可 测 集 ， 从 而 {了 < 0b) 是 可 测 
集 . 这 样 是 可 测 消 数 ， 此 时 可 设 f 是 可 测 集 B 的 特征 函数 ， 从 而 
J fap= HE)= AAAENX)= » | fap. 
站 i€EJ iEJ KX, 


(4) 限制 在 二; 上 后 ， 太 是 有 限 的 且 vv 关于 上 绝对 连续 ， 于 是 羡 : 上 有 可 
测 函 数 疡 使 召 为 可 测 集 时 ，v(BNnXi) 二 / jidp. 所 有 fi(i € J) 烙 成 
ENMX:; 


一 个 函数 了 , 据 (3) 知 了 可 测 且 
AB) = 5 f xefdu = fay 
iEd Ky E 


§4.4 Lebesgue-Stieltjes 积分 

练习 1 可 设 9 在 原点 连续 点 . 当 如 过 0 时 ，mg(z 十 (ww 站) = mg(w, 人 0 表明 
、 gfZ) — g(x + wu) = 9(0) — glu). 

可 见 ， 9 在 z 左 连 续 . 由 x 的 任意 性 知 ， 9 是 连续 函数 . 当 vw > 0 时 ， 

molz 十 (0,0]) = myg(0,0] 表明 g(x 十 从 一 g(x) 二 9(9) 一 9(0). 总 之 , 当世 

是 非 零 实数 时 ， 

g(t + — g(2) = 9(y) — 9(0). 

苦命 f(z) = 9fz) 一 90), 则 上 式 表明 f(z 十 胃 二 了 f(z) 十 (四). 由 了 的 连续 

性 得 常数 a 恒 使 {2) 一 ax. 这 样 g(2) 一 az 十 (0). 

练习 2 提示 : 命 BX) 二 一 7 及 RD) = 一 g( 一 x)}. 由 此 得 双 射 抽 : 耻 一 下 使 

页 [的 ) 二 (-b, 一 a] 且 9{b) 一 g(a) = 下 一 ay 一 区. 应 用 及 对 人 R1 的 结论 

即 可 ( 见 定理 1). 

练习 3 到 六 的 测度 有 限 可 测 划 分 {Xj}, 则 实 直 线 上 有 限 Borel 测度 EE 一 

LENX, ) 为 基 个 右 连 续 的 遂 增 函数 gn : 展 一 民 诱导; mg, (BY = jp(ENXn). 

这 样 A(E) = A(EN Xn,) = my, (B). 
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练习 4 当 忆 :a = zo <-… < Zn 二 上 是 分 点 组 时 ， 
Pm) Moy) / fa- 了 fagl 


aQ,Ti1] 


=| 上 ji 和 ff lfllagl. 


{Ti—1,m2] {Wil, vi] 


可 见 V(h, P) & < fllagl. 这 样 h 是 有 界 变 差 函 数 ， 


练习 5 设 Lk 是 由 连续 的 有 界 变 差 画 数 hs : [ex 中] 一 C 决定 的 曲线 使 
L=iUUL. 


记 hg 二 公 十 Vlgx. 直线 空 一 与 也 有 无 限 个 交点 当 音 疏 当 z = c 与 某 条 
Lk 有 无 限 个 交点 当 且 仅 当 有 个 下 使 他 f(t) = 是 无 限 集 当 且 仅 当 某 个 访 
的 指示 晃 数 YY 满足 Yk{c) = 

记 及 = (% = 二 00), 捐 8 和 .1 定理 4 知 轧 是 实 直 线 上 鹤 集 ， 而 
刀 1，… ,Bk 并 为 忆 , 所 以 已 是 零 集 . 


练习 6 用 练习 5 中 符号 ， 则 巨 十 n6,n € 名 并 为 一 个 零 集 世 (5). 如 果 a 不 在 
吾 (9) 中 , 则 平行 线 组 5 二 4 十 m6,n € ZZ 中 任何 一 条 与 工 的 交点 有 限 ; 同样 得 
个 实数 使 平行 线 组 yy = 上 了 十 m6,n & 名 中 任何 一 条 与 工 的 交点 有 限 . 


练习 7 据 了 的 -至 连续 性 ， 对 于 & > 0, 存在 5 合 0<5<1 月 当 人 UL 中 
两 点 2 和 22 的 距离 小 于 26 时 ， |f(21) 一 f(z2)| < <. 

命 MI ,JM 同 练习 6, 设 上 ; 是 JM; 的 正定 向 边界 而 8 代表 上 L; 的 长 
度 . 练习 6 中 两 组 平行 线 所 围 的 小 正方 形 中 有 与 上 有 交点 的 ， 这 种 小 正方 形 的 
个 数 记 为 上 记 而 上 的 长 度 记 为 s. 因为 U Li 是 由 工 的 弧 段 和 数 条 喜 线 段 梅 成 


的 ， 所 以 二 5i 所 十 入 5. 5 个 相 邻 接 小 正方 形 中 必 有 两 个 相距 不 小 于 6. 将 工 


分 为 若干 部 分 使 各 部 分 的 长 小 于 6, 则 每 一 部 分 届 到 的 小 正方 形 不 过 4 个 ， 可 见 
丰 冬 4076+1), 于 是 3 十 … 十 sn<17s 十 16. 

无 妨 设 2 … ,Lm 都 与 工 相 交 而 卫 m+1 ,Zn 都 与 卫 无 交 . 当 i 二 1m 
上 时， 固定 个 zi E Li. 这 样 据 复 变 函数 中 的 Cauchy 定理 知 


f f(z)dz =0:i<m; {f(z}dz =0:i>m. 
bs F， 
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据 此 并 注意 到 z E L; 与 zi; 距离 小 于 25, 得 
|J fz)azl=| 二 ff(2)dz+ ff fz)dal 
L tL i>m LE, 


=| > ff)dz| < 二 gie. 


注意 到 第 二 有 段 最 后 的 结论 ， 命 = 一 0 即 可 


练习 8 将 go 在 蔷 内 部 的 不 连续 点 全 体 记 为 忆 . 命 hn = gn 一 90; 则 (hw) 的 
全 变 差 -- 致 有 界 昌 在 关 \ 书 点 态 通 近 0. 当 :区 一 人 有 界 连 续 时 ， 命 


p{f) 一 im | 六 fadhnl. 
在 区 是 闭 区 间 情 形 ， 记 c = sup{Yy hnin 宕 1}. 枉 取 5>0 和 苹 的 分 点 
组 zo < 达 … < 之 zm 使 (xi) 不 在 马 中 是 max jz 一 Yi 下 | < 5 则 


| fahnl < | f (fz)— fr)dhr(z)+ flr)dhn, (or)) 


[zo,z1] [zo;21] 
+ V0- fa) + Heng 
<e sup [f(z)— fr) + TFRs {ri) — hn (zis). 
|E 一 ZT 过 丰 £21 


先 命 ni 一 co, 再 据 ff 的: - 致 连续 性 命 5 一 0 得 pl 有 ) = 0. 
在 一 般 情 形 ， 取 子 列 后 可 设 p(f) = lim | 三 fdhn|. 据 Helly 选取 说 再 ， 


取 子 刻 后 可 设 全 变 差 画 数列 《VY hn) 逐 点 台 近 半 上 .一 递增 函数 疡 , 将 hh 右 连 续 
化 后 仍 记 为 h. 适当 增 大 五 后 可 设 hw 和 由 在 每 一 点 E 全、 总 连续 县 


Him (I(V jz) -Mo + haz)) = 0 

取 递 增 至 六 的 闭 区 间 列 Xk 使 hh = sup Yh 有 8 Xx 的 端点 都 不 在 吾 中 . 
XX Ea 并 

重新 记 ec = sup{| Faz)| :x E 广 }, 于 是 

Hm |f fahr — f fdahnl & Lim cf ladhnl 

I x Xk Poo Xe 

< lim ce(Vh, — VY hn) =e(lyh—- Yh). 

Po x Xk X XR 

因为 Him /fdhn = 0. 上 式 中 命 k 一 0 得 wp(f) =0. 


Xk 
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练习 9 设 了 是 相对 于 9 的 Lebesgue-Stieltjes 可 测 集 . 如 果 上 是 了 上 
Lebesgue-Stieltjes 可 测 函 数 且 6 > 0, 则 有 舍 于 中 的 闭 集 声 使 jo(Y\E) < 
6 且 了 限制 在 上 连续 . 

先 设 9 是 简章 函数 QlXx) 十 …: 十 QpXXi，, 其 中 {及} 是 的 Lebesgue- 
Stieltjes 可 测 划 分 . 据 正 则 性 , 取 闭 集 EF; 使 EB CX; 征 mo(Xi\ By) < 6/k. 
作 卫 集训 二 记 UB 则 ECY 有 mo(Y \B)<6. 当 zzEE 时 , 可 
设 TEBi, 取 ?>>0 使 I 关 i 时 Ox,7TNE;=. 当 zE€E E 有 lz-zx|<r 
时 ， 9g(z) 二 9(2). 这 样 g|g 连续 . 

有 界 Lebesgue-Stieltjes 可 测 函 数 9 = /GT+ |f|) 可 被 Lebesgue- 
Stieltjes 简单 函数 列 (9gk)] 一 致 逼近 . 到 关中 密集 天 使 mg(X\ Ek) < 6/2* 
并 且 9x| 连续 , 作 闭 集 吾 关门 { 丈 优 六 1 则 五 己基 并 且 my(XAN\ 达 < 6. 
因为 (9k|g) 一 致 台 近 g|E, 后 者 连续 . 等 式 了 = g/(1 一 |g|) 表明 flg 连续 . 


练习 10 将 题 中 的 Lebesgue-Stieltjes 积分 记 为 了. 若 了 或 g 为 常数 , 风 [a,] 
中 任何 点 xo 满足 要 求 ， 下 设 了 和 9 不 为 常数 ， 则 了 的 不 连续 点 有 可 数 个 而 可 
数 集 为 |dg| 的 零 集 ， 因 丕 当 4 < z < 时 ， 以 f(x+) 代 亚 f(x) 后 (不 影响 了 
的 值 ), 可 设 『 在 (a,b) 右 连续 ， 据 分 部 积分 得 

) fdg = f(b)g(b) — fla)g(a) — ) gadf. 
取 9 的 最 小 值 a 和 最 大 值 3, 则 


b 
7 一 一 人 全 
虹 
rn 


人 


他 


g(xw)af (zx) 
FO fa) < 

使 gfzo) = 7Y. 此 xo 满足 要 求 . 

代替 f(a) 而 (5 一 ) 代 葡 后 (不 影响 了 的 
一 】 = (8)， 下 说 明 可 要 求 上 而 的 zo 满足 


据 介 值 定理 ( 即 中 间 值 定理 }, 次 个 

为 证 第 二 个 结论 ， 以 f(a+t) 
值 ) 可 设 flat) = Fo) 且 7 
axo < b, 

(Y= a 如 果 (9 = Qa) = {0} 或 (9 = Qa) = {8}. 此 时 (9g > 
oj 二 {4, 或 (9 > Q) = [a 站 为 my 的 零 集 . 这 即 f(b) 一 fla+) = 二 0 
或 f(b 一 ) 一 了 (a) = 0， 从 而 是 常数 隐 数 ， 邢 盾 . 这 样 (9 = a) 天 {a} 且 
(9g = 中 关 季 }. 从 而 a < xo<b. 

(2)Y= 6. 如 果 (g= 有 = {a} 或 (9= B=}. 比 时 (g <B)= (a, 莫 
或 (9 < 请 = [6,) 为 my 的 零 集 ， 同上 得 矛盾 这样 (9 = ) 关 {a} 
(9g = 有关 {0}- 从 而 a<xo <b. 

(3ja<y<B 了 到 w2 和 za 使 g(xz2) 一 a 和 g(xwa) = D， 无 妨 设 
ZX2 之 T3, 是 要求 Xo 之 wo < Ta 自然 有 Qa < zo <b. 
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练习 11 当 n 是 非 正 整数 时 ， 9{n 一 ) = 0. 据 例 1 得 mo[n 一 1,n) = 0. 当 
n 是 非 负 整数 时 ， 9(n) = 1, 据 例 1 得 me (n,n 十 1] = 0. 因此 及 \ {0} 的 子 
集 巨 都 是 零 集 ， 从 而 是 Lebesgue-Stieltjes 斌 测 集 ， 因 此 Ze 二 228. 因为 


mg({0)) = 0(0) -oo-)=1-0=1， 
所 以 me( 五 ) = XE(0). 因此 msg 是 {及 ， 28) 上 的 Dirac 测度 . 
练习 12 


[ hx)adg{(r) = i (Ru) + hx) — hlu)) dg{r) 


(u,v 


= dog(z + aoe ) 
= f hwadg(r)+ f dh(y) { dolz) 
{a0] (tu,0] [yo] 
= 机 hlu)jdg(x) 十 i (g(v) — gl(y—))ah(y) 
=h(w)(9(v) — glu ) lo) - — | gy)dhly) 


(ty] 


=g(w)h(v) — gl hy) 一 hh, 9(y—)dh(y). 


85.1 度量 空间 
练习 1 当 zE€E A,y Ee BzeC 时 ， 
dx, 2) & dr y+ dy, 2) & pl(A, B) + p(B,O). 


于 是 p(4,C0) < p(4,B) + p(B,O). 


练习 2 dx 是 度量 当 且 仅 当 4 是 单 射 且 dy 限制 在 子 集 ran 4 上 是 度量 . 
必要 性 : 设 4z = Ay, 则 dxftz,g = 0, 于 是 二 yy. 这 说 明 4 是 单 射 . 
如 果 dy (Azx, Ay) = 0, 同样 dx (zx,y) = 0. 于 是 Az = Ay. 这 说 明 dy 在 
ran A 满足 分 离 性 ， 因此 dy 限制 在 ran 4 上 是 度量 . 
充分 性 : 设 dx(z, 久 一 0 则 必 (4z,4y)=0. 故 4z= Ay, 即 z=y. 
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练习 3 命 6 二 dy/ 二 本. 函数 tt/(1 十 和 在 t 关 0 时 严格 递增 ,因此 
de) w+) 
1+d(z,z2) © 1+d(z,y) + dad(y,2) 
d(x, y) d{y, 2) 
1+adw) 1+d(y,z) 

这 表示 d(z,z) < 芭 z, 切 十 d(y,z), 因此 d 满足 三 角 不 等 式 ， 显然 4 满足 对 称 
性 且 d(z,z) = 0. 注意 到 d(z,3) 一 0 当 且 仅 当 d(x,y) = 0, 这 表明 d 是 度量 
当 且 仅 当 4 十 度量 . _ _ 

由 d= d/ll+ 人 中 且 4= df/{l 一 人 0) 知 ， ,lim d(zn, 7) 二 0 当 且 仅 当 
lim d(zn,z) 一 0. 这 表明 d 与 4 诱导 了 相同 的 收敛 性 . 


练习 4 首先 d(f,9) < | ldx= A(M) < +oo. 


分 离 性 ， d(f,g) = -0 当 且 仅 当 | 了 一 91/(1 十 |f 一 9|) 几乎 处 处 为 堆 当 且 
仅 当 与 g 儿 平 处 处 相等 当日 仅 当 在 L{M,4) 中 f=g. 
对 称 性 ， d(f,9) = 三 9 了 ) 是 显然 的 ， 据 练习 3 知 
| |f al Ig—A| 
1+ A Ir i+ -A 
上 式 在 M 上 积分 后 得 d(f,h) < d(f 了 ,9) 二 dtg,hh), 这 即 三 角 不 等 式 . 
当 E>0 时 ,由 和 
[f(x) — g(z)| 
1+|f(z}— g(z)| 下 十 E 
命 gn = 二 |fn 一 了 Al + |fr ~ nD), 上 式 即 【 (|fn — fe) = (gn 2 5). 这 表明 
Cf) 依 测度 收敛 于 了 当 且 仅 当 {gn) 依 测 度 遂 近 0. 
设 lim ad(fn, 了 ) = 0, 由 9e6praes 不 等 式 知 gn 依 测 度 角 近 0. 反之 , 由 
有 界 收 敛 定理 知 dm f gndp = 0, 这 即 lima(fn,f) =0 


会 |(z) = 9(2)| 


练习 5 (1) 是 显然 的 。 (2) 命 di(f,9) = 全 一 30 + |f0) -9(D). 
据 定理 1 知 lim dlfn,f) 一 0 人 ,im di(fn, 了) = 0 当 且 仅 当 
{ 见 练习 3) 每 个 lim | 疡 声 -7 = 0 当 且 仅 当 《jn) 点 态 避 近 了 此 时 ， 

{ 抽 ) 依 测度 避 近 了 . 反之 ， 当 天 E2+ 且 & > 0 时 ， 取 正 整 数 1 使 7 之 时， 

pl|fn 一 耻 之 2) < 2*. 于 是 不在 (| 一 天 之 6) 中 这 样 当 n 之 1 时 ， 

ntR) 一 了 (KR)| < .因此 (fn) 点 态 表 近 
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练习 6 命 是 2 上 计数 测度 且 (fn) 依 测 度 带 近 f. 当 E > 0 时 , 设 n 之 1! 
使 p(|fn 一 天宇 2) < 1 这样 (| 一 了 站 寡 2) 是 空 集 ， 这 即 z E 天 时 ， 
[fn(2) 一 了 (Z| < 8 从 而 (所 ) 一 致 逼近 了 . 反之 结论 是 显然 的 . 


练习 了 任 取 COC*[a,4] 的 基本 序列 ( 册 }). 当主 一 01， … ,上 时， 
oes, (0) = FD < Ma — A 


这 表明 连续 函数 列 (内 ”)2 | 一 致 收 伊 ， 其 极限 gi 是 个 连续 函数 ， 对 下 式 

D0) fa) = at 1 gi<h 
取 极限 并 注意 到 一 致 收 伍 性 得 

9i-1(Z) 一 gi-1(0) = J gd :0 所 下 所 
这 表明 gi = 9_1. 从 而 go 是 大 阶 连 续 可 微 函 数 , 命 了 = 90. 于 是 上 E CRia, 引 
且 (/ 外 ) -… 至 通 近 7 := 0,… ,这样 mn 一 站 =0. 
练习 8 无 妨 设 关 Y 时 ，d(z, 妇 之 1 任 取 时 中 基本 序列 (tn). 设 16,1 之 m 
时 ，d(zn, zi) < 1 这 导致 zn 一 2 于 是 im zn = zm 
练习 9 易 说 明 上 | |p 开 恒 次 性 与 分 训 性 次 可 加 性 ， 
lz + ylly = IPiz + Pyll?)s < (P(el + Is) 


<(5 PzlP)? + (7 IP) = ||zlls + llylls, 
4 了 


其 中 第 二 个 不 等 式 源 自 级 数 形 式 的 Minkowski 不 等 式 . 

设 大 是 完备 的 ， 对 于 每 个 5, 任 取 X; 的 基本 序列 (an)?21. 作 X 中 序列 
(zw) 使 zn 一 on 而 了 天 1 时 ， 疡 za 二 0. 于 是 zn 一 zp = lan 一 adj 
大明 (xn) 是 六 中 基本 序列 ， 其 极限 记 为 x, 则 


lim llan — Pz & lim llzn — zlly = 0. 
这 样 ， 每 个 XX; 是 完备 的 ， 反 之 ， 任 取 区 中 基本 序列 (xn), 则 


ve>0,3m2 1,vn,l2m:|zn — zs se 
v 有 限 子 集 F 和 J : 2 | 总 rn Piz? & e?, 
iE€EF 
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因此 (xn) 总 1 是 XX; 中 基本 序列 ， 其 极限 记 为 ai， 上 式 中 命 i 一 co 得 
Ye > 0,3m 之 1, Yn 之 mY 有 限 子 集 F C7: 3 Pzn ail? & 7. 
iEF 


命 了 = (Qi)jieJ. 上 面 不 等 式 关于 J 的 所 有 有 限 子 集 下 取 上 确 界 得 


Ye > 0,3m> 1 vn 2 m: Pr, — Prl? < er. 
旋 J 


这 即 上 zn 一 |p 所 5E. 双全 二 作 一 Wn 十 Zn 表明 在 天 中 且 是 (zn) 的 极限 ， 


练习 10 必要 性 : 任 取 已; 中 基本 序列 (aw) 叶 1, 作 天 中 序列 (zn) 使 Pixn = 
an 而 了 天 ?时 ， Pzxn = 0. 等 式 


lz 一 好 = llan ~ ll 
表明 (zn)E1 是 关中 基本 序列 ， 其 极限 记 为 x, 则 
len 一 五 zz 一 zj。 
这 表明 (an) 带 近 五 z, 从 而 已 ; 完备 ， 
充分 性 ， 任 取 半 中 基本 序列 (zn), 则 
Ye > 0D,3rm lv lm ie :lBrn — Br e. 
这 样 (Bzn) 兴 1 是 蕊 ; 中 基本 序列 ， 其 极限 记 为 mi;. 在 上 式 中 命 1 一 co 得 
Ye>0,3m> 1 Wm2mvied:|Pern alte. 
记 了 = (Qijiey. 上 式 即 ||zn 一 2||。 所 8. 这 样 工 = 二 zw 十 (7Z 一 zn) 表明 zz 在 
义 中 且 是 (Yn) 这 1 的 极限 ， 从 而 二 完备 ， 
练习 11 参见 例 2 和 例 3. 


练习 12 仿 数值 测度 的 情形 可 得 (1). 
(2) 对 于 可 测 集 EE, 命 以 至 ) = sup{|4( 卫 川 : 电 之 了 E58). 先 证 明 b(E) 
有 限 ， 否 则 ， 召 有 可 测 子 集 互 使 | 区 品川 > 1 二 2x(E), 从 而 


alE\ FN = JE) — pF > lg BE) + 1. 


车 了 b( 肪 ) = +oo 命 有 == 两; 否则 ，4( 思 NM 且 ) = 十 oo0; 命 如 二 E\ 凤 .由 
此 得 巨 的 可 洞子 集 轧 使 EL) = +oo 旦 x( 思 有 川 > 1. 以 代 移 E 并 重 
复 上 面 的 过 程 得 包 的 可 测 子 集 Bo 使 BE2) = +oo 且 |B2) > 2. 如 此 下 
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去 得 召 的 可 测 子 集 的 递减 序列 (En) 使 得 有 BEw) 二 二 00 且 上 (En) > 
集 列 (En ) 交 成 可 测 集 Eo, 据 (1) 得 以 下 矛盾 式 子 


la(Eo) = lim la(Br)l = +0. 


再 证 明 上 jul| 有 限 ， 否 则 有 可 测 集 列 (4A) 使 (p(An)) 无 界 ， 作 可 测 集 
站 = 二 A1U A2U,…,， 


则 恒 成 立 b(4) 之 2(Aw) 川 . 于 是 以 A) = 十 ce, 牙 盾 . 最 后 ， (cd 人) 用 
作为 【iee(S, 瑟 )，| |x) 的 线性 子 空间 (参考 练习 11) 是 赋 范 空间 . 
(3) 设 召 有 可 测 划分 {Bk|k 之 1}. 当 1 上 专员 且 Dk 是 Ek 的 可 测 划 


分 时 ， LU Dr U { Ek} 旦 已 的 可 测 划分 ， 于 是 
k=1 Rn 
之 pp (E+ 2 CERN & xl(B 
上 式 关于 轧 ，… , 召 , 的 所 有 可 测 划分 D1,-.- ,Ds 取 上 确 界 得 
忆 pCEE)| & Jul(E) :Rn 1. 
命 n 一 00 得 二 (| 所 |( 吾 ). 反 向 不 等 式 源 自 以 下 分 析 : 任 取 吾 的 可 
测 划 分 DD, 则 {En 也 [FE D} 是 Ex 的 可 测 划分 , 于 是 


am = | 三 pt NE) < 二 la(FN BE) 


> Tug TarPNBNS ln). 
FED k=1 FED 乓 一 1 


(和 任 到 ca(JM, 六) 中 基本 序列 (Pom), 则 
Ye > 0,3m 3 lv 之 mV 可 测 集 卫 : | 和 一 (EE) ES 


和 9 
Y 无 交 可 测 集 列 (Bi) 综 1 ,YR 之 1: 2 an] ~ mlE)N se 


可 见 当 吾 是 可 测 集 时 ，(nn (五 ])92_1 是 基本 序列 , 其 极限 记 为 x( 忆 ). 现 设 {i} 
是 五 的 可 测 划分 ， 在 上 式 中 ， 命 了 一 co 得 
Ve > 0 3m 六 TY 记 7,Y 无 交 序 列 [ 瑟 ;) 和 1 之 1: 


> in Bi) — plE)| ge 二 la 一 ACE Se 
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可 见 3 (Ej) < oc, 级 数 vB 收 伍 ， 从 上 式 得 
t=1] 一 


(BD p EON (本 一 An( 司 | 
士 | 并 (本 一 三 HH{ Ei) & 2e. 


命 e 一 0 得 J(E) = > 4(B). 这 样 j 是 向 量 值 测度 及 
Ye > 0,3m 2 1,Yn 2 m: im ~ py < e. 
于 是 上 二 jn 一 (pin 一 站 表 明 上 在 ca(M,X) 中 且 lim ln 一 Ah ==0. 
练习 13 因为 |enti 一 Yn] = 0.5|zn 一 zn- 1 有, 从 而 总 上 zn 一 za+ill 收 
化 ， 据 六 的 完备 性 知 (>n ) 收 化 ， 其 极限 记 为 y. 现在 
Tn 1 


Tantit Ent 一 .二 %1 十 沁 
nT 二 二 本 一 2 一 二 wl 2 ， 


命 n 一 00 得 3y = 2z1 十 wo. 因此 y= (a 二 25)/3. 


练习 14 先 证 -一 个 不 等 式 ， 当 二 关 0 时 ， (十 上 委 工 十 证 . 为 此 命 f(t) = 
(1 十)? 一 雪 , 得 连续 函数 了: [0,++c0) 一 及 使 >0 时 


f=p + 1 pi! < 0. 


于 是 了 是 严格 递减 丽 数 ， 从 而 f(t) < 了 (0). 此 即 (十 人 之 1 十 如 
当 直 >0 时 以 妇 / 而 代 蔡 二 得 不 等 式 


(十 toj? 了 专车 十 起. 


上 式 在 本 = 二 0 或 to = 0 时 也 成 立 . 
(1) 明显 dy 满足 对 称 性 与 分 离 性 ， 现 在 


flf—-g9+9— hl 
< ff- gh + — Ab). 
因此 本 (六 网 入 dp(f,9) 十 中 (9; 及 .这 特别 地 药 含 
|f + 9lls < HA + lolls. 
由 此 可 见 L?(M, jp) 是 线性 空间 且 4 为 其 上 一 个 度量 . 
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任 取 LP(M, 上 中 基本 序列 ( 户 ), 由 Je6pmres 不 等 式 得 
erp(lfn ~— fl 2 6) & dplfn, fi). 
可 见 ，( 反 ) 症 依 测度 基本 序列 ， 其 极限 是 个 可 测 洱 数 f. 又 
Ve>0,dm1vnl2m: [fn— fl se. 
据 了 . Riesz 定理 ， (fn) 有 子 列 (所 , ) 几乎 处 处 逼近 了 . 在 上 式 中 ， 以 总 代替 
i 并 命 1 一 co 据 Fatou 引 理 得 
Ve>0,dm21lvn>m: [lf — fae. 
可 见 | — flls 5. 由 f= 二 抽 十 (f 一 Jn) 知 f 在 LP(M, 1) 中 日 是 (fn) 
的 极限 ， 央 此 LY{JM ,4) 是 完备 空间 (但 请 注意 ， 这 不 必 是 Banach 空间 ). 

(2) 可 设 因 = {0,1} 而 有 为 计数 测度 . 命 f(0) 二 0,f(1) = 1 而 
9(0) = 901) 一 0. 算得 dp(f,0) = dp(9,0) =1 而 由 (二 2.0)=Vv8 可 
见 f,9 在 BB 中 但 0.5(f 十 9) 不 在 BB 中 . 
练习 15 (1) 显然 4(f, 了 ) = 0 且 d(f,9) = dlg, 下. 为 证 明 三 角 不 等 式 ， 可 设 

dalf,g) + adlgh) <1. 
当 @p>0 使 有 一 外 六 加 <a 且 忆 9 一 着 袜 站 < 时 ， 
(|f -hl2a+D) (fg> ou (gn ). 
这 样 g(|f 一 之 a 十 日 <a 十 5. 此 式 对 所 有 这 种 a 和 5 取 下 确 界 得 
dlf,h) & dlf,9) + dlg, h). 

设 df,) = 0, 取 递 减 正 数列 【an)] 使 liman = 二 0 且 (|f 一 六 衬 an) 志 

an- 因为 当 尺 之 时 (了 一 及 之 an) C (|F 一 及 之 Qa), 所 以 
Llf — han) & lim ok 二 0 


uf HN> 0 < pf -Mz an)=0. 


这 表明 在 LCM, pg) 中 ， 了 一 几 . 

设 limdtfn, 有 站 =0. 设 0<s<1, 取 个 1 使 n> 时 df 了 所. 
取 有 理 数 om 使 0<an<e 且 (|fn ~ | > an) < an. 这 样 

(| 方 一 | 次 e) 所 (| 入 一 了 | 之 an). 

由 此 得 (| 记 一 了 站 宕 2) <<&. 据 氏 .4 练习 28 知 ( 方 ) 依 测度 收 伍 于 f. 反之 ， 
取 个 1 使 n> 民 时 pj( 记 一 站 守之 6. 由 此 得 d(fn,f) 拟 &. 

(2) 工 (了 及, m) 上 任何 范 数 | | 不 刻画 依 测度 收 人 证， 为 此 作 函 数 f(x) = z， 
网 im 7/nll 一 0 而 (7/my) 不 依 测度 远近 0: 当 = > 0 时 ， 


m(lf/n| >e)=m{zr:|z| ne} = 十 oo， 
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练习 16 按 可 和 准则 ， 对 任何 & > 0, 取 J 的 有 限 子 集 Fo 使 J 的 有 限 子 集 下 
与 ro 不 交 时 ， | 3 zi < s. 当 了 的 有 限 子 集 百 与 加 个 1 不 交 时 ， 轧 也 与 


Fo 不 交 ， 因 此 | > Ti < 上， 按 可 和 准则 ， 2 可 和 和 |. 
证 


85.2 度量 拓扑 


练习 1 将 并 为 9 的 两 个 集合 记 为 91 与 92, 则 5° = ,为 此 先 注意 到 91 是 
开 集 ， 得 9 G 5°. 其 次 , 当 z E 52 时, 记 2 二 |z|exp(2x8V 一 1), 则 68 是 有 
理 数 .对 任何 7 > 0, 由 上 rm |z| expf2rtw 一 1 的 连续 性 ， 可 取 无 理 数 + 使 


上 jz| exp(2rmtw —1) — |z|exp(2r0v—1)| < 7 


命 也 = |z|exp(2xtv 一 上) 则 mu E Of(zmN\S, 因此 2 不 是 5 的 内 点 . 
注意 到 仿 二 岛 US2 且 全 = {z:|z| 志 1}, 求 出 S52 即 可 . 命 99 = {z: 
|z| < 2}. 因为 53 = {2 :|2| 所 2} \ {z :|z| < 1} 是 一 闭 集 与 一 开 集 之 

所 以 53 是 闭 集 .于 是 52 C 53. 

任 取 z E 53. 记 z = 7exp(2rtv 一 1 则 1 所 7 < 2. 取 通 近 7 的 数列 
(ra) 使 0 < rn < 1. 取 脖 近 上 的 有 理 数列 (tn). 命 z = mm exp(2rtnV 二 1 
于 是 (zn) 是 52 中 游 近 z 的 点 列 . 这 样 z 是 52 的 接触 点 ， 子 是 53 G 2 

总 之 ，5 二 {z:|z| 志 2}. 


练习 2 (1) 首先 ， 基 不 会 长 度 非 零 的 区 间 . 其 次 ,在 [0,1] 中 以 0 和 以 1 为 中 
心 的 充分 小 的 开 球 都 形 如 [0,7) 和 (1 一 7,1, 其 中 0 < 7 < 1. 这 样 的 区 间 不 会 
于 攻 中 , 因此 0 和 1 都 不 是 KK 的 内 点 . 再 次 , 当 0< 了 < 工时 , 在 [中 以 
z 为 中 心 的 充分 小 的 开 球 都 形 如 (x 一 7,z 十 7), 其 中 0 <7 < min{z,1 一 Zz}. 
这 样 的 区 间 也 不 会 会 于 下 中 , 因此 x 不 会 是 下 的 内 点 . 最 后 总 结 知 天 在 |0, 1] 
中 的 内 部 为 空 集 . 

(2) 因为 KK 作为 全 空间 是 开 集 ， 所 以 下 相对 子 开 的 内 部 为 起 ， 
练习 3 按 定义 im Uh 二 门 (UU). 注意 到 避 Ux 是 开 集 即 可 . 


他 次 工大 涵 中 


练习 4 注意 到 [0,1/2) = (-1,1/2n4 及 [LA2,1m4= 11/2,1) 即 可 . 


395 


练习 5 提示 : (1) 在 0<5 一 a < 7/4 情形 , 命 c= (a 二 站 /2 且 
r= |exp(V—1c) ~ exp(V—1a)|. 
于 是 (a < 中 = O(exp(V 二 1e),7) 赂 了 T, 其 中 Ol(exp(vV 一 1c),7) 是 CC 中 以 


exp(V—1e) 为 中 心 以 7 为 半径 的 开 圆 盘 ， 从 而 (a < 日 是 T 中 开 集 . 
一 般 地 可 设 @ = co < ca < …<en = 一 pb 恒 使 上 一 -1 < 和 AS, 于 是 


(a <b)=({c0 < clU (ec < UU {en 2 <cn)， 
(2) 对 于 z EU, 存在 r> 0 使 O(z,r) 巾 TCU. 于 是 有 a,5 使 

z€El(la < Oz,r NT. 
所 有 这 种 开 强 ta 过 下 的 并 为 U 中 包含 z 的 最 大 开 弧 I[, 则 I :> EU 是 可 
数 个 相互 不 交 的 开 弧 { 当 1 和 1。 相交 时 相等 ) 县 其 并 为 U. 

{3) 首先 ， (0,27] 中 的 Borel 集 类 是 {(a,9|0 < a < 5 27]} 生成 

的 o- 环 而 了 中 的 Borel 集 类 是 {(a < 下 la < 中 生成 的 og- 环 ， 其次， 
是 连续 双 射 且 (ay 如 (0,2] 时 ， fo = (@ < 是 U {exp(V-Ib)} 
是 T 中 的 Borel 集 ， 从 而 (0, 27] 中 的 所 有 Borel 集 巨 之 像 f(E) 是 了 的 
Borel 集 . 再次, 命 9 : 及 一 T 使 g(t) = exp(V 一 1t), 则 9 是 连续 映射 使 
Tia <6) =g ta < 站 站 (0,27], 这 是 (0,27] 中 的 Borel 集 . 于 是 了 中 
的 所 有 Borel 集 的 原 像 都 是 (0, 27] 中 的 Borel 集 . 总之， f 是 Borel 同 柯 . 
练习 6 提示 : 命 Ep 二 包 十 VP, 其 中 p 是 素数 . 
练习 了 任 取 了 ER 和 7 >0, 记 2 二 (Zi1,'…' ,Xn), 对 每 个 i 有 个 有 理 数 yy; 
使 Ea — yi| < rin. 命 YC 二 (Wi ;Yn) CE (WO”， 则 

zg = 7 le yb < 

1 二 1 

可 见 O(z,7) 阁 Q* 非 空 这 样 x 是 2” 的 接触 点 ， 
练习 8 命 e 是 各 项 为 1 的 数列 ， 则 e € gm, 但 e 不 会 是 如 的 接触 点 ， 为 此 任 
隘 10 的 点 二 Q161 十 … 十 anen; 则 

lle 一 Tl 之 |1 一 Zn+i| =1. 
这 样 Ole, 1) mi 是 空 集 ， 于 是 e 不 是 1 的 接触 点 . 


练习 9 如 果 了 可 分 则 其 子 集 (六) 也 可 分 于 是 了 有 可 数 集 使 f(D) 稠 于 
亲生). 这 样 DD 也 笛 于 总 ,矛盾 
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练习 10 (1) 对 于 y El™, 命 到 (R= gm 在 [m,n 十 1 之 间 ， 记 是 线性 函 
数 ， 当 工 二 1 时 , 命 记 (2) 二 了 (1). 这 样 {|y & 1} 是 Cb( 民 ) 的 子 集 ， 因 
为 有 乌 一 让 | = |y 一 zwo; 所 以 y 品 局 是 1Y 到 Cb( 民 ) 的 等 四 映射 据 练 
习 9 知 Cb( 展 ) 不 可 分 . 

(2) 当 z E pe 时 ， 作 丽 数 Az ; (0,1] 一 CC 使 (Az)(1/n) = zw 在 区 
间 [l/r 十 1),1/n] 上 Az 为 线性 沽 数 . 于 是 上 Azx 一 Af = |z 一 可 < 这 样 
Cs(0, 1] 包含 个 不 可 分 的 子 集 ran 4, 从 而 Cb(0, 1] 不 可 分 . 


练习 11 只 证 明 (1). 因为 B = {ln(l 二 2)|z € 及 }, 所 以 对 每 个 5E BB 有 实 
数 z 合 85= 1n{1 十 4%). 取 有 理 数 列 (rm) 道 近 z, 则 In(1 十 弛 ) 弄 近 5. 这 样 
A 在昌 中 移 密 . 


练习 12 (1) 如 果 z 不 是 5S 的 聚 点 , 则 有 7 > 0 使 O(z,7) \ {7} 与 5S 不 交 ， 
即 O(z,7) 站 SC {fz}. 前 者 不 空 ,于 是 O(z,7) 几 5S = {2}. 

(2) 当 0 <r<1 时 ，0O(0,7)\ {0} = (m0)U (0,7), 它 与 (0,1] 总 有 
交点 7/2. 因此 0 是 (0,1] 的 聚 点 . 


练习 13 (1) 注意 到 x 是 8 的 聚 点 当 且 仅 当 7 > 0 时 SNMO{z,7)\ {rz} 名 ， 
此 时 SNO(z,7) 不 空 , 从 而 2 是 8 的 接触 点 . 于 是 85' C5, 从 而 SUS’ C3. 
反之 ， 任 取 5S 的 接触 点 x 则 个 >>9 时 OO(z,n 凡 5S 关 名 .车 Zz 不 在 仿 中 ， 则 
左 式 为 O(z,7) 门 S\ {Ww} 闫 多, 这 样 x 是 5 的 聚 点 .于 是 5GS3US 
注意 到 zx 不 是 8 的 诊 点 当 且 仪 当 存 在 + > 0 使 SNnO(z,7)\{2} = 名 当 
且 仅 当 存在 > > 0 使 SNO(z,7) C {2}. 此 时 当 0 < d(x,) <7 时， 


SNOG, (rr — dr y)) Adr,y) = &. 
于 是 O(z,7) C 关 \ 5'. 这 样 碟 \9' 是 开 集 ， 从 而 S' 蚌 闭 集 且 
X\S={r3r >0:SNO(,r) C {rx}}. 


(2) 源 自 (1). 
(3) 和 企 取 591 U S52 的 聚 点 +。 如 果 x 不 是 91 的 聚 点 ， 则 有 ro > 0 使 
Ofr,roymSlCfzol. 当 0<r<ro 时 ， 


BS # Oz TIN (SU S52) \ {zo} = Oz, 7) NM 52 \ {x}. 


这 样 1 是 52 的 聚 点 ， 从 而 (91 U 52)C S51 U 92. 反 向 包含 是 显然 的 
(4) 作 空 间 了 及 的 点 集 4 二 和 = 有 展 \@ 则 A = B= 有 但 
ANB=g. 命 4r={7}j,reQ, 则 Ai 一 名 而 (UU 4A1) = 有 R. 
rt 
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练习 14 (1) 坟 (2): 因为 5 的 点 了 是 上 的 接触 点 但 非 涌 点， 据 练 习 12(1) 知 
+ 是 上 5 的 孤立 点 . 
(2) 坟 (3): 任 取 人 5, 则 有 7 > 0 使 O(x,7) 丫 5S\ {xz} = 名, 起 即 
OO(z, Tn) 介 5== {2), 从 而 5 的 单 点 子 集 都 是 开 集 .这样 9 是 离散 空间 . 
(3) 坟 (1): 企 取 xE5, 则 有 7>>0 使 O(x,7)5 = {7), 这 即 O(zx,r)\ 
{zw} 与 5 不 交 ， 从 而 2 不 是 5 的 聚 点 ， 于 是 3 站 9 = 儿 ， 此 时 5 的 导 集 
5'=5\5. 于 是 5 CS\S=05 


练习 15 开 区 间 (2-"!,3.27 "1) 与 忆 内 交 于 27 一点， 所 以 忆 的 点 都 是 
媚 的 孤立 点 .又 O(n,1) 与 只 交 于 n, 所 以 Z 的 点 都 是 其 孤立 点 . 
练习 16 结论 源 自 9("+TD) C Sm) = 3. 

(1) 作 空 间 C 中 的 可 列 于 集 5 = (P+ Yl, € Z,qg E Z4}， 任 取 
所 网 ， A {pn /gn) 使 im gn 二 Ha 有 1 ,lim n (pn /gn) 二 x, 于 是 


z= lim 名 一 . 这 样 到 C5', 反之， 任 取 5 的 聚 点 z, 则 有 9 中 的 互 


蜡 点 组 成 的 序列 tv tv) 逼近 x. 如 果 (gn) 有 界 ， 则 由 (oo) 收敛 扼 有 


个 下 使 RR 之 让 时， qn 二 Qk. 同样 有 个 使 交 关 天 时， pn 二 pk. 政 盾 ， 因此 
(qn) 无 界 ， 取 子 列 后 可 设 lim gn 一 十 ooc, 这 样 2 是 实数 . 

从 而 S = 下, 它 与 5 无 交 ， 于 是 5 是 孤立 点 集 且 其 导 集 不 可 数 . 

(2) 当 nn 是 下 整数 时 ， 命 EB,, = 机 nn 二 nn 十 2,…} 及 


Sn = {2n+ EMén: hk € Ea}. 
它 是 (2n, 2n 十 1] 的 子 集 日 售 2n 十 1. 集 列 (9 ] 的 并 记 为 5. 


任 取 与 的 聚 点 x， 则 有 正 整 数 nN 使 i>%N 时 (x 一 1,73 十 1) 已 巨变 . 
这 样 > 是 U 5S; 的 聚 点 ， 从 而 是 某 个 ,Si 的 豪 点 ， 由 此 得 5' C U 5 反 向 包 


含 是 显然 的 ， 归 纳 地 可 知 ， 任 何 正 整 数 9 都 使 9 = 了 5 人 
n=1 
任 取 5 的 诊 点 7, 则 加 中 及 个 有 (ba ) 各 1， 使 序列 《zj)P21 各 项 
互 异 且 极限 为 x, 其 中 zj 一 2n 十 2 元 如 果 那 n 个 序列 都 有 界 ， 先 多 次 取 


子 列 后 可 设 它们 都 收 钱 ， 再 多 次 取 子 列 后 可 没 它们 都 是 常 值 序列 这 与 (Z)) 各 
项 互 异 政 盾 . 于 尾 那 nn 个 序列 中 至 少 一 个 无 界 ， 注 意 到 定义 zx; 的 和 式 的 对 称 
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性 ， 可 设 主 芝 六 时 ， 守 对 应 的 序列 无 界 而 4 < Pp 时 ， 守 对 应 的 序列 有 界 (其 中 
史 一 1 ,Nn)， 针 次 取 子 列 后 可 设 宇 闻 D 时 ， im, kij 二 十 oo, 而 之 p 时 


1 
hij = 和 .于 是 一 2 十 四 后- 又 这 种 形式 的 x 都 是 5 的 到 点 ,可见 


S57 = {2n+ Sl El p< ni<p>hk eb}. 
i=1 大 


它 是 [2n,2n 十 1 一 1/n] 的 子 集 且 含 2 十 1 一 1/n. 归纳 地 ，1 < g 所 nn 时 


SW = {2n+ 2 El0<p< nnigp keE,}. 
jp 于 
它 是 [27n,2n 十 1 一 g/mn| 的 子 集 月 售 2 十 1 一 gm 当 g > Nn 时， 42 一 他 . 
设 S(0) = 8(o)， 则 对 所 有 nt 应 有 S40) = S42) 命 n= gl 十 go, 由 上 
而 结 沦 知 (S49)2_1 是 pm， n+1—1/n] 中 的 互 异 的 闭 集 ; 这 gi = 02， 
于 是 5 的 各 级 导 集 字 异 ， 进 而 0 SW- se 


n=1 9g=1 


(3) 命 5 同 (2), 记 T= [0， 1 U8, 注意 到 T(D = [0,1 US‘9 即 可 . 


练习 17 否则 ， 当 有 取 浪 所 有 序数 时 ， SD 是 六 的 互 异 子 集 ， 这 样 短 集 2X 
的 势 可 任意 地 大 ， 矛 盾 ， 最 后 注意 到 909) 有 孤立 点 时 809) 关 SGB+D 即 可 ， 


练习 18 只 证 明 (2). 任 取 了 E 五 ,其 三 进位 小 数 表 示 0.alas .… 中 的 每 个 ai 
非 0 即 2. 若 有 使 i > mm 时 ，a; = 二 0, 命 X= 二 0.41 am0:…:02, 其 中 最 
后 那个 2 位 于 第 mr 十 % 位 ， 和 否则, 命 fn 二 0.01,… ,Qn. 在 此 两 种 情形 ， 
(zn) 都 是 五 中 的 蜡 于 2 且 以 2z 为 极限 的 序列 ， 因 此 xz 是 五 的 聚 点 . 


练习 19 (1) 古 为 4 是 加 鞍 群 ， 其 阅 包 也 旦 : 
A—-ACcA-A=A. 


命 c= inf{x E A|x > 0}, 这 是 4 中 元 素 使 c= inf{z e Als > 0}. 
如 果 c > 0, 则 任何 z € 及 对 应 一 个 整数 大 和 数 吕 使 0 雯 过 < ce 且 
x 二 kc 二 dd. 这 样 吕 一 YY 一 KeeEA 由 c 的 定义 知 d 二 0, 从 而 工 二 kc. 于 是 
有 整数 天 和 【使 @ = kc 和 和 上 = ic, 于 是 bfa 一 jl, 这 是 有 理 数 . 矛盾 . 
从 而 5 = 0. 这 样 可 取 A4 中 的 序列 【eg 使 ci >0 有 limeck=0. 
任 取 实数 z, 命 z0 二 inf{z E Alz > 2}. 如 果 z0 > x, 旭 有 充分 大 的 上 使 
20 一 Ck 之 寂 . 这 与 20D 的 定义 矛盾 ， 从 而 0 这 样 可 取 4 中 的 序列 {zk)】 使 
区 > 了 7 且 lim zh = 这 表明 A = 
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(2) 据 上 面 结论 知 {2kr 十 ?有 1 E 多 } 的 导 集 为 亚 , 任 取 2 E 限 , 则 有 无 界 
整数 列 (Kn) 和 (in) 使 Jim (2pnx 十 可) 二 取 子 列 后 可 设 两 个 序列 (Kn】 和 


cosz = jin cos(2K%A + Hn) 
了 一 了 CO 


lim cos lim 1 三 十 oo， 
nO N+ 
lim cos{—in): lim ln, = —o0. 
+ No 


这 表明 4 = [1, 4. 用 上 面 的 结论 或 仿 上 面 的 过 程 可 敌 其 他 小 题 . 


练习 20 (1) 充分 性 : 设 是 五 的 邻接 区 间 (al, 责 ) 和 (a2,b2) 的 公共 端点 且 
bi 一 02, 财 (alypo) 门 瑟 ={z 这 样 x 是 二 的 孤立 点. 

必要 性 : 取 7 >0 使 (x 一 rz 二 7 二 {ZX}. 这样 {XY 一 7, 2) 与 (7X, 十 7) 
是 开 集 候 \ 划 的 子 集 .于 是 五 有 两 个 邻接 区 间 了 和 J 分别 包含 (z 一 7,XY) 和 
(2 十 门 .这样 zo 是 了 和 J 的 公共 端点 . 

(2)+(3) 源 自 民 )，{4) 回顾 一 下 81.2 练习 11 的 结论 : 5 与 有 理 数 集 相 
似 当 且 仅 当 5 无 最 小 数 也 无 最 大 数 且 5S 中 的 任何 两 数 之 间 有 第 三 个 数 ， 

必要 性 , 首先 5 无 最 小 数 . 否则 , 设 ao 为 其 最 小 数 , 则 巨 有 个 形 如 (一 00, 6) 
的 邻接 区 间 使 c < a0， 据 ao 的 最 小 性 知 (c, a0) 中 无 吾 的 邻接 区 间 ， 这 样 
[c,aoj C 五 . 这 与 五 朴 朗 译 盾 . 又 9 无 最 大 数 ,， 否则, 设 ai 为 其 最 大 数 ， 则 瑟 
有 个 邻接 区 间 (01, 本 ) 使 六 < 十 cc, 从 而 五 有 个 形 如 (e +oo) 的 邻接 区 间 ， 
同 前 的 分 析 知 ce > 可 且 fo,el E 五 , 庆 盾 . 

任 取 S 中 的 大 小 两 数 aa 和 @, 它们 对 应 邻接 区 间 (a2,b2) 和 (m1,b1). 国 
为 < tz 且 (机 ,02) 不 售 于 百 中 ， 从 而 有 个 < 使 下 <e<as 且 ec 不 在 殖 
中 ， 这 样 五 有 个 邻接 区 间 (a3, bs) 全 as <e< 的 ,从 而 al < 03 < aa2. 

充分 性 任 取 五 的 两 个 银 接 区 间 【aa, 本) 和 (4z,b52) 使 妇 < az. 据 (1) 
说 明 Pi < aa 邵 可 .如果 al > 一 50 且 < 二 oo, 则 at 和 az 之 间 应 有 瀛 中 
的 数 ws, 这 样 已 有 个 邻接 区 间 (as, 的 ) 使 三 < 83 二 a2; 如 果 al = 一 oo 且 
b2 < 十 00, 则 五 有 个 有 限 邻 接 区 间 《es, 四) 使 aa < 42, 这 样 站 < ba 所 02; 
如 困 al 二 一 00 且 如 = oo 则 吾 有 个 两 个 邻接 区 间 (a8,b3) 和 (aa,b4) 使 
中 43 且 Pa ;从 而 打 < 2. 总 之 ， D1 < a2. 
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妖 习 21 取 秽 于 趟 的 可 数 集 DD. 注意 到 ni 二 N, 构造 个 单 射 了 :六 Dy 
即 可 . 对 于 EX 及 a ED, 命 f(x)(a) = dz 设 f(z21) = f(z2) 即 
d(x1,4) = d(22,4) 对 a & DD 成立, 对 任何 7 > 0, 取 个 a Ee De <Y, 
于 是 d(x2,4) < 7,， 这 样 


dlzx1, x2) & d(x1,0) + dla, za) < 27. 


命 7 一 0 得 d(x1,2X2) = 0, 由 此 得 zl = 一 Za， 从 而 了 是 单 射 ， 

也 加 这 样 证 明 : 将 DD 中 的 收敛 序 列 (xn) 全 体 记 为 4, 这 是 D2+ 的 子 集 . 
注意 到 |4| 所 N09 一 六 昌 lm :4 一 所 是 满 遇 即 可 . 

任 取 扎 的 开 集 U. 对 于 WEU, 取 正 有 埋 数 7 使 Oly,2r) CU. 取 zeED 
司 d(xz,y) < 7?， 因 为 Q(z,X) < 之 7 获 售 d{z,y) < 27, 所 以 YE 0O(x,r) CC 
口 (y,2r) CU, 这 表明 


U=U{0O(z, rr Ee Dr EQ Ou,r) CUY. 


因此 若 命 f(U) = {(z,7) ED x Q+1O(z,7) C0), 则 了 :一 20XQ+ 是 
单 射 . 于 是 |O| < 28o 一 N. 


练习 22 记 2Z = XXxY, 其 中 的 点 (Z2,y) 记 为 z. 在 2Z 上 取 度 其 4 使 
d(z1, 22) = max{d{xi, x2), do) 
( 记 WW==5XT. 因为 Ofz,7) = O(z,7) x Oy,7)， 所 以 
Os,rT)NW = (Of{z,7) NS) x (OF,7) NT)Y. 


于 是 ， zz 是 镀 的 接触 点 当 且 仅 当 7 > 了 0 时 口 (z,7jnW 不 空当 且 仅 当 7>0 
时 加 (2 门 阅 3 和 Oh 门人 三 都 不 空当 县 公 当 和 是 且 的 接触 点 而 是 全 接 
和 钥 点 .由 此 得 第 -一 等 式 - 

第 二 等 式 源 自 。 OO{z,7) CW 当 且 仅 当 O(z,7) C5 且 O(,7) CT 

(2) 任 取 你 的 始点 z, 则 x 是 S 的 接触 点 而 Y 是 了 的 接 甬 点 . 若 XY 不 是 
5S 的 聚 点 ， 则 有 70 > 0 使 Ofz,ro)PmS={zol, 当 0D<r<ro 时 ， 

ONINMW\ {2} = {7} x (OW 7) NT {y)). 
于 是 OW,7) 介 了 和 {vy} 不 空 ， 这样 y 是 工 的 聚 点 .这 表明 
(Sx TY EC(S x DUSx TY. 
反之 , 设 工 导 5 的 接 损 点 而 y 居 工 的 豪 点 则 7 >> 0 时， 
Oz NMNW {2} 2 0, NS) x (Ov, rNT\ {y}). 
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它 不 空 ， 所 以 z 是 WW 的 险 点 .同样 当 x 是 的 聚 点 而 是 工 的 接触 点 时 ， 
z 是 隐 的 聚 点 .由 此 得 下 式 


(S x TY 2 (8 x TU CS x TN. 


(3) 当 z € XX" DD 时 , 存在 ij 使 i 光 j 了 且 Yi 关 jj. 命 7 = dl(z,, /2. 
当 YE O(z,7) 时 ， d(xi, yo) <r 且 dly;, £7) < 了， 于 是 


ai) E aris i) + Oi 2) + A £7) < 2 + dy yy). 


于 是 全角 ; 妇 ) > 0, 这 样 信 关 奶 ,从 而 O(z,7) CX"\D. 这 样 开 " 万 是 
开 集 ， 因 此 DD 尾 闭 集 ， 

(4) 必要 性 ， 如 果 8 与 天 的 开 集 世 不 变 ， 则 5 导 三 AN 了 7. 此 式 两 边 取 闭 
包 后 得 半 CX \U., 这 样 V 为 空 集 . 

充分 性 ， 因 为 5 与 开 集 著 \ 5 不 交 ， 后 者 便 是 空 集 . 由 此 得 天 = 二 5. 


练习 23 在 情形 (1), x 是 瑟 \ 3 的 内 点 (也 称 为 5 的 外 点 )， 在 情形 (2), x 是 
3 的 接触 点 .在 情形 (2.1), x 是 9 的 内 点 .在 情形 (2.2), x 是 5 的 边界 点 . 
在 情形 {2.3), z 是 5 的 聚 点 ， 在 情形 (2.49, 7 是 9 的 孤立 点 . 


练习 24 必要 性 : 取 4 的 可 数 稠密 子 集 DD, 开 球 O(x,7) : 5 E D,r E 0+ 有 可 
数 个 , 将 其 排 成 序列 {Bk) 守 1. 如 果 {04} 是 4 的 开 履 盖 , 风 任 何 y € A 对 应 至 
少 一 个 i 使 y EUs. 取 正 有 理 数 7 使 Ofy,27) CDi, 取 xED 合 dlzx,y) < 
因为 dz,z) 之 7 药 合 d(2,9) < 27, 所 以 yE Or) CC Of,27) EC 下 

这 表明 {Bk|3i E 卫 : Bk C 0i} 覆 盖 4, 其 中 每 个 Bi 对 应 的 Ui 记 为 Ui,， 
则 {Cin|R} 是 A 的 至 多 可 列子 开 覆 盖 . 

充分 性 ， 对 于 正 有 理 数 7, 显然 {1O(z,rlzE A} 是 A 的 开 覆 闵 . 取 4 的 
一 个 至 密 可 列 集 D; 使 {O(z,r)lz E Dr} 办 六 4, 命 5 二 [J{Dr :7 € Qi4}. 
这 是 4 的 -- 个 至 多 可 列 筒 窜 子 集 . 


练习 25 可 设 < 万 显然 有 站 之 fi. 如果 中 -中 与 由 .站 等 价 ， 则 有 常数 
ec > 0 使 上 |s 所 djifl 恒 成 立 ， 这 相当 于 f€ C4610, 十 0) 时 


em 


/ {exp(~sz?) — cexp(—tr?)|f (zdr «0. 


因此 得 exp( 一 sz2) 所 cexp{ 一 tz72)}， 这 样 exp(t72 一 sx2】 志 Cc 总 成 立 ， 命 
2 一 十 oo 得 十 oo0 去 矛盾 . 
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练习 26 任 取 (zn】 E ic 和 < >0. 可 设 (zn) 是 实 值 的 ， 命 
J = {neEZrk — 1)e < rn & heh,ke2, 


则 集 列 (7k) 吕 ， 的 并 为 了 + 且 只 有 有 限 个 非 空 . 当 nnE J 时 , 命 yn 二 Ke. 
由 此 得 取 有 限 个 值 的 数列 (yn) 吕 1 使 lz 一 名 = 所 8 
练习 27 (1) 对 于 Cantor 集 长 中 的 每 一 点 二 (0.ala2 3; 其 中 am 非 0 
即 2. 命 f(z) = (wn : an 一 2), 得 满 射 了 :KK 一 亏 . 

据 天 的 紧 性 ,说 明 了 连续 即 可 . 对 于 上 > 0, 取 ZZ 的 有 限 子 集 Fo 使 
FF 是 与 Fo 不 交 的 的 有 限 子 集 时 ， | 2 <E,， 命 邵 一 InaxFo, 据 85.1 


练习 16 知 对 {率直 > n} 的 任何 子 集 J， 有 | 2 所 E. 性 取 下 中 满足 
+ 


2 
ly—z|< > 豆 的 点 9 一 (0.b1b2…)3; 则 % nn 时 ， b; 二 Q;, 这 样 
tn 


Fr) — = Yi > n,m = 2)— ui:i> nb = 2). 


可 见 f(x) 一 (ES 2e. 因此 了 连续. 
当 zY= 2 wi 时 , 5 一 了 一 », weEE. 


(2) 首先 注意 这 样 一 个 事实 ， im sin 二 0. 尾 取 如 一 2 ti 及 


< > 0， 无 妨 设 ti :XE€ J 都 非 0 如 果 .是 无 限 集 ， 则 有 个 EJ 了 使 


0 过 |wx| <s 于 是 y= 3 wz EZ 满足 0 < yo 一 yl < se. 如 果 J 
iE TN\ {KE} 


是 有 限 集 ， 则 有 天 > max J 使 0 < jukl| < &, 此 处 约定 max 儿 二 0， 这样 
y= 2 Ww EE 满足 0<|y 一 yoll <s. 于 是 wo 总 是 二 的 聚 点 . 


iE JU{E} 


(3) 注意 到 巨 是 有 限 集 即 可 . 


练习 28 (1]) 按 定义 ，zY 在 五 ## 的 补 集中 当 且 仅 当 存在 7 >>0 使 O(zx,7) 几 EE 
可 数 ， 此 时 ， 当 dy,7) <7 时 ，Ofy7 一 d(y,z))j 首 忆 是 Q(z,7) 首 忆 的 子 
集 ， 它 可 数 . 这 表明 O 〇 (zx,7) G 着 \ 忆 ##, 后 者 因而 是 开 集 ， 于 是 # 是 闭 集 . 

(2) 显然 EB#¥ UE C (BU 2)#， 若 反 向 包含 不 成 立 ， 则 Bl U 五 有 
凝聚 点 7 不 是 五 ; 的 汤 聚 点 世 不 是 Ez 的 凝聚 点 . 于 是 有 mi >0 和 72>0 使 
Clfzr)nm 和 Clzralnm 玫 都 是 可 数 集 . 命 7 二 7 和信 72, 则 


Ox,r) NFU Ez) = (O(F,7) N Bi) U (Ol, r2) NN Eo). 
这 是 可 数 集 ， 了 矛盾， 
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练习 29 (1) 必要 性 : 取 吾 的 一 个 聚 点 7, 则 马 中 有 下 近 zx 但 各 项 垢 异 的 序列 

充分 性 ， 取 豆 中 的 王 异 点 组 成 的 序列 (zx), 据 Bolzano- Weierstrass 定理 
取 子 列 后 可 设 (2x) 收敛 ， 其 极限 是 五 的 聚 点 . 

(2) 下 而 会 多 次 用 到 81.5 练习 了. 命 

P={(rr)eEx RilO(,rNE= {r}}, 
则 {OQ(z,)|(z,7) € PP} 覆盖 旦 . 于 是 已 有 可 数 子 集 @ 使 
E CU{O(z,r)l(z, 7) € 0} 
>E= UU{O,7) N EI,r) E Q}. 


可 见 吾 二 {xz|(z,7) E ,这样 可 数 . 

(3) 否则 ， 命 也 二 {(z,7)|O(z,7) 1 琴 可 数 }, 则 {O(z,7)|(z,7) E P} 是 
五 的 开 覆 盖 ， 于 是 已 有 可 数 子 集 @ 使 {O(zx, 7)|(z,7) E Q@} 覆盖 刁 . 这 与 到 
的 不 可 数 性 矛盾 . 

(4) 说 明 任何 x € 五 六 是 瑟 # 的 聚 点 即 可 . 设 > > 0, 命 


0.97 0.9r 
Er = {ye Bl & d(x,Y) < ee} 


集 列 (Ek) 六 1 的 并 为 不 可 数 集 O(z,0.97) 站 马 \ {3}, 从 而 有 个 最 小 正 整数 大 
使 Ex 不 可 数 ， 据 (3) 知 琴 : 有 个 凝聚 点 x ， 这 也 是 吾 的 凝聚 点 且 
0.97 0.97 


eg < <r, 
0< TTI < dT) < < 


因此 O(z,7) 丫 忆 #\ {z} 不 空 ， 从 而 z 是 百 ## 的 聚 点 
与 ) 否则 ,， 有 3 E 五 和 fr>0 使 吾 (zf mm 吾 只 有 可 列 个 孔 异 点 
XT1;X2,-…. 命 = 二 1. 因为 zx1 是 EE 的 诊 点 ， 所 以 使 0 < d(x1,Xh) 之 71 的 
. 自 热 数 帮 人 存在， 其 最 小 者 记 为 kh2. 命 
r2 一 0.5 Inin{f 二 了 kay Th ), Tr1 一 d(xpz; Tk )}, 
则 zu 锋 昌 (22,72) CE OCzh ;71). 因为 xps 为 五 的 聚 点 ,使 0 < d(zx,, Zk) < 
r2 的 正 整数 此 存在 ， 其 中 最 小 者 记 为 各， 全 
73 一 0.5iminfG(Zps Thaj;7a — A(Ths, Tk )}, 
则 zps 锋 旦 (zps ;73) CC O(zps172). 如 此 下 去 得 序列 (xp) 和 直径 趋向 0 的 闭 
集 套 晤 (xk, ,Tn) 门 马 : 1 之 1( 其 唯一 交点 记 为 4) 使 x ， 是 第 一 个 进入 开 球 
OCR Tn) 的 项 且 Tkn F Blzpnpi Tnt1) tC Olzp, ,rn ). 
总 有 ad(2Y, zis)】 达 Tn 且 有 正 整数 m 使 Xz == Tm. 于 是 总 有 kw+1 所 ?7 命 
?8 一 oo 得 m= 二 00, 矛盾 . 
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练习 30 注意 到 及 二 # WU ( 百 \ 五 闪 ) 而 无 凝聚 点 的 忆 \ 瑟 # 可 数 即 可 . 


练习 31 取 关 的 可 数 稠密 集 {zn|n € 四}( 其 中 的 元 素 可 以 重复 ), 对 于 B < 0， 
据 练习 22(4) 知 {nlzn <E B} 不 空 ,， 共 最 少数 记 为 1(B), 得 单 射 f 一 N. 于 
是 M 可 数 . 但 6 不 必 可 数 ， 如 到 中 有 并 个 相互 不 交 的 非 空 闻 集 {z} :2 及. 


练习 32 ( 按 条 件 知 ) 当 7 是 理 数 时 ， f(rz) = Fo) 命 c= sup if(z)|. 当 


neE D+ HIE Bn NH ne 在 Bs 中 .于 是 | (nz)| 和 ce 从 而 | 站 人 | < efn. 
这 样 lim [f(x)l 所 Cfn. 若 c 有 限 , 命 负 一 00 得 lim f (2) = 0, 这 与 了 在 原 
点 不 连续 矛盾 .于 是 c 无 限 . 

任 取 be 有 R 及 e>0. 取 aE 本 使 |f(o)|>|b, 取 seEBiNnQ@ 使 

|s — -| < 

fla) “ja 
由 此 得 sa € Bs 使 |f sa) 一目 <&, 因此 (Bs) 稠 于 到 . 

任 取 (zy) ER? 及 e>0, 取 zE Be 使 |f(z) 一 (y 一 了 f(z) <s, 得 


(z+ 2, f+ 2)) — (x,Y)| 
=|(z, F(x) + f(2) — | < 25. 
这 即 gr 了 稠 于 R?. 


练习 33 (1) 错 ， 如 [0,1] 中 的 有 理 数 全 体 媚 是 Lebesgue 零 集 , 但 XE 无 过 
续 点 ， 

(2) 错 . 如 82.2 练习 1 中 构造 的 百 、 是 朴 妆 集 且 非 Lebesgue 零 集 ， 它 的 
特征 卫 数 了 的 不 连续 点 全 体 包含 .从 而 了 不 满足 Riemann 可 积 的 条 件 . 

(3) 错 ， 反 例 辣 (2)， 

(4) 错 . 命 后 同上 , 则 Er 的 所 有 邻接 区 问 的 总 点 柏 成 一 个 朴 朗 守 集 巨 . 因 
为 五 稠 于 Er, 所 以 忆 的 特征 函数 了 在 西 上 处 处 不 连续 . 因此 了 不 Riemann 
可 积 . 

(5) 对 . 因为 闭 的 鹤 集 吾 的 特征 表 数 了 在 开 集 U = (0,1) \ 吾 上 恒 为 0. 
这 样 /的 连续 点 集 包 含 U. 于 是 /有 界 且 儿 平 处 处 连续 . 


练习 34 提示 : (1) 取 S 的 可 数 稠密 子 集 DD， 对 于 x2 E 9 有 YEDD 使 
dzZ) < E. 可 见 2 一 2. 这 说明 3 = 站. 

(2) 命 sn 二 2 ”将 天 的 sn- 链 全 体 记 为 刀 。， 它 按 包含 关系 成 为 偏 序 
集 ， 据 Zorn 引 理 知 天 有 个 极 大 元 3， 于 是 当 工 E 外 时，d(2,5n)】 < En. 
于 是 可 数 集 U Sn 筒 于 天. 
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练习 35 作 5 的 - -个 上 办 = 同 93. 当 殉 也 是 的 - -个 上 界 时 ,每 个 ES 
满足 U CW. 于 是 WCW. 

作 态 的 -个 下田 妇 ==( 门 8S). 当 Wo 也 是 5S 的 -个 下 界 时 , 每 个 UES 
满足 V2 Wo. 本 是 门 S 2 Wo, 取 内 部 得 WW 浓 Wio. 

因此 六 是 S 的 最 小 上 界 而 Ww 是 3 的 最 大 下 界 . 


练习 36 作 S 的 - -个 上 界 太 三 晤 5. 当 作 也 是 3 的 -个 上 界 时 , 每 个 UES 
满足 UC 全 ,于 旦 局 S C W, 取 闭 包 得 VC WW. 

命 而 一 站 5, 它 是 的 -: 个 下 界 . 当 Wo 也 是 5S 的 一 个 下 界 时 ， 每 个 
世 生 加 满足 区 了 全 0 从而 人 而 了 全 0， 

因此 V 是 S 的 最 小 上 界 而 Wo 是 S 的 最 大 下 界 . 


练习 37 作 S 的 一 个 上 异 太 一 spanUS. 当 刺 也 是 S 的 -- 个 上 界 时 ， 每 个 
De 5 满足 UCW. 于 是 凯 S CW, 取 线性 包 得 VC 全. 

作 S 的 一 个 下 界 WW = 门 3. 当 Wi 也 是 5 的 一 个 界 时 , 每 个 UES 
满足 U 2 Wo. 于 是 全 2 Wo. 

因此 六 是 S 的 最 小 上 界 而 Vo 是 5 的 最 大 下 界 ， 


练习 38 作 5 的 -个 上 界 Y = 王 琶 [jjS. 当 到 也 是 上 3 的 一 个 上 办 时， 每 个 
U € 5 满足 UC W. 于 是 忆 SC W, 取 闭 线性 包 得 VC W. 

作 SS 的 -个 下 加 W= 门 2. 当 Wo 也 是 5 的 一 个 下 界 时 , 每 个 UeES 
满足 0 2 W. 于 是 Ww 了 Wo. 

因此 六 是 的 最 小 上 田 而 而 是 5S 的 最 大 下 界 . 


练习 39 任 取 xz EUni, 据 81.5 练 本 16, 当 yEK 且 所 一 2| < 3-2 时， 
br, 一 Qn 一 7. 这 样 O(z,37") C Urns. 因此 Un 是 开 集 ， 六 Uno 与 Un1 是 全 
空间 区 中 的 互补 子 集 ， 它 们 又 痢 是 闭 集 . 


85.3 连续 映射 


练习 1 记 B = 了 (4), 因为 1(B) 是 包含 A 的 闭 集 ， 所 以 基 = -1(B). 
因为 了 是 满 射 ， 所 以 B = 了 {X) = 了, 这 即 f(A4) 在 了 中 移 密 . 
练习 2 司 没 已 和 了 都 非 空 命 fz) = d(z, 忆 ) d(x, 下 ). 由 此 得 连续 函数 
:天 一 及. 作 不 交 开 集 UU= (了 < 0) 而 了 = (f > 0 注意 到 

_ [oadzF)<0; rEeE; 
f7) = {90 rerh, 


U 包 会 吾 而 VW 包含 五. 
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练习 3 当 sinxw>D0 时 f(z)=1:; 当 sinzg=0 时 f(x)=0:; 当 sinz <0 
时 ， f(x) = 一 1. 因此 
1: xEe [| (2kn,2kn + 7), 


上 EB 
f(r)= 4 0: z= {kr|k € ZZ), 
一 1: zeE!|(2kr on,2kn). 
此 记 于 


可 见 ， 了 的 连续 点 集 是 及 \ Zr, 这 征 开 集 ， 
练习 4 取 a>0 人 使》 6a; < 之 十 oo. 当 X,WyE 闫 时， 合 
iEJ 


d(x,y) = Ya tdilPis, Piy). 
=1 


注意 到 (7,y) 忆 di(Piz, Piy) 是 和 上 擅 度 量 , 据 85.1 定理 1 知 d(x,20) 一 0 
当 昌 仅 当 和 EJ 时 di(Piz, Pxo) 一 0 当 且 仅 当 每 个 和 Xi 中 Px 一 Pxo. 
(1) 据 上 面 的 充 要 条 件 知 已 连续 . 任 取 天 的 开 集 璇 及 XE 斌 . 取 7>0 
使 Ofzx,7) CW. 当 ti EXi 且 ad(yi, 记 Xz) <r? 时 , 取 yEX 使 Py= yi 有 匡 
于 天时， Py = Px. 于 是 
dy 2) = Das Md(Py, Ps) = oi Md(yi, Pz) < 7. 
了 


这 样 (Pz,7) C Pi(O(z,7)) C 情 (), 从 而 号 ( 丈 ) 是 开 集 . 

(2) 提 示 : 百 = [HPF (及 外 E J} 是 可 列 个 闭 集 之 交 

(3) 提 示 : DU = [HPr1(U5)|Ui 关 三 } 是 有 限 个 开 集 之 并 . 

(4) 必要 性 : 在 每 个 XX; 中 国定 一 点 Ci. 任 取 半 ; 中 的 基本 序列 (bw). 作 关 
中 的 序列 {zn) 使 Pixn = bn 而 7 天 时 Zn = Cy. 于 是 等 式 


三 (Zn = ds (bn, bt) A as 
表明 (xn) 是 羡 中 的 基本 序列 ， 其 极 恨 记 为 x, 则 当 nn 一 cc 时 ， 
di(bn, Px) A oi; & d(zn, T) — 0. 
于 是 Him di(bn, Px) 二 0. 这 样 X 完备 . 
充分 性 ， 任 取 XX 中 的 基本 序列 (xn). 当 nl 一 co 时 ， 
di( Prn, Pr) A a; & dlzn, ti1) — 0. 


于 是 (也 zn 是 Xi; 的 基本 序列 ， 其 极限 记 为 bi;. 
命 小 二 (bi)ie], 则 dim di( Prn, Pix) = 0, 据 85.1 定理 1 知 (zn) 通 近 


2, 从 而 外 完备 . 


练习 5 提示 : {sup 所 站 = [一 oo, 引 7 而 (inf 关 下 = 加 ,十 col” 是 闭 集 . 
练习 6 注意 到 d{ 寺 00,0) = |arctanf 士 co) 一 arctan0| = 7/2 < 2， 因 此 
B{x,2) = Ofx,2) = RR. 于 是 S(x,2) = B(x,2) \ O(r,2) = 8. 
练习 ? 说 明 |d(z, 细 一 dxo, V0)| 所 d(z,20) 十 dly,y0) 即 可 ， 这 源 自 下 药 式 
d(x,y) & d(x, 70) + d(xo, ye) + dlyo; Y), 
d{zo, yo) & dzos x) + dz,Y) + dly, yo). 


练习 8 充 要 条 件 见 中 ,2 练习 22(4). (1) 是 显然 的 ， 

(2) (g > 用) 是 与 万 无 交 的 开 集 ， 它 是 空 集 . 因此 g 所 h. 

(3) 命 f(z) = (g(z),h(z)), 则 刻 : 天 一 YXxY 是 连续 映射 以 AA 记 
Y x 的 对 角 线 ， 这 是 Y x 的 闭 集 使 DC -1(A). 于 是 六 = 71(A). 
这 说 明 Zz E 久 时 ， g(x) = hz). 


练习 9 任 取 工 下 当 r>0 时 , 命 Ux = {y € Xold(y,x) < r}, 
旭 lim diam UT = 0， 据 如 的 一 至 连续 性 知 lim diam fo(UF) = 0, 这 样 
而 (BEz :7 > 0 有 了 唯一 公共 接触 点 一 这 记 为 f(2). 当 E Xo 时 ， fn(zx)] 十 
PDB) :7 > 0 的 公共 点 ， 所 以 了 (XY) = fo(zY). 因此 了 是 万 的 延 丘 . 

设 Xo 的 子 集 5 满足 diam 5S < 36 时 ，diam fn(S) <e, 设 X,YyEXX 
使 dx, 之 6. 当 a,be UFUUY 时 无妨 设 aECE 面 DEL 这 样 


d{a,b) & d(a, z} + dz, + dv, b) < 26 + dx, Y). 


故 diam(UZ UUY) < 36, 得 diam fo(UF UDY) < .这样 d(f(z), f(y)) Se 
于 是 了 一 至 连续 ， 其 唯 - -性 源 自 练习 8. 


练习 10 提示 : (1) 注意 到 全 空间 即 是 开 集 又 是 闭 集 并 且 开 集 与 闭 集 互补 即 醋 . 

(2) 设 c 为 实数 ， 当 /上 半 连 续 时 ， (了 < c) 为 开 集 ; 当 了 下 半 连 续 时 ， 
(fF > c) 是 开 集 ， 因 此 (了 < o 是 Borel 集 ， 据 名 .3 定理 1 知 了 是 Borel 疯 
数 . 

(3) 必要 性 : 任 取 玉 E EX), 命 UU = {x EX|a(z, 忆 ) < 1/n}, 则 开 集 
列 (Un) 递减 至 B. 于 是 EM. 

充分 性 : 任 取 了 7 E O(X), 命 BB = {XZ EXXId(z, 久 和 D0) 之 1/n}, 闭 集 列 
(BE,) 递增 至 U. 于 是 UEM. 
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练习 1t 刀 ) 坟 (2): 将 4 的 闭 包 记 为 41, 它 与 B 不 交 . 因此 

MENMNf™ (4) + MENfT (B)) 
EXMENfT (A + AENM AT) = MBE). 
(2) 壹 (1): 设 一 00 <a<b 二 oo 而 下 是 Y 的 非 空 逆 集 . 命 
A={yeYlay Fs oa},B= {ye Yd(y, F) 20}, 
得 了 的 不 交 闭 集 4 和 B. 命 9(2) = (f(z), 古 ), 得 滑 数 g: 半 一 眉 使 
A(E(g & 0)) + MAE(9 zz 0)) 

=AENfT (4) + AMEN (B)) 
<A(E). 


据 82.4 练习 24 知 g 是 入 可 测 两 数 . 这 样 1({F) = g-!{0} 是 入 可 测 集 . 
据 加 .3 定理 1(1) 知 当 天 是 节 的 Borel 集 时 ， fF-1(F) 是 入 可 测 集 . 


练习 12 必要 性 源 自 [1(7) = 下, 充分 性 ， 当 d(4, B) > 0 时 ， 
AENA}+ MENB)Y SAENAD TAMENAR) = MME). 
注意 到 11( 和 二 4 且 1"1(B) = B, 所 以 了 是 和 可 测 的 . 


练 避 13 必要 性 : 命 互 三 访 D Eo 且 2c = d( 玉 ,Es)， 作 和 包含 本 的 开 集 
V = {z EXIdz;, 到 ) <c); 则 VV 与 Bo 不 交 ， 用 WV 分 制 测量 轧 得 


AB) = A(ENV)+ABNV'). 


注意 到 ENV= 妃 且 ENVe= Eo 即 可 . 
充分 性 ， 注意 到 [1(B;) = 轧 ,, 由 练习 11 知 了 是 入 可 测 的 ， 据 练 二 12 
知 于 的 所 有 开 集 是 入 可 测 的 . 


练习 14 人 1) 地 (2)， 当 6 > 0 时， Ooafzoesi 是 (XX2, dz) 的 开 球 ， 从 而 是 
( 萤 , Qi) 的 开 集 . 取 4 和 >0 使 CIzob CC Oo(T0,E). 此 即 (zx, 720) < 0 时 ， 
人 2fz;Z0) < < 

(2) 过 (1): 任 设 Dofzos) C U, 取 5>0 使 d(x,zo) < 5 时， 
da(z, Zo) 所 5. 于 是 Oi(zo,6) CU 这 样 UV 是 (二 由) 中 的 开 集 . 

(了 全 (3) 源 自 厂 0) = 
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练习 15 必要 性 : 设 lm 中 (za,zZ 一 0. 当 r >0 时 ， Oa(z,7) 也 是 (XX, 忆 1) 
的 开 集 ， 可取 8 > 0 使 Difz,sl COv(z,7). 设 7>> 1 时 d(xn,X) < 之 8. 于 
是 dz(zn,) 之 7 这样 lim 加 (znz) = 0. 反之 亦 然 . 

充分 性 : 设 UV 是 ( 羡 , di) 的 开 集 . 如 果 妇 不 是 (XX, d2) 的 开 集 , 则 有 > EU 
使 ?是 正 整 数 时 ， as(z, 1/m) 不 完全 落 于 D 中 . 取 wn E Oolz,1/n)j\U. 于 
是 lmdz(zn,7) =0. 这 样 limdi(zw,7) 二 0. 取 7>0 使 Oi{fz,7r】] CU. 于 
是 有 i 使 Nn 之 1 时 ，d(zn,2) 之 7. 因此 zr E Oi1(X,7) CU. 这 与 zn 的 取 法 
矛盾 .于 是 避 是 (X, 中 ) 的 开 集 ， 反之 亦 然 . 


练习 16 应 用 练习 14 即 可 ， 


练习 17 注意 到 dfzzo) < = 当 且 仅 当 dfz,zo) < ef/(1 十 6), 可 知 4d 与 4 放 
导 了 相同 的 收敛 性 ， 据 练习 16, 它们 诱导 了 相同 的 度量 拓扑 . 


练习 18 当 Pz,z0) 一 0 时， 明显 有 d(z,z0) 一 0. 反之 ， 


plesz0) < dwsz0) + dhlo), ileo) A 训 + 叶 训 
i=1 i 


先 命 d(x, x0) 一 0 得 lim pt{z,zo0) 2 "再 命 n 一 00 得 pfz,zo) = 0. 据 
练习 16 知 ，{ 六 ,Pp) 和 {六 ,4) 有 相同 度量 拓扑 . 


练习 19 取 开 集 列 (Vn,】， 其 交 为 站， 可 设 友 都 非 和 ， 当 2 EV 时, 命 


plz,Y) = d(z,W) + 二 [fae) 一 f(D) A2-". 


据 练习 18, (Vp) 和 (Vd) 有 和 相同 度量 拓扑 、 下面 说 明 (Vp) 的 完备 性 . 
任 取 (Vp) 中 的 基本 序列 (zx)， 由 大 gpzZD 所 p(Tk; TI) 知 (Zh) 也 是 
(六 ,中 中 的 基本 序列 ， 它 在 ( 革 , 由 中 的 极限 记 为 x. 从 不 等 式 


| 产 (z 问 一 六 他 可 和 A2 & plry, TH) 
知 (fn(X8))221 是 下 中 的 基本 序列 ， 它 有 界 ， 这 样 有 常数 cn > 0 使 
ED 有 TY) cn 并 


命 上 一 00 得 d(X%, 半 \ mn) 之 cn. 于 是 了 不 在 每 个 团 集 于 \ Wh 中 , 这样 z 在 
每 个 开 集 Wi 中 ， 从 而 在 六 中 且 (二 中 的 序列 (zx) 带 近 z， 据 练习 18 
知 , (VW p) 中 的 序列 (xk) 到 近 z 
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练习 20 与 arctan 复合 后 可 设 | 有 | 所 2. 命 a 二 infh(X) 及 
halz) = inf{na(z, 2) + h(z)|z 和 天 | :GE 下， 
命 z 二 2 可 得 hn{X) & hh(X). 于 是 Gh 二 hz 后! 二 有 ,对 下 式 
ndlz, 21 + h(z) & nd(zx1, xz2) + nd{ro, 2) + h{z) 


两 边关 于 z 取 下 确 界 得 hn (x1) 所 nd(z1, TY2) 十 hn(22), 交换 zi 与 ze 的 位 置 知 
hn 一 致 连续 . 现 证 明 lim Rs(z) 二 h(x). 设 d(z,2) <<5 时 ，h(z) > 不 (2 一 <. 
当 n > (hl) — et+l1)+6H ds, rx) 26H nd(z,2) + h(z) > hr) 一 
于 是 hz) 一 上 < Ahn) & h(x). 

如 果 有 (zo) 二 6 取 z6E 六 使 dxo,2z0) 十 hizo0) < 4 十， 这 表明 
dro, 20) < € 且 (20) < a+e. 于 是 hlzo) & lim h(z) < 4a， 注意 到 


Q 二 inf ht), 从 而 h(xo0) = a. 因此 (ps) 满足 要 求 . 和 
练习 21 仿 练 习 20. 


练习 22 可 设 9 与 h 有 界 . 命 (gn) 和 (hn) 分 别 司 练习 21 和 练习 20. 疯 数 
列 和 一 hy 一 hz,92 一 h2,''， 递减 至 9 一刀. 正 部 序列 (g1 一 hi)+4; (页 一 
h2)+;(92 一 h2)4,'…， 递减 至 0. 

交错 级 数 (91 一 六) 一 (91 一 2) 十 (92 一 hz)4 一 '… 部 分 和 序列 (en) 
是 连续 函数 列 ， 其 极限 记 为 e. 因为 (ean) 递增 至 e 而 (ezn-1) 道 减 至 e, 所 以 
e 项 下 半 连 续 又 上 半 连 续 ， 于 是 e 是 连续 消 数 . . 

作 连 续 函 数 == 六 十 e. 任 取 EXX. 当 g(x) = jz) 时 ， 


fz) = hi(r) + (g1 (2) ~ h1(2)) — (91 (x) 一 和 (十 

其 分 部 和 序列 是 hi (7x), gi(2), hz2(2),g2(7),…. 故 f(x) = g(x) = h(z). 

当 9(z) < h(x) 时 ， 傅 于 = mi 人 天 | 处 人) < hi(z)}， 对 于 上 友 > n, 成 六 
gk_1(T) 之 gk(T) 之 hg (TY). 如 果 gn-_1(X) 之 hn(X), 则 

Fi) = Pi(s) + — (gn—1(7) — hn (2)) = hn (2). 

如 果 gn_1(£) < hn (2), 则 f(r) 一 9 一 1 人 2)， 总 之 ， 自信 f 所 下 
练习 23(JHausdor 仔 ) 可 设 f 有 界 . 当 了 E 互 时, 命 gfz] = h(x) = f(x); 
而 EX\ EB 时, 命 g(7) = inf f(B) 而 h(x) sup 了 (EB), 由 此 得 上 举 过 续 
函数 9 :大 一 良和 下 半 连 续 光 数 及 :六 一 展 使 g 所 hh. 练习 22 得 个 连续 函 
数 了 :一 民 使 9 < < h. 于 是 让 是 满足 要 求 的 连续 寺 丘 . 


利用 定理 1 可 得 练习 24. 仿 81.5 练习 19 可 得 练 习 25. 
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练习 26 (1) 因为 8 C B(X), 说 明 8 对 补 运算 封闭 妈 可 ， 为 此 命 
D= {Ee B|E° € 8}. 


当 玉 是 开 集 时 ， 闭 集 EB* 是 Gs 型 集 ， 所 以 EY 在 如 中 . 这 样 巨 在 人 DD 中 
任 取 人 D 中 的 序列 (En), 则 UE) = 站 名 和 (MN Er) 二 LE 都 在 


好 中 ， 这样 DD 对 可 笋 交 与 可 数 交 封闭 , 所 以 D=8. 
(2) 仿 上 并 注意 到 度量 空间 中 的 开 集 是 Fs 型 集 即 可 . 
(3) 因为 8 C BCX), 说 明 好 对 补 运 算 封闭 即 可 ， 为 此 命 


D= {E € BIE* E 8}. 


当 五 是 开 集 时 ， 闭 集 五 是 Gs 型 集 ， 所 以 五 在 8 中 . 这 样 马 在 DD 中. 
任 取 DD 中 的 序列 (五 路 则 门 可 在 忆 中 .归纳 地 命 丙 = 于 及 也 = 


五 5m 门 瑟 , 则 (是 好 由 的 相互 不 交 序列 使 
i 


(| En)° = Ues 


史实 1 
这 样 D 对 可 数 交 运算 封闭 ， 当 (五,) 相互 不 交 时 ， [LE 在 如 中 且 
(UD Ew) = (| Es eh. 
nl | 
这 样 DP 对 可 数 无 交 并 运算 封闭 ， 从 而 DD = 疙 . 
(4) 注意 (A) = O(X)Nn A 与 2.3 性 质 7(1) 即 可 . 
练习 27 提示 : 作 开 集 Un = {ITId(zx, 巨 ) < 2 7}. 命 


( ) d(x, X \ U,,) 
和 人 一 25fd(z En) TF dx XV Un) 


由 此 得 连续 两 数 所 : 半 一 [10,27 使 所 (EF) = {27*} 且 F(X \ Un) = {0}. 

命 了 一 2 fn 艺 可 . 

练习 28 用 81.5 练习 16 的 符号 . 据 85.2 练习 39, 可 用 KK 中 既 开 又 财 的 集 
UU = {ye Klb, =2-0n} = {y EKID, Aan}. 

因为 y 关 红 当 且 仅 当 存在 使 关 an 这 得 VU Un 二 KN\{zj}. 命 训 ==， 


归纳 地 命 Vn = Un \ (Ui UU Un-1). 由 此 得 相 也 不 交 的 晓 开 义 半 的 和 列 
(Vn) 使 其 并 为 KK \ {2}. 
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练习 29 以 5. 表示 集 类 中 的 可 数 个 相互 不 交 成 员 的 并 所 成 的 集 类 . 以 64 表 
示 £ 中 的 可 数 个 成 员 之 交 所 成 的 集 类 ， 现 以 £ 表示 [0, 1] 中 的 闭 集 全体 . 

所 练习 26(3), 说 明 8B 包含 所 有 开 集 六 即 可 ， 而 据 练习 27 得 连续 肾 数 
ff: 革 一 0,1] 使 U = 了 -1[0,1), 说 明 ,1) 在 2H5+ 中 即 可 命 DD 是 构造 
Cantor 集 KK 时 移 去 的 开 集 口 所 有 构成 开 区 间 的 端点 集 . 命 已 = KK\(DU{1))， 
则 [0, 1 \P = OUD 是 O 〇 的 所 有 构成 区 间 的 闭 包 的 无 交 并 ， 它 因而 在 £4 
中 . 据 练 习 28 知 扩 \ {zx} 是 KK 中 的 可 数 个 闭 集 的 无 交 并 且 


P=[/H{K\{z}z € DU{1}}, 
所 以 卫 在 E45 中 . 可 见 [0,1) 在 £48+ 中 
练习 30 任 取 (广义 ) 实数 总 设 ho(xzo) 之 5. 取 7>0 使 
sup{f (ylaly, xo) < 7} <b. 
dr zo) <r HH ay,r) <r— dr, zo) Hd(y, x0) <r. 因此 
holz) & sup{ ft) lad(y, 2) < 7 ~ dlz, 20)} <b. 
这 样 (ho < 站 是 开 集 ， 因 此 ho 上 半 连 续 ， 现 对 任何 ZE 兰 , 有 
hol7) = f(z) Y lm f(z) 
< h(z) Y lim A(y) = hlz). 


由 此 得 【11) 成立， 同样 (2) 成 立 ， (3) 是 显然 的 . 
练习 31 任 取 yyEco, 则 2 一 ww > im jzn| 源 自 lm yn 一 0 和 下 式 


sup |zn 一 Yn| 六 im [zn — Ynl. 
由 此 得 d(z, co) > lim |zn|. 为 证 明 反 向 不 等 式 ， 合 
Y 三 (2Z1， , Tn; 0,0,...) ES CO, 
则 d(x; co) 过 jz 一 名 so. 由 此 得 d(xX, Co) 所 Sup lzti|. 最 后 命 nn. 一 oo 即 可 . 
练习 32 命 h(z) = f(z) 一 了 (0), 这 得 有 EL. 任 取 9 E 元; 则 
If — 2)= F000)| = Fo ~ gO gf Coa. 
可 见 min{llg ~ | :9g € 5} = |f(0)|. 因此 a(f, LD) = |f (OO. 
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练习 33 (1) 与 (2) 是 显然 的 ，(3) 当 w(zo0) < 上 时 , 取 7 > 0 使 wO(z,7) <b. 
当 dfz,zo) <7 时, 命 s = 二 7 一 d(x, zo0). 于 是 O(z,8) C O(zo,7). 这 样 ， 
w{T) SwO(r,s) Sw{ro,r) <b. 
从 而 已 (zo, 门 扣 避 区 站 .因此 心 < 玖 是 到 的 开 集 ， 
(4) (w == 0) 是 可 列 个 开 集 列 (w < 1/n) :nn 之 1 之 交 . 
练习 34 提示 : 因为 HH 是 完备 度量 空间 12 的 闭 梨 ， 所 以 它 完备 . 
(1) 当 每 个 分 县 lim Py = Piye 时 ， 对 任何 正 束 数 nn, 有 
还 ly 一 % 民 = 机 和 |Py 一 Poop 
一 二 
— 忆 1 1 
<limy |Py— PRyl+ = 
i=1 imnt > 有 
在 上 式 中 命 一 00 得 lim |ly 一 如 ||2 = 0. 反之 源 自 不 等 式 
IP,x — Prol & lr — wollz. 
{2) 可 设 区 是 无 限 集 , 取 其 可 列 秽 密 集 D. 当 {a,0} CDE {r,s} CQ 
时 ,使 O(a,7) C O(b,s) 关 症 的 开 球 对 (O(a9,7),O 〇 (5, 5)) 排 成 一 列 
(U1, 全)， 【Ca， V3), + 
对 于 TEX, 苦 d(z,Un) 一 0, 则 ZE Us CSV. 于 是 可 命 
= Hx) 
1 = (m0) 
让 此 得 映射 上: 区 一 王 . 因为 
lim dt{z, Uh,,) d(xo, Un) 
zzo dr Un + dr XW) dro Urn) + Ad(ro, XV\ Th) 
据 (1) 知 dim f(x) 二 f(x0). 由 zo 的 任意 性 知 三 连续. 
对 任何 < > 0, 取 有 理 数 5 使 0<2s<E. 于 是 有 bE 使 d(xzo, 吕 所 3s. 
命 V 二 O(b,s)， 取 有 理 数 7 使 0 < 2r < s- d(z0;b). 于 是 有 aeEDD 使 
d(xzo,0) <7T. 命 U=O(0,7), 则 zoEU CUCV. 因此 
lim dd) 
fo) 一 Flzo) d(x,U) + d(x, X \V) 
d(xo, U) 四 
dzo, [六 十 GZo X\V) 


0, 


本] 和 4 


其 中 第 一 个 等 式 源 自 (2). 可 见 有 个 6 > 0 使 d(f(zx), (zo)) 之 6 时 ， 
az U) 1 
dz,U) + d(xz,X \ VV) 


由 此 得 al(z, 天 AT7) > 0, 从 而 EV. 挽 言 之，d(Y,z0) << 28 < 由 此 也 证 
明了 了 是 单 射 可 见 f 是 代入. 


练习 35 否则 , 设 { 马 ,) 是 到 中 的 相互 不 交 的 非 空 逆 集 列 , 其 并 为 开 区 间 (0,1). 
下 面 找 商 个 正 整数 列 (rw)】 和 (ts) 及 Bx， 中 的 数 an 和 Bl， 中 的 数 如 使 

(1)R < <ko lo hla. 

(2) a < an < bh 

(3) i hn 时 BNM {ar, br) = &. 
俞 员 三 1 及 Qi 二 Sup Bn. 使 Bi 人 阁 (o,1) 不 空 的 第 一 个 下 整数 二 记 为 由 ， 
这 个 交集 的 下 确 界 记 为 加 . 因为 B:， 和 九 ， 是 不 交 闭 集 ， 所 以 al < 站， 显然 
i 时， Bi 与 (el 入) 不 交 ， 归纳 地 取 1 为 使 Bx 门 (gn ba) 不 空 的 
第 一 个 正 整 数 下, 这 个 交集 的 上 确 界 记 为 an+1， 自 然 an+1 过 Bm; 而 各 4+1 为 
使 站 (an+1, bn) 不 空 的 第 一 个 正 整数 4 这 个 交集 的 下 确 界 记 为 Bn+1. 显然 
Kn-1 < nt1 且 n+l < bn+i. 

命 6 一 dim an 则 恒 有 an 六 中 过 om. 这 样 2 不 在 每 个 饭 中 ， 予 盾 ， 


练习 36 当 忆 :c= tw 过 …' 之 gr 二 dd 取 涡 [c,q| 的 分 点 组 时 ， 命 
gp(z) = > Fe 二 Fe 


于 是 gp : Jo, 引 一 下 是 连续 函数 使 g = sup gp, 从 而 9 下 半 连 续 . 


练习 37 (1) 对 于 天 中 任何 两 点 x1 和 za 用 三 角 不 等 式 得 
d(x1, 2)}f (2) & GZ1Z2)F(z) 十 Gaz]F(2) 
& bd(z1, rt2) + d(x2, 2)]f (2). 
上 式 关 于 所 有 * E EE 取 下 确 界 得 g(x1) 所 ba(z1,T2) 十 9(X2), 交换 21 和 22 
的 位 置 得 9(22) < bd(z2, 51) 十 g(x1). 因此 |g(z1) 一 g(x2)| < bd(z1, 22), 这 
得 9 的 一 致 连续 性 .由 此 与 d(*, 马 ) 的 连续 性 得 产 的 过 续 性 . 
(2) 本 有 段 恒 设 XE EC 且 zEEB. 当 0 <e<a/2 时 ， 有 56>0 使 


dz, ro) < 6 (2) — fro)| < 5. 
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3 dz0;2) > 6 dr,z0) < 6/2 时 ，d(z,z) > 6/2. 于 是 


lm inf ds 2) im 二 
TT0 dz,Lo0) dlz, EY LT20 2d{z, zo) 


何 顾 一 下 ， 4 入 v 表示 两 个 实数 4 各 v 的 最 小 者 ， 当 了 充分 接近 zo 时 ， 


9f{z) -2 : d{z, TZ0) < 5) 


,of dx, 2)f 02) . 
Aint { 2 : d{z, zo) 疡 5 
>inf {f(x0)} ~ &: d(z, x0) < 6} 


Aine{ a 二 d(z, xb] > 让 


于 是 lm 9(Z) 之 f(x0) 一 2. 命 Ee 一 0 得 f(z0) 所 地 g(r). 
当 da ao] < 5/(2 十 E) 时 ， 取 个 2 和 吾 使 dz 20) < (1l+edz, E). 
注意 到 d(2, 忆 ) 所 dlz, 20), 得 
d{(z, £0) & d(z,2) + d(x, zo0) 
& (1+e}ad(r, ro) + dlz, ro) < 56. 
当 了 充分 接近 zxo 时 ， 


g(r) in : d(z, 20) < | 
NE 1) | 


:dlz, 20) > 


in 


d(x, 20)f (20) 
1{ dz,z0) < 5 


bd(z, z) 

A BB) : d(z, £0) >6| 

sf ro) + 2). 

于 是 lm g(z) < (1+e)(flro)+5). 命 e 一 0 得 Jim g(x) < f(z0). 
(3) 提示 ; 结论 源 自 (1) 和 (2) 及 本 身 的 连续 性 


A inf 
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85.4 完备 与 紧 
练习 1 在 及 上 取 度 其 d(x,9) = |z 一 引 和 度量 
di(x,y) = 2|arctanz — arctan yl. 


因为 dx, x0) 一 0 当日 仅 当 而 (zz0) 一 0, 所 以 (及 ,四 和 ( 展 ,di) 中 的 开 集 
都 一 样 . 现在 ， (ni)>] 不 是 (区 ,有 的 基本 序列 ， 倡 它 是 (到 , 中) 的 基本 序列 ， 


lim dm =|r—7|=0. 


又 (及 ,di1)】 不 完 畦 ， 否 则 设 【四 和 1 这 个 基本 序列 有 逼近 zx, 则 
dim di(n,2) = Ir — 2arctanz| = 0. 
于 是 x 二 十 oo, 矛盾. 熟知 (及 ,d] 完备 . 
练习 2 只 证 明 (1): 对 于 5>0, 命 6=ef(lc 二 1). 当 d(x1,22) < 之 6 时 ， 
df (z1), fl22)) & cdlw1, rT2) < &. 


练习 3 设 r > c, 则 有 (与 有 关 的 )50 > 0 使 2EEBEH lz 一 Zz 过 5 时， 
d(f (2), f(z)) < rllz — ll. 
因此 了 连续. 当 0 和 #1 时 , 命 gt) = df(z + tz 一 72) 了 (zx)), 则 
lim |g(s) — g(t)/ls ~—1| 
— (f(z + sz — £2), F(z + t(z — 2))) 


< 
< lm |s 一 站 


<cllz -ol 


据 84.1 练习 21 知 |9(1) 一 g(0)| cllz 一 2 这 是 要 证 明 的 不 等 式 . 

另 证 : 命 T= {tld(g(t),9(0)) < rz 一 zl 它 信 0. 命 如 = supT. 
由 9 的 连续 性 知 t0 在 荆 中 . 若 训 < 过 二 则 有 如 > 如 使 j9(t1) 一 gtto)| 声 
ra 一 可 ) 川 z 一 站 于 是 


g(t) 一 允 O| & rtillz ~ oll. 
这 与 to 的 极 大 性 矛盾 ， 从 而 to 二 1, 这 样 

二 fa) F272)) rz — ol. 
命 7 一 c 有 即 可 . 
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练习 4 取 大 的 稠密 集 {zili E Zi1}. 命 (人) = B(wi,2-?) 则 (E(ij)%] 是 
直径 不 过 2-1 的 闭 集 列 ， 其 并 为 芒 . 
又 五 ( 们 门 召 (zj 2-3) : 7 之 1] 是 些 尘 径 不 过 2 2 的 闭 集 ， 去 了 其 中 的 空 集 
后 排 成 一 列 ( 忆 (i, 力 )921( 人 允许 重复 )， 这 个 闭 集 列 的 并 为 (2). 
如 此 下 去 得 天 中 的 亲 集 艇 {E(ki,-…… ,kn jm, ki,-… ,kK € 名 4} 使 
diam E(ki,... ,hkn) & 2 ", 
E(k, “0 , Kx) 一 UJ E(ki, "0 , kn, £). 
+ 全 要 十 
于 是 (E(k1,-… ,kn))?2， 是 完备 空间 大 中 直径 趋向 0 的 闭 集 套 ， 取 其 交点 
f (kl, k2，…)， 得 映射 了/ : ZU+ 一 大， 先 证 明 其 局 部 Lipschtiz 性 质 ， 任 取 
有 LEEi+ 使 GD <1 取 n 使 2-" < dh,0) <21-n 当局 关上 时 ， 
d(k,1) 之 21 可见 i> n. 于 是 in 时， 局 二 i. 这 样 


{Fk), FN} CE E(k1,.:. ,kn) 
=d(f(k), FD)) & 27" & d(k,t). 


现 证 明 /的 满 性 ， 对 任何 x € 于, 归纳 地 命 各 = min{filz € (Gi)} 及 
kant1 = min{filz € E(k , kn,i)}. 
这 样 是 闭 集 套 (E(k1, 由 ,下 ma)j22 1 的 交点 ， 按 定义 ， fi, ka, “ ) 二 并， 


练习 5 先 说 明 到 中 的 每 个 单 点 集 {xz} 痢 是 空间 下 的 酬 朗 集 . 将 x 写成 
三 进位 小 数 0.alaa -…， 其 中 每 个 ar 非 0 即 2 如 果 无 很 多 项 ai 非 0, 命 
zn 二 0.Q1.… an， 这样 (zn) 是 到 中 的 异 于 zx 但 逼近 z 的 序列 ， 如 果 有 限 多 
项 ao 非 0. 可 设 i> 1 时 Qi; 三 0. 命 

2 
+ sr 
于 是 (za) 是 二 中 的 异 于 x 但 于 近 z 的 序列 . 若 {x} 非 茧 朗 , 即 {2} 是 的 
开 集 , 则 有 ?>0 使 (Zz 一 rx 二 由 E= {rj}. 设 Rn 宕 mm 时 ，|zn 一 2 之 7 
则 


Tn 一 (0.01 5 ai) 


{zaln 2 Cr rr+rNK = {r}. 
子 盾 . 因为 才 完备 ， 它 不 能 表示 成 可 数 个 琉 朗 集 之 并 . 这 样 五 不 可 数 . 


练习 6 不 了 矛盾， 因为 马 的 单 点 集 都 是 加 的 既 开 又 闭 的 集 ， 所 以 名 无 非 空 朴 朗 
集 . 这 祥 马 自然 不 会 是 可 列 个 朴 朗 集 之 并 , 
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练习 7 取 芍 朗 集 列 (5) 吕 1 使 其 并 为 8. 因为 
(X\ 5n)° =X\ (Sr) =X, 


所 以 (XX \ Sn)” :nn 之 1 是 羡 中 稠密 的 开 集 列 ， 其 交集 是 针 的 笛 密 集 ( 见 
Baire 岗 定理 ) 且 是 六 \ 5 的 子 集 ， 所 以 革 \ 5 在 关中 称 密 ， 


练习 8 设 d[zi,T2) 之 5 时， 习 (f(z1), 了 (YX2)) < 之 5E. 取 妥 的 有 限 5- 网 铺 , 则 
了 (EE) 是 f(A4) 的 有 限 a- 网 . 


练习 9 据 85.3 练习 19, Y 上 有 个 等 价 度量 p 使 (VY 站 完备 据 Baire 网 定 理 
知 (VY, p) 是 Baire 空间 和 第 二 网 的 ， 而 这 两 个 性 质 只 与 拓扑 有 关 ， 因 此 (了 四 
是 Baire 空间 和 第 二 网 的 . 


练习 10 写 巨 二 {en|n E Z+}, 作 有 限 维 线性 子 空间 XX,, = Spanfel， ,en} 
和 它们 的 并 了 = U Xn; 则 六 二 span 羽 . 注意 到 X。 是 天 的 拷 集 但 无 内 点 


(参见 85.2 范 数 所 扑 下 的 〈?)， 它 是 芯 肝 集 ， 因 此 了 是 第 - -网 的 ， 据 Baire 网 
定理 知 丫 关头. 


练习 11 (1) 过 (2): 作 连 续 函数 万 一 了 入, 则 (4) 逐 点 递增 至 有 这 样 (所 ) 
一 致 逼 近 f. 于 是 有 nt 使 一 琴 <<1. 由 此 得 < 十 1. 

(2) 全 (3): 若 三 无 最 大 值 ， 命 上 = sup A(X) 及 9g(z) = 1/(f(z) 一 站 则 
9 是 改 上 的 连续 西数 使 sup 9( 革 ) = 十 oc, 矛盾 . 

设 (3) 成 立 , 说 明 XX 中 的 闭 集 套 (五,) 有 公共 交点 即 可 . 据 强 级 数 判断 法 , 连 
彝 函 数 项 级 数 d(x, Es) 2-” 一 致 收 族 于 一个 连续 西数 f(z). 当 7 E 加 
时 ，f(z) < 并 271 = 2-" 这 表明 inff(X) = 0. 取 了 的 最 小 什 点 zo, 则 


> 


f(xo) = 0. 于 是 每 个 正 整数 nn 使 d(xo, E,) = 0. 这 说 明 小 0 是 所 有 En, 的 公 


练习 13 5 尾 列 紧 集 当 且 仅 当 上 5 是 列 紧 集 当 且 仅 当 全 是 紧 集 . 


练习 14 提示 : 说 明 Cla, 引 在 研 [a, 避 中 稠密 即 可 ， 
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练习 15 取 Y 的 1/4 网 {名 ,… ,Vmj}. 将 名 适 当 重 复 后 可 设 m == 2 于 
是 是 直径 不 过 1/2 的 紧 集 Yi = OU 1/4) : 1 二 1,.…… ,2 之 并 . 同样 
Yi; 是 直径 不 过 1/22 的 紧 集 Y3) :2%2(i 一 1) <j& < 2 之 并 如 此 下 去 ， 可 
得 正 整数 列 (k】 和 直径 不 过 1/2" 的 非 空 紧 集 Yi : 1 区 2" 使 每 个 Yi 
是 Yn 二 28" 全 一 1) < 之 了 全 2kn+415 之 并 ， 其 中 = 有 十 和 …' 十 en. 

作 Cantor 集 时 第 7， 次 贡 下 2" 个 相互 不 交 的 长 度 为 1/3" 的 闭 区 间 一 
其 直至 右 依 次 记 为 i,t 二 1,: - 显然 

To C Hni: pn 一 了 区 了 二 mii=1,.. ,2". 

现 构造 连续 映射 了 : 下 ~ 了. 对 于 了 EE KK 及 每 个 正 整 数 n, 有 唯一 i 使 
nin 包含 T. 这 样子 是 闭 区 间 套 (Li, ) 的 礁 一 交点 . 注意 到 (na ) 是 Y 中 的 直 
径 通 近 0 的 闭 集 套 , 它们 有 唯一 公共 交点 f(z). 当 x EK 满足 |x' 一 x| < 1/3" 
时 ， 有 个 i 使 2' 与 2 同 在 Iw 中. 这样 f(x 人) 与 f(z) 同 在 Ynis 中 .于 是 
d(f (7), Fo) & 1/2". 

任 取 8 EY, 归纳 地 命 下 = min{jly E 下 让 及 

in = min{j|y € Ynj © 了 Di， 

这 样 ( Ini ) 的 公共 交点 4 满足 f(x ) = 条- 因此 f 是 满 射 . 
练习 16 {1) 任 取 yeEveW. 当 zX E58 时 ， (zx, 在 开 集 人 WV 中 . 取 Y 的 
Us :ze 9S. 取 其 有 限 子 覆盖 Us :XEF. 命 V= 门 {WW :x 下 }. 这 是 包 合 
1 的 开 集 . 当 洲 EV 而 ww E58 时 取 XTEF 使 XE Vs. 于 是 (z ,在 W 
中 . 这 表明 WE VC YsW. 因此 YsWW 是 开 集 . 

注意 到 3sB = fwxEe)c 与 (1) 得 (2). 而 (3) 即 (2). 由 此 并 交换 人 和 
Y 的 位 置 且 交 换 人 S 和 人 的 位 置 得 (和 、 (5) 和 (6). 
练习 17 作 [-1,1] 上 连续 函数 列 (让 ) 如 下 

hx) = {tl,2 "< tr 12"%,—2 "rE 2 ™"}. 
设 n< lz227"7 时 f(z2)— f(x) =0; 1z| Ss 20? 时 |f(2)— fn)| < 2. 
于 是 | 太一 大 人 < 2 这样 六 是 上 1- 基本 序列 . 但 
(A072) — Fl1/20| = 1~ 2 
所 以 | fan 一 | 一 1 工 一 2 ". 这 样 
,lim |f1 — fnll 2 lim ( 2 ")=0. 


是 ( 记 ) 是 C[ 一 1,1] 中 的 非 基本 序列 . 
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练习 18 对 于 了 < Ci0,1 与 > 0, 因为 太一 致 连续 ， 可 取 正 整数 使 
一 2 < 之 1/n 时 ，|f(z) 一 f(z) <e. 命 夺 二 ifn， 


g(z) = flto)xtoy (2) + 二 f(ti)X td). 


注意 到 Xs4] 二 XI04] 一 Xl0,sj; 所 以 9 在 妃 中 ， 

显然 9(0) 二 Af(0). 当 0 < 工 二 1 时， 有 了 唯 -使 在 -1 < 工 所 丰 , 从 而 
9(7) 三 f(t). 这样 lg9(z) 一 f(z)| < < 总 之 |g 一 了 所 5. 这 样 4 在 C[0,1] 
中 策 密 ， 但 请 注意 4 不 是 C[0, 1] 的 子 集 . 


练习 19 命 7 二 1/4 及 B= 二 {zeEX:|zj 所 7"}. 命 所 =5, 取 251 的 有 
限 r- 网 D1 C 251. 作 预 紧 集 5S2 = Lj{(251 一 zj 个 Bi|z E D1}. 取 252 的 
有 限 2- 网 Da， 作 预 紧 集 53 = UU{(2S2 一 zz) 丫 Bz|z 6E Da}. 如 此 下 去 得 预 
紧 集 序列 (9%) 和 29n 的 有 限 7"- 网 Dn C 255 使 


命 D=[Dn, 当 n>2 且 zE Dn, 时, zl 所 2r" 1!1. 于 是 lim sup |z|| = 
1 Ro yeE Dy, 


0. 当 z E55 时 取 zi EDi 使 |2x 一 2 所?. 由 此 知 2z2 一 zi 在 So 中,， 取 
EDz 使 12(25 一 21) -zo < 如 比 下 去 得 序列 (zn) 使 zn E D; 且 恒 


性 


I2- >al< 一 . 四 见 二 ,lim yt ) ects D. 

练习 20 (1} 无 妨 设 a 和 上 4 者 非 0. 取 非 负 整 数 n, 1 和 整数 a1, bi 使 4 = p"al 
而 5 = pib1. 注意 到 ab = pfiaibi 是 不 整除 aib 即 可 . 

(2) 如 果 x 还 有 表达 式 了 /a1, 对 式 子 Q1b = ab1 应 用 (1) 得 


ordyp @1 + ordp b = ordyp a 十 ordp bi. 


两 边 相 减 即 可 . (3a)~{3c) 与 (4aj~ (4d) 都 易 证 明 . 
(5) 源 自 (4a)~(4d). (6) 只 证 明 必要 性 ， dp(z, 72) < 7 时 ， 


dp(z,9) < max{dp(z, 2), dp (2)} < 


于 是 Op{Z,7)】 C Op(y,7); 反 向 包含 类 似 可 得 . 
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练习 21 (1) 式 子 dp(z;2) max{dp(z, 胃 ;dp(y, 2z)} 两 边 作为 QV3 上 连续 函 
数 在 稠密 集 Q3 使 这 式 子 成 立 ， 据 85.3 定理 2 知 这 式 子 总 成 立 . 

(2) 注意 到 d(zn, 1) max{dp (zi Topi)|n 志和 之 站 ,序列 (zn) 是 基本 
序列 当 且 仅 当 Jim d(xi, Tit1) = D. 

(3) 记 4(z,) = 十 y. 由 此 得 加 法 运算 4 :x 他 一 2. 因为 

[A(z 0) — Atzi yi)lp & [2 — zilp + |y — glyp, 
所 以 44 一 致 连续 ， 这 样 4 有 了 唯一 一 致 连续 延 本 
A : Qp x Oy — Vy. 


将 4pfz, 切 仍 记 为 十 YY. 记 邮 (z 切 二 ZY, 由 此 得 乘法 运算 M :和 xx 四 一 出. 
记 B.= {xz EQ :lz rr} iY E Br 时， 


jiM (zi 1) ~— M{ra2, ya)lp & rr1 — x2lp + 7 — yl2. 
所 以 限制 MM : B. x Br 一 2 一 致 连续 ， 它 有 唯一 致 连续 延 拓 
M, : B. x B. — Q,. 


其 中 B. == {x € Q : [zlp 三 7}. 将 Mr(z 切 仍 记 为 zy. 当 7 < s 时 ， 限制 
Ms: B. x B. 人 B. x B. 一 QQ 的 连续 延 折 ， 所 以 当 x,y E 已 
时 ， M(x,9) = 二 Ms(z, 角 .这样 zy 的 定义 与 了 的 取 法 无 关 . 

交换 律 ， 工 十 二 十 注意 到 这 式 子 两 边 作为 Q2 至 QVp 的 连续 映射 限 
制 在 秋 密 集 Q? 上 相等 ， 据 $5.3 定理 2 这 式 子 总 成 立 . 

结合 律 。 (十 四 十 2 二 区 十 (VY 十 2). 注意 到 这 式 子 两 边 作为 人 23 至 @p 
连续 映射 限制 在 稠密 集 Q? 上 相等 ， 据 85.3 定理 2 知 这 式 子 总 成 立 . 

零 元 律 。 x 十 0 = 了. 注意 到 这 式 子 两 边 作 为 QVp 至 yp 的 连续 映射 限制 在 
稠密 集 人 上 时 相等 ， 据 四 .3 定理 2 知 这 式 子 总 成 立 ， 同样 可 证 明 以 下 

负 元 律 ， 每 个 x 对 应 个 一 使 十 (2) 二 0. 

分 配 律 :u(x 十 娄 = ax 十 ay. 

分配 律 ， (C 十 如 zx 二 az 二 bz. 

单位 律 ， 1z = 区. 

结合 律 ， (ab)x = albx). 

(4) 对 于 x € Q;, 命 lz。 一 dy(x,0)， 注意 到 (4aj~v(4e) 这 些 式 子 两 边 
作为 Q2 | 连续 函数 限制 在 秽 帘 集 @@” 上 相等 ， 据 全 .3 定理 2 知 这 些 式 子 总 成 
立 . 现在 |f|s = 0 当日 仅 当 中 {z,0) = 0 当 且 仅 当 了 = 0, (好) 成 立 . 
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(5) 当 2 是 非 零 p 进 数 时 ， 有 一 列 有 理 数 (xn) 使 lim |zn 一 zlp = 0. 据 
(4d) 和 (4f) 知 lan |zn | = |z|p 天 0, 可 设 Tn 都 非 零 ” 于 是 


-一 |zn 一 2 
I 1 1 五 | a Pp 一 
nd oo 2 Ti p= nl bo [x zz P 


这 表明 (zz 是 (Q@, dp) 中 的 基本 序列 ， 其 极限 记 为 Y .在 下 式 
Tn ten 一 人 人 一 工 
中 求 极限 得 zz = 2Z71 一 1， 这 样 Zz 可 道 ， 从 而 Qs 为 域 . 
(6) 命 yn = > zi) 则 级 数 二 zn 收敛 当 且 仅 当 《gm) 是 基本 序列 当 且 仅 


当 ( 据 (2) lim di (yay) = = 0 当 且 仅 当 lim |zn| 二 0. 
(7) 取 互 案 边 数 a 和 上 使 总 并 且 了 二 ya 由 的 ordez 所 1 知 


ordpb — ordp & = ordp x > 0. 


因为 & 和 5 互 案 ， 所 以 p 不 整除 a. 可 见 ， pi' 与 4 互 素 . 取 町 数 mm 和 于 使 
ma 二 np: 二 1, 则 由 brn == gzxm 知 


lbm 一 zz = Izlplnlplp' 系 P 
据 镜 余 除 法 得 整数 对 i 和 此 使 Ok<p' 且 bm = 1pi 十, 则 
I — zly = lom— 7 — ip'lp 
< max{lbom — xls, lip'lp} < p™. 


练习 22 因为 区 无 孤立 点 ， 所 以 羡 中 有 两 点 上 0] 和 [1] 使 
71 := da({0], [1])/3 > 0. 
因为 [0] 非 孤 立 点 ， 所 以 羡 中 有 两 点 [00] 和 [01] 使 
s := d{[00), {01])/3 > 0, B([00], s)} U B{[O01}, s} SEO) 
为 [1] 非 孤 立 点 ， 所 以 羡 中 有 两 点 [10j 和 [11] 使 
t := d({[10], (11])/3 > 0, B(I10),D UY BOUO1),H) CE O10], 7). 


命 ra 二 5SAtA11/2. 如 此 下 去 得 到 极限 为 0 的 正 数 列 (rw), 以 及 对 任何 非 0 即 
1 的 数列 (en)j 中 1 得 到 天 中 的 点 列 【[el om]) 呈 1 使 

d([a1 on0], [oa .anli]) > 27rn+1， 

Bllal 机 an 人 ,rn+1) U B({la 1 anl], rnt+1) C Ollai "rr arj， rn). 
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据 闭 集 套 定 理 ，(B([a1 … an]; rn))?1 有 唯一 交点 [aa om 和. 

如 果 (本 )c2_1 是 不 同 于 (aan) 总 1 的 0-1 数列 , 则 有 此 使 i < 时 ai 一 
而 Qk 关 bs. 于 是 B{lar…ax],rx) 和 BB([51 … bn], Tk) 无 交感 .这 样 

lai: an:] A [ob1.. ba 
可 见 (@1 Qn 中 [a1 -Gn… | 是 {0,1}?+ 到 闫 的 单 射 , 这 样 基 的 
势 不 小 于 28e 即 N. 
练习 23 因为 百 是 天 孤立 点 的 完备 度量 空间 ， 据 练习 22, |E| 之 N、 显然 
IEl g XN. 
练习 24 据 Cantor-Bendixson 定理 知 瑟 包含 一 个 完全 集 ， 据 练习 23 知 上 
有 连续 势 . 
练习 25 当 x >1 时 , 命 了 {x) = 了 f(1). 当 z <0 时 , 命 (2) = (0). 这 将 了 了 
连续 延 拓 到 了 及 上. 命 U = {v E 民 :|v| > 0}. 作 连 续 函 数 9:[0,1xz 一 下 
如 下 f 
go) = EY H -ro 

任 取 正 整数 部 及 x e [0, 1], 存在 正 整数 天 使 0 < |v| < 2 下 时 ，g(z,v) < 27"， 
因此 苦命 开 集 Us 二 {vt ER:0 < |v| < 2-*), 则 


[0,1| = U {elve EU : or,v) <2 


上 式 右 端 大 括 导 界 定 的 集合 记 为 Ds， 命 Ext = {v € Rl2™* i |v| < 
2-k-1/1}, 这 是 紧 集 . 将 [0, 1] x Ei 视 为 四 ,1] x Ui 的 子 空间 . 命 工 : [0,1] x 
Us 一 [0, 1] 是 投影 ， 则 

(De = x(([0,1] x Up} N (9g > 27")) 


一 U (Clo, 1] x Ex) N (g > 27")). 


据 练习 16 知 上 面 并 符号 U 之 后 的 集 是 [0, 1] 中 的 闭 集 ， 从 而 是 紧 集 , 可 见 ， DD* 
是 Gs- 型 集 . 因为 (DE) 名 | 递增 至 [0,1], 有 kn 使 | 有 Pi 之 1 一 2 "5. 命 


已 = 站 Dh", 这 是 Gs- 型 集 使 | 本 e| < 5. 设 2-” < ec, 命 六 = 2-i 即 可 . 
1 


练习 26 提示 ; 首先 1 是 紧 集 ， 作 映射 ;EY 一 五。 如 下 ， 
IT， Tn) 一 TI 十 … rn, 
则 上 是 连 续 满 射 ， 从 而 五 。 是 紧 集 .余下 部 分 参考 85.2 练习 16(4) 的 解 . 
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练习 27 闭 集 En \ Es 不 会 内 点 ， 它 是 琉 朗 集 ， 记 DU = (UER, 则 
X\U Cc UE \ Er) 


且 上 式 左 边 为 开 集 而 右边 为 第 一 网 集 ， 所 以 多 \ 上 是 空 集 . 于 是 关 ==UU. 
练习 28 固定 cE€ 六. 对 于 XEX 及 yEX, 命 pz(y) = d(y, 2) — dl(y, ec). 
因为 |pz( 胃 | 所 Czech 故 oz 在 Banach 空间 1%Y(X) 中 现在 

[pz(¥) ~ pr (| = aly, £) — dly, x)| & d(x, 7’) 
取 y = 2z, 则 上 面 的 不 等 式 成 为 等 式 ， 因此 jpz 一 pz 川 = 二 dz,2'). 命 Y= 
goz ET 则 了 zm pz 旦 天 至 Banach 空间 于 的 等 距 嵌 人 , 当世 可 
分 时 ， 六 也 可 分 . 


练习 29 央 为 Ui 是 U 的 相对 开 集 ， 所 以 U\ Ui = UN UN i 这样 
Ui=UN\UN\G=U= UU UU). 
iEF 


因为 = 人 UUN Ui, 由 此 得 DMUNU CT 人 而 NUN CU . 命 
VV 一 UU \ UNU, 这 是 合 于 UD” 中 的 开 集 ， 于 是 
VN NUV=g>VN(T NV) = 
=>VNU=2= VNU=g=V=8 
U0 cP NUVU=T NUU\ DE) 


\ 0 

YE 
CUTD\UDECUDT CD, 

iEL ET 

这 得 等 式 DV 二 {UE |ie 及. 由 此 得 (1). 
为 证 明 (2), 据 Zorn 引 理 ， 取 极 大 相互 不 交 开 集 得 { 态 |i € .由 使 每 个 
UN Vi 为 义 的 第 一 网 集 ， 作 开 集 Y = UY 取 天 中 的 一 艇 朴 妆 集 9jn : 
J 二 


了 所 Jn Ee B+ 使 UNn VW 一 U{S7n|n}. 命 5n 二 U{ Sn 所 7}. 

因为 访 门 55 二 9jn; 这 是 5% 的 相对 开 集 ， 又 是 站 的 蕊 朗 集 ， 据 (1) 知 
Sn 是 相 关 集 ， 这 样 UY = 【J{5%]n} 是 第 一 纲 集 . 

说 明 WV 是 天 的 薪 朗 集 即 可 , 否则 , 它 包含 - -个 非 空 开 集 WW. 据 { 太 17E 有 
的 极 大 性 知 Un W 是 友 的 第 二 岗 集 . 特别 地 ， 有 个 宇 使 Ui W 不 空 ， 上面 
已 得 知 Ui 二 UU Ui. 作 开 集 G = WU 和, 则 

UNG= (UNWNU UCU, 


VNG= (VNW)\UIE= 8%. 
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这 样 VUNG 是 关 的 第 -- 岗 集 且 G 与 请 WW 不 交 . 这 与 { 们 上 E J 的 极 大 性 
矛盾 . 


练习 30 任 取 姜 中 的 闭 集 EE, 则 FE 也 是 紧 储 ， 于 是 (11)-1(B) = f(B) 是 
Y 中 的 紧 集 因而 是 闭 集 ， 这 样 广 ! 连续 . 


练习 31 当 ae 万 时 , 作 夸 的 开 集 Do = 大 \{a}. 因为 a 非 弧 立 点 ， 所 以 
Ui 在 所 中 条 密 . 据 Baire 纲 定理 ，X\D = 站 X\ {9 是 的 稠密 Gs- 
栏 所 


型 集 ， 又 【人 也) 门 五 = ,再 所 Baire 网 定理 六 非 Gs- 型 集 . 


练习 32 按 条 件 知 万 是 广 的 第 nn 阶 导 函数 ,将 fo 的 零点 集 记 为 忆 , 这 是 
闭 乐 ， 任 取 [0,1] 的 子 区 间 [a, 有 是 ， 作 闭 集 了 = [@, 引 站 万 1{0}， 按 条 件 得 
[ea 名 =LHBlm 之 0}. 据 Baire 网 定理 知 某 个 BB 包含 -个 长 度 非 零 的 开 区 
交工 这 样 和 (了 = {0}, 从 而 fo( 了 ) = 和 0}. 这 说 明 吾 门 la, 明 不 空 从 而 五 
在 [0, 1] 中 稠密 ， 这 样 BE = [0, ]]. 


练习 33 作 三 的 闭 尝 吾 = Ws. 对 每 个 让 ,有 个 几 使 feEG 
所 


时 |f(z)| 二 2. 这 样 Ex : n 马 1 的 并 为 半 . 从 而 有 个 万。 不 梳妆 . 命 U = En 
即 可 . 


练习 34 提示 : 考虑 紧 集 4 x 日 上 连续 函数 (x,V) 忆 d(x,y). 


练习 35 只 证 明 充分 性 ， 取 A 的 预 紧 的 s- 网 8, 取 号 的 有 限 s- 网 忆 , 则 上 E 
为 4 的 有 限 2E- 网 ， 
练习 36 只 证 明 充分 性 : 任 取 zo € 美和 关中 带 近 zo 的 序列 (zn)pei, 作 蕊 
中 的 紧 集 4 = {zxnjn 记 中 和 中 紧 集 B= (4). 命 9: B 一 4 是 限制 
(f ; 4 一 BB) 的 逆 映 射 . 当世 是 4 的 闭 集 时 , 它 是 紧 集 , 于 是 g 1(E) = f(E) 
是 B 的 紧 集 ， 自 然 也 是 B 的 闭 集 . 这样 g 连续 ， 据 练习 30 知 g 是 同 胜 ， 从 而 
了 : 4 一 B 连 续 . 这 样 Jim f(zxn) = f(z0). 由 zo 的 任意 性 知 了 连续 
练习 37 当 互 尾 了 的 闭 集 时 ，z E 六 1( 吾 ] 当量 仅 当 有 个 ye 使 fx) 一 y 
当 旦 仪 当 有 个 yeEY 使 (x, & (gr 站 站 (XX x 五 ),， 于 是 

fi(E)=3 (grfN(X x E)), 


其 中 符号 3Y 见于 练习 16. 又 据 此 练习 知 -1(B) 是 半 的 闭 集 ， 从 而 了 连续 
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练习 38 设 线 性 无 关 的 单位 向 量 z1,… ,zn 已 取 好 使 i 关 j 了 时 zi 一 2 之 1 
命 工 = span vi. 取 个 z € 下 使 d(z, 了 L) = 1, 取 工 中 的 序列 (yx) 忆 1 使 
Jim |z 一 你 上 二 1 可 见 (gs) 队 1 是 有 界 序列 , 取 子 列 后 可 设 它 收 铬 了 yo E 二 
命 Tnri 二 z 一 镶 ; 则 上 n+ 二 1 且 

d(xznt+1; L) = dlz, LD}=1. 
从 而 当世 Rn 十 1 时， zi 一 wan+il 社工 
练习 39 提示 ; 取 的 下 朗 集 BB, 则 BxY 是 的 慌 朗 和 集 : 

ExY =E xY=%. 


练习 40 提示 ; 必要 性 : 命 百 = 可 则 B* 二 @. 于 是 8E = 也. 究 分 性 : 
(0E)* COENE*—g. 


练习 41 (1) 访 (3): 作 开 集 V = ( 昌 \ A1) U Bi. 于 是 
E=(V\BI)U(ENL(A UB). 


可 见 命 A3 = Bi1 及 Bs 一 百 门 (41 UBi) 即 可 ， 
(3) 全 人): 注意 到 V = (BE\ Bs)U(VN(A43U Ba) 即 可 . 类 似 到 (2) 会 (人 
(3) 全 全: 命 严 = 辫 而 4 = hs UOV 且 Bs = Bs 即 可 
(4) 一 (3): 命 克 王 王 ? 而 As = A = Ba 一 (OF AN Ay) UBa 即 可 . 
练习 42 据 统 习 41(3) 得 Ee = (Ve \ Bs) U (A3 丫 BS). 从 而 E* 满足 统 习 
41 中 的 条 件 (4)， 
练习 43 将 满足 练习 41 中 的 条 件 的 子 集 全 体 记 为 8, 它 包含 总 的 全 体 开 集 . 
说 明 SS 是 o- 代数 即 可 . 据 练 习 42 知 5S 对 补 运算 封闭 . 
任 取 S 中 的 序列 {EB,), 取 第 一 网 集 4 和 Bn 使 (Br \ An) UB 为 开 集 
VW 可 设 An 是 Bn 的 子 集 . 命 B= (Bi 阁 V2) U(B2 丫 V1), 这 是 第 一 网 集合 
VNMW= UB NE)\ (A U A2)) UB. 


因此 本 门 五 2 满足 练习 41 中 的 条 件 ， 当 总 。 相互 不 交 时 ， 
U Wn 一 ( LD E») \ U An) U U Brn. 


可 见 | 忆 , 满 尼 练习 4 中 的 条 件 
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练习 44 将 开 区 间 [0,1] 接 42.2 练习 1 的 方法 得 个 朴 间 镶 集 召 使 | 吾 |; 三 7. 任 
取 开 集 [0, 1 吾 的 每 个 构成 区 间 .有 二 (ax, br), 在 [ax; Bx] 中 按 此 方法 得 个 巩 
妆 闭 集 Ex 使 |Exh 二 了 天 [1 这 些 玖 痕 集 的 Lebesgue 测度 之 和 为 r(1 一 ?7). 
将 .了 \ Bx 的 每 个 构成 区 间 Jz 按 比 方法 得 芍 庆 闭 集 Eni 使 |Bhi| = 二 ?Jai|. 这 
些 基 朗 集 的 Lebesgue 测度 之 和 为 7 一 r 一 r(1 一 ?=r(1 一 ?这 如 此 下 去 
得 些 此 互 不 交 的 开 区 间 .不 , xz。 和 和 它 的 芯 妆 于 子 集 Er .6s 使 |B 一 如 
所 J \ EE。 的 全 体 构成 区 间 为 Jork :不 二 1,2,…. 命 


P= EU | {Bn lk ,ke > 1}. 
n= 二 1 
这 是 (0, 1) 中 的 第 一 岗 集 ， 其 Lebesgue 测度 为 
7 十 3 Fl 一 四 ”一 二， 
元 三 1 


合算 三 [六 下 十 ?nm EZ}, 这 是 第 一 网 集 目 腿 和 \ G 的 Lebesgue 测度 为 0. 
练习 45 取 XX 的 可 数 子 集 {zn} 使 羡 二 Pan en. 因为 


span{zn|n 宕 1} = span{zn, + (nllznl| + n)ln 2 1}, 
以 zn 二 (zn 十 m) 代替 rn 后 可 设 lim zn 一 0. 命 Xn = span zi 即 可 ， 


和 
练习 46 据 例 1 知 不 是 实 直 线 上 Gs 型 集 而 据 85.3 练习 33 知 全 不 会 是 了 
的 连续 点 集 . 


练习 47 作 可 浏 集 G。 二 EN (aa+t+e, 则 Gs :a Zr 覆盖 马 . 取 b 使 
m(Gs) > 0. 以 Go 代替 如 后 可 设 忆 (Bb,5 十 6], 据 Lebesgue 测度 的 平移 
不 变性 ， 可 设 了 = 0. 取 刀 中 的 紧 集 4 使 mm(A) > 0. 因为 4 有 可 数 个 孤立 
点 ， 去 了 这 些 孤立 点 后 仍 有 ml(4) > 0. 这 样 4 是 完全 集 从 而 4 的 势 为 以. 因 
此 五 的 势 为 从. 

在 王 土 定义 等 价 关 系 : z ~ 9 表示 人 一 Y 是 有 理 点 .每 个 等 价 类 |z] 部 
是 HJ 数 集 . 这 样 召 中 有 NN 个 等 价 类 . 设 了 : 忆 一 召 是 个 选取 函数 , 当 z E 吾 
时 ， (lz) € [x]. 命 Ey = {f (fzD)lz € EE}. 

将 [~e,e] 中 的 有 理 点 全 体 记 为 吕 , 这 是 可 列 集 ， 如 果 7,s ED 使 7 十 EE 
与 3 十 吾 有 交点 ， 则 有 zy 总 日 使 7 十 了 [x]) = 十 天 的 ) 等 式 f([2]) 一 
FI 加 = s 一 7 表明 f(x]) 与 A{[ 纠 ) 等 价 ， 一 个 等 价 类 中 只 取 一 个 代表 元 ， 
所 以 了 (Iz]) = 了 (加 ). 于 是 7 = 5， 因此 7 € D 时 ，r 十 Bf 相互 不 交 且 
r+ ErCla—e,at2el. 
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任 取 x ER, 记 7r 二 xz 一 了 (|z]), 则 rE DD 且 %=r 十 了 (x]). 由 此 得 不 等 

式 
EC||{r+ Erre D}C [a—e,a+t 2el. 
如 果 By 是 Lebesgue 可 测 集 ， 据 单调 性 、 平 移 不 变性 以 及 可 列 可 加 性 得 
m{E)< >》 m(Er) 3". 
rrE 力 

这 同时 得 m(Er) >0 及 m(Er) 二 0. 牙 盾 . 

不 同 的 选 联 函数 了 对 应 不 同 的 非 Lebesgue 可 测 集 Ef， 因为 了 在 每 个 等 
价 类 [2] 上 可 取 Ro 个 不 同 的 值 ， 这 样 的 了 有 NS 个 ， 即 2 个 


练习 48 命 ( 廊 :天 一 各 1) 是 位 .5 练习 16 得 到 的 连续 函数 列 . 

作 映 射 :五 一 五 = {0, 1}2+ 使 flz) 一 (fi {7), falz), 机 则 / 可 道 
且 和 连续、 因为 下 与 马 都 是 紧 Hausdorff 空间 ， 所 以 了 是 同 肛 . 

因为 刀 , 2,.，， ,BZ+ 相互 同 且 ， 所 以 KK,， 天 2 … ,天 2+ 相互 同 凸 . 


85.5 鸭 数 空间 


练习 1 充分 性 ， 对 任何 < > 小 取 上 > 使 Gzz)< 且 和 六 工时 ， 
frr) 一 f(z)| < 之 8. 取 针 的 有 限 计 网 上 取 避 使 nn 之 mm 且 XYEE 时 ， 
[fn(£) ~ f(z))| < <， 

任 取 > < 天, 取 2E 已 使 dzo < 6， 于 是 入 (2) 一 f(z) 是 三 项 
万 ( 动 一 六 (zh)， 万 (一 Fr) 与 了 (2) 一 f(z) 之 和 . 这 样 [fn (2) ~ F(z) < 35, 
换言之 ，n 宇 9 时， 二 一 有 << 3s, 这 即 (万 ) 一 致 收效 于 了. 

必要 性 : 因为 了 连续 ， 它 一 致 连续 . 对 于 e>> 人 0 取 各 0 值 d(x,2) < 6 
时 ，| 了 f(z) 一 了 (2)| <e. 取 mm 使 hr 之 m 且 zxEX 时 ，|fn(7) 一 了 (2)| < 
当 2 之 mw 时 , 取 夺 汪 >0 使 d(x,2) < 夺 时 ，|fi(x) 一 (2) < E. 

命 6 二 min{60;… ,5m}; 则 d(x,z) <5 时 ，|fn(x) — fn (2)| < 3E， 

因为 (f(z)) 是 收敛 数列 ， 所 以 它 有 界 ， 


练习 2 必要 性 ; 设 {Xili € 中 是 4 的 有 限 s/2 网 . 设 扩 E 王 和 了 使 
上 zi 一 | < sy/2. 取 忆 EE 工 使 Bi 部 导 的 子 集 ， 这 样 的 有 限于 集 
{tiie 省 是 4 的 e- 网 因此 d(x, 久 ) <E， 

充分 性 : 命 c 一 sup lzl 及 Ss= {yeRdreA:|z— yl<a}. 


y E55 时 ，|lyl| <c+e. 这 样 9 是 有 限 维 线性 空间 巨 的 有 界 集 ， 取 其 有 限 E- 
网 B. 对 任何 YE A, 取 y€E 怠 使 2 一 如 <2. 取 zEB 使 wy 一 zi < 
这 样 |lz - z|| <2. 于 是 日 是 4 的 有 限 2e- 网 . 
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练习 3 命 包 ,= spanfel ,en 则 20 二 (J{Enln 将 1}. 
人 和) 当 1 p<o0 时 , 任 取 ze 及 gyE En, 则 
lz -w= 5 le — Hl + 5 heilr. 
i 中 


可 见 dfz, Bn) 一 (和 |zilP) 了 ,注意 到 10 在 I? 中 稠密 即 可 . 
[ 
(2) 在 co 情形 ， 注 意 到 dtz, Bw) = sup |zi| 且 10 稠 于 co 即 可 . 
i 
{3) 在 情形 , 命 FF, 二 3panfe, el En). 当 2EC 目 YE EE, 时, 
没 zo 二 limZzn 而 6 = limyn. 当 i 这 时 ， 和 Wi 二 Yo. 于 是 


lz — Wo = max{sup ll: — gil, sup zi — gol}. 
人 4 


可 见 在 久 二 i: 和 有 且 如 二 zo 时 ， 上 式 最 小 ， 这样 


d(x, Fn) = sup (zi; — zol = sup lim |xi ~ zy- 
Ep i>n 1 


最 后 注意 到 {fnln 之 1} 在 cc 中 稠密 即 可 . 
练习 4 必要 性 : 命 eo(f) = f(z), 则 dl(ez(f),ez(9)) 所 dU(f,9)， 由 此 得 
Lipschtiz 映射 ex : C(X, 了 一 站 使 eslB) = 人 Fo E EE}. 这 样 后 者 是 
列 紧 的 . 取 五 的 有 限 ef/3- 网 FF. 取 65>0 和 使 
vg EF:dr,2) <6 g(r) — 9(2)| < ef3. 
对 于 任何 f€ EE, 取 g 合 上 一 gD <ef3. 设 d(x,2) <5, 则 
[f(x) ~ f(a)| & [f(r) 一 以 | 
十 四 (四 ~ g(z)| + |9(z) ~ fl 
<2|f — gl+ loz} — g(a)| < e. 
从 而 户 等 度 连 续 ， 
充分 性 ; 取 芭 的 6- 网 {zi1,*" “ ,Tn}. 命 7T(f) 一 (f(x1), ;f(Tn)), 则 
T[( 五 ) 是 Y™ 中 的 列 紧 集 . 取 五 的 有 限 子 集 政 使 1 E 时 , 存在 9EF 耻 使 
d{n(f), x(9)) 之 e. 对 任何 XE 耻 , 取 1 使 d(x,zi) 之 5. 于 是 
d( f(z), 9(2)) & df (7), f(a)) 
十 Ci 9(2i)) + dlg(zi), 9(2)) < 3e, 
这 表明 d(f,9) < 3E， 因 此 是 忆 的 有 限 3s 网 .于 是 五 是 预 紧 集 . 指 
Hausdor 人 ff 定理 知 巨 是 一 敏 收敛 的 列 紧 集 . 
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练习 5 任 取 了 EU, 记 7 =2 一 maxref([0,1]). 当 lp=-H<r 时 ， 
reg=re(g— f+ref <r+maxref =2. 

因此 O(f,7) CU, 这 样 UV 是 开 集 ， 

练习 6 作 半 范 数 P: im (X) 一 及 使 P( 太 一 sup im |f(z) - f(z)|. 因为 


2 及 过 2 有 ,所 以 p 连续 目 kerp = Cs( 汪 ), 从 而 0C%(XX) 完备 . 

当 羡 是 紧 度 重 空间 时 ， 取 艺 的 -- 个 稠密 集 DD， 对 于 满足 a E DD, 命 
fal) 一 d(x, G). 命 4 = {1, fo, fas fo, la E Dn 1}, 这 是 至 多 
可 列 集 . 命 BB = span 4, 这 是 包含 常数 函数 的 可 分 的 自 伴 子 代数 . 据 Stone-， 
Weierstrass 定理 ， 说 明 BB 能 分 离 发 中 的 点 即 可 . 对 于 克 中 的 互 异 两 点 z 与 
怒 取 QED 使 d(x,a) < d(z,y)/2. 于 是 d(x,y) < 攻 z,al 十 二 ea, 轨 表明 
d(&,y) > d(z,Y)/2. 这 样 f(x) fal). 


练习 了 命 gl(g) = im, IoC) 由 此 得 连续 半 范 数 9 : Cb(R") 一 到 使 
kerg = Co( 栋 "). 因此 Co(R") 是 Cb(R”) 的 闭 集 ， 它 完备 ， 


练习 8 说 明 4( 人 2) 是 Cs 人 1) 的 闭 集 即 可 . 任 取 4(8) 中 的 收 伍 基本 序列 ， 其 
慑 限 户 据 复 分 析 知 了 在 岂 内 全 纯 从 而 了 在 A) 中 . 
练习 9 将 了 E 了 2?() 在 民 "\ 义 上 补充 定义 为 零 后 , 可 将 L?(X) 视 为 LP?(R”) 
的 子 空间 说明 L?(R") 可 分 即 可 . 
命 Xk 二 {2 :|z| 此}, 其 特征 函数 记 为 gk. 据 本 节 例 1，Z2( AR) 可 分 , 
任 取 E77(R”), 则 fgx E LP(Xk). 据 控 制 收敛 定理 ， 
im, 1f -forle = (flf ~ foe)* =0. 


这 表明 U LP(Xk) 稠 于 L?{R"*). 前 者 可 分 ， 从 而 后 者 可 分 ， 
1 


练习 10 可 设 工 = 0,2z|. 对 于 EL?(T) 和 8 > 0, 据 练习 8 可取 9E CO 
使 9g 一 fp < 当 0<g&z 1/n 时 ， 命 

h(x) = 9(27) + n(g(l/n) — g(27))z. 
当 ln 所 7 所 27 时, 命 hn(2) = g(x). 由 此 得 及 E C2r 使 


27 
| Ih — gl? < 27 max |gl?([0, 27])/n. 


可 取 交 使 护 一 引 <2. 以 访 代 答 g 后 可 设 9g€EC2r 使 9 一 flp <&. 
据 Weierstrass 第 二 逼近 定理 得 三 角 多 项 式 久 使 jg 一 hl < el(2n) 了 .于 
是 lg 一 上 lp < se- 这 样 ||g 一 fjlp < 2e. 
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练习 11 提示 : 命 (DU)() = JexpV 一 填 , 说 明 世 :EPE 一 L?( 了 ) 为 等 
焉 同 胚 并 用 练习 10 的 结论 . 
练习 12 提示 : (1) 因为 Ci 接 内 致 一 致 收 笋 是 完备 的 而 旦 内 闭 一 致 收 倒 保 持 
全 纯 性 与 调和 性 ， 所 以 O(M) 和 XCM) 是 CX 的 闭 子 集 ， 因 而 完备 . 

(2) 0 < s < dlz,0M) 时 ， 


Bt / me = frdr f f(z+rexp(v—10)d0 = rs f(z), 
以 上 第 二 等 式 源 自 调和 项 数 的 均值 公式 ， 于 是 
HO < CF omllojPe( fF eye 
Blz,s) (ms2)4 


字 ! 汪 


可 见 |f(z)| < fp/(rs 7 命 s 一 d(z,C \ 2M) 得 要 证 明之 不 等 式 . 


练习 13 任 取 A?(J4) 中 的 基本 序列 【 岂 ), 连续 函数 z 己 d(z,8M) 存 MM 中 
的 每 个 紧 子 集 五 上 能 取 到 最 小 值 rk > 0. 对 于 zx E KK, 由 练习 12 得 


frm) — Fr(2)| < fn — frnllp/ (mr) 
这 表明 (万 ) 内 闭 一 致 收 人 证， 其 极限 了 是 全 纯 函 数 ， 现 在 
Ve > 03m 2 1,vn, lm J (fn) — fritz) Pm(dz) & cp. 
在 上 式 中 命 1 一 co 并 用 Fatou 引 理 得 ff. 一 fllp 拟 &. 
于 是 了 = (fF 一 雇 ) 十 后 在 A?(24) 中 并 为 ( 操 ) 在 A?(2M) 的 极限 ， 
练习 14 和 任 取 对 中 的 紧 集 五 , 命 了 一 mig dl(z, 0M), 据 练习 12 知 


Fz)| < lan 至 ,ze 天 
于 是 五 内 闭 一 至 有 界 . 据 复 分 析 中 的 凝聚 原理 ， 忆 是 内 闭 一 致 收 合 下 的 列 紧 
集 ， 


练习 15 (1) 源 自 不 等 式 | (z) -f(D| < Ho( 有 lz 一 六. 

(2) 易 说 明 采 。( 了 ) 是 半 范 数 ， 它 的 连续 性 源 自 不 等 式 有 Hs < ‖ ||o,o. 

任 取 CMa, 日 中 的 基本 序列 (fn). 因为 | lL < | oa， 所 以 (fn) 也 是 
Cla, 站 中 的 基本 序列 ， 其 极限 记 为 有 (因此 im 上 fs 一 有 = 0). 现在 


Ve > 0,m2 1,vn,l2m: Hl(fn — fA} s, 
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|fn(z) ~ f(z) — (fn — DN Selr -使 i 一 00 得 
Ve > 0,3m 2 1, Vn MYr YY: 
fn) = fF(2) = (fn(y) — FO & elz — oh. 
这 样 lim Hlf 一 一 0. 于 是 
Half) & Half — fn) + Halfn) < +o0., 
这 样 f 在 C™*la,8 且 lim ||fn = flloa =0. 


(3) 任 取 COe[o, 梧 中 的 有 界 集 吾 , 命 c 二 sup{l|fljoa : 了 € 吾 }， 因 为 
上 所 |flloa; 所 以 五 是 Cle, 可 中 的 有 界 集 ， 又 六 E 五 时 ， 


f(z) ~ f(a)| & clz = zh 


所 以 吾 是 等 上 度 连续 的 ， 据 Arzeli- Ascoli 定理 知 五 是 Cla, 可 中 的 列 紧 集 . 
(4 任 取 C*[a, 外 中 的 基本 序列 (f%), 由 


Mf = FN < Nfs ~ fille 
知 (9)se.，- 致 收敛 ， 其 极限 记 为 gi. 现在 


多 加 = 和-DaO+JGOaw:asesb 


取 极 限 得 , 
Gz) = 10) + {q(tjdt:ag rb. 


这 表明 go 直至 下 阶 连续 可 微 且 gL = gi. 于 是 


‘lim fa — gh = ,lim > If ~ 9 = 0. 


了 DT 


练习 16 命 ro = d(f,B). 当 r>ro 时 , 合 包 = {ge€EB:|9- fly 拟 "7}. 

这 旦 吾 的 非 空 闭 集 并 且 五 对 了 的 最 佳 逼 近 (车 存在 ) 是 By :rr > ro 的 公共 交 

点 .因为 LP?(M, 4) 中 的 距离 是 平移 不 变 的 ， 以 吾 一 了 代替 瑟 且 以 了 一 了 代 

震 了 后 ,可 设 二 0. 当 g,h eB 时 9 十 he28. 因此 g++ hllp > 2ro. 
若 1<Dp 拟 2 据 Carkson 不 等 式 得 


(lg ~ Rl 二 (2ro)9) < (lg ~ als + Hg + hllg)s 
S23 (olp + als)? & 23 (2r?)s = 2r. 


因此 jg 一 他 < (27)? 一 (2ro)s， 由 此 得 diam EE < ((27)? 一 (2ro)9)3 


旦 ,lim diam Ey 二 0. 据 Cantor 闭 集 套 定 埋 知 区 [ 万 唯一 存在 .现在 


oth E) < HDF) jl, 


(dp(W(f), (Fo) + 2 dp(F, E)) 
<(MW(f) — fF — (Ylfo) — Ps 
+ — f+ pfo) = fa) 
S29 (pf) — Fe + wo) — fle)? 
=27/4(d,(f, E)? + dp(W(fo), f)°) 7. 
注意 到 了 一 dp{f,B) 是 三 的 一 致 连续 通 数 ， 有 有 
(lim pO) — po) lg + 29do (fo, E))/s 
<21/4 (2d, (fo, EY)/? = 2dp(fo, E). 
从 而 am lw 人 (六 一 Wi = 0. 
若 2<Pp<+oo, 据 Clarkson 不 等 式 得 
(lg ~ hlls+ (2ro)?)s < (lg ~ ne + lg + hlle)s 
<23 (gle + |)z < 2*(2r7)$ = 2r. 


因此 |g 一 lp 所 (27)? 一 (2ro)?. 由 此 得 diam EB; < ((27)? 一 (2ro)P)?. 


是 dm diam 五" 二 0. 据 Cantor 闭 集 套 定理 知 多 (了 f) 唯一 存在 .现在 
UB) < DT jl, 


> (dpb(f), pfo))? + 27dplf, E)?)/? 
(WF) — Ff — Wfo) — PE 
+ wv) — f+ pfo) ~ Fe? 
S20) — Fe + (Fo) — FP)Y? 
=21/2(d,(F, EY)? + dp(w(fo), f)°)1?. 
注意 到 了 一 dp{ 广 五 ] 是 f 的 一 邢 连 续 疗 数 ， 有 
Clim dp(w(F), pfo))? + 27dp(fo, E)?) 


21/0(2dp( fo, E)?)/? = 2d,( fo, E). 
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.于 


于 


434 
从 而 Jim dptw (Ff), BH)) = 
练习 17 因为 lim |fr 十 f= 二 |2f1?, 据 Fatou 引 理 得 以 下 第 一 不 等 式 
2fly 么 Ja fn + fl 
< lim |fn + fh < 2 人 7 
由 此 得 lim | 和 十 了 lp 一 下 7 据 Clarkson 不 等 式 得 


(fa + FE + Hf — fl) < 23 (fl + fH), 
存 上 式 两 边 取 极限 得 
(2 + En fn — NE) < 2¢Hf ls- 
由 此 得 lim | 入 flls = 0. 
练习 18 据 Holdet 不 等 式 知 7 在 任何 有 限 区 间 上 可 积 . 据 $4.2 定理 1 知 
fnr(x) = hf tJdt:r>0 
全 | 态 (zj| < df | 产 全 2 站 (| 12d0)3 & Vzllfsllz. 
于 是 当 0 < x 和 1 时 ，|frtz)| 所 | 玉 la; 而 2 宛 1 时 ， 四 已 知 条 件 知 
|fn{z)| 所 1 从 而 (f) 一 致 有 界 ， 与 上 面相 同 的 方法 可 得 
faz) — fn) < V 人 一 串 玉 由 
上 式 表明 (所) 等 度 连续 
练习 19 只 证 明 充 分 性 : 作 紧 集 [1, 1 十 ?| 的 子 集 五 。 使 其 元 素 t 有 如 下 特征 : 
[f(r) — f(r+ a 2": YreR. 
由 此 得 闭 集 套 (Bn), 取 其 一 个 交点 如 . 上 式 对 所 有 n 成 立 ， 于 是 
lf (x) — f(r+t)|=0:vr ER. 
这 表 骨 tt 是 了 的 一 个 周期 . 


练习 20 因为 及 是 紧 的 且 ZF+ 是 及 中 的 闭 集 , 所 以 如 + 是 紧 的 . 如 果 数 列 (zn) 
收效 ， 命 了 ni) = Yn 及 f( 二 00) 一 lim Zn. 当 nnE€ 名 | 时 ，n 是 名 中 的 孤 
立 点 ， 所 以 f 在 nn 连续 . 按 f 的 定义 知 im f(n) = f(-+o0). 这 样 是 满足 
要 求 的 连续 函数 . 反之 lim zn = lim f(n) = f(+00). 
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85.6 不 动 点 原理 
练习 3 命 gfz) = d{z, 了 f(z)), 则 9 :一 以 是 连续 函数 旦 9 > 0. 于 是 它 的 
最 小 值 c > 0. 这 祥 d(x, FUZ]) 
练习 2 对 于 ECto, 可 及) 命 (A(z) = 了 (2) 一 F(z, f(x))) /MM， 这 得 
[a, 9] .上 连续 函数 4f. 当 9 E Ctfa, 冲 , 展 ) 时 ， 据 中 值 定理 得 
(AF){z) — (Ag)(2) = f(x) ~ g(x) — (F(z, fF(7)) — Flr, 9(T))/M 

= (1— Flr, /MT) — 9(7)), 

其 中 &€ 介 于 f(X) 与 9(x) 之 间 . 于 是 由 条 什 得 
[Af)(z) — (A & (一 mA ~ go). 


从 而 4 了 一 Ag 二 (1 一 my 和 MM) 一 gl|. 据 于 缩 映射 原理 知 A : C([e ,可 丽 ) 一 
C(ja, 症 , 候 ) 有 唯一 不 动 点 了 , 这 正 是 方程 F(z, 了 (2)) = 0 的 唯一 解 . 


练习 3 注意 到 压缩 映射 是 Lipschtiz 缺 射 即 可 . 
练习 4 考察 良 *” 的 子 集 凸 紧 集 百 = {zZ|z1 之 0 Zn 阅 2 一 寺 当 


ji 


EBWH, 记 t(7x) = Cs ), 其 中 (Tz); 表示 Tz 的 第 i 个 分 量 ， 则 t: 
E— {0,+0%0) 是 连续 函数 命 了 (ZX) 二 Tw/t(z}. 由 此 得 连续 映射 了: 百 -> 五 ， 
据 Schauder 不 动 点 定理 知 站 有 个 不 动 点 3. 对 此 xX 有 Tx 一 去 人) 了 

练习 5 作 Cla, 日 的 有 界 凸 闭 集 二 {f E Clo, 可 :|fis7}. 当 fe 世 且 
za,d 时 , 命 


(Af)(z -jr x,Y, fy))dy. 
对 于 E> 0, 取 5>0 使 |(z1,94y24) 一 (22; 克 ;各 )| <5 时 ， 
[Fi, 21) — PF (2, ya 22)) < €. 
这 样 当 |z1 一 x2| < 6 时， 
上 LPG — (AF) 22) < elb — oa). 
于 是 {A ; [Q, 相 一 及 |f & BB} 是 等 度 连续 函数 艇 .又 A(B) E 百 源 让 下 式 


5 
ADs {rib — ady=7. 


设 7 一 9g <6, 则 4f 一 Ag|| 二 (50 一) 源 自 下 式 
b 
总 之 ，4 :五 一 已 是 连续 上 映射 且 4( 五 ) 是 列 紧 集 . 据 Schauder 不 动 点 定 
理 知 ， 用 有 不 动 点 了 , 这 个 不 动 点 即 满足 要 求 ， 
纺 习 6 需要 在 83.2 练习 2-3 之 后 讨论 此 题 . 命 4 同 83.2 练习 3, 而 Br = 
+ 则 吾 : 主 一 王 是 压缩 算 子 : 


|4r— 4o| , 
Cc 


|Bz — Byllz < lz ~ yll. 


所 压缩 映射 原理 BB 有 唯一 个 动 点 z, 此 为 所 求 的 唯一 解 . 


练习 7 (1) 是 明显 的 ，(2) 当 z € E,y EF 时 ,d(x,G) & d(z, +d(y, G)， 
注意 到 d{y,G) < df 局 GQ), 上 式 关于 y E FF 取 下 确 界 得 


d(x, G) < d{z, 下 + dF OG) < dE, F) + dE, G). 
同样 当 z € 如 时 ，d(z, 忆 ) 去 d(B, 玉 ) 十 d( 了 ,OG)， 由 此 得 三 角 不 等 : 
d(E,G) & dE, F) + dF OG). 


(3) 现 设 dB, 下 =0, 则 zx EBHEyEFHWHd(zx,F) = d(y,B)=0, 所 
以 ZE 有 YEB. 由 此 得 BCFHAFCE. 
(相当 zeEU{Bilie 有 且 yeELU{RIE J) 时 , 设 zE 古 ,出 
dz UH{Filie 7)) & d(z, Fi) 
<ad(By, Fy) < sup{ad(Bi, Fi)li € J}. 
同样 得 d(y, {Bili € J}) & sup{d(Ei, Foli € 7}. 
练习 8 (2) 充分 性 源 自 等 式 d{ 了 (zx), 了 (9)) = df (2 所 ({ 妇 )). 
必要 性 : 设 0 二 c < 1 和 恒 使 dj (2), 不 的 ) < cd(z,); 则 ad(f(2),f(F)) < 
CD 六 (下放 可 见 dF AE), fF)) & calE, Pt). 
(3) 必要 性 ， 任 取 (cpt 革 , qd) 中 的 夫 本 序列 (五,), 这 即 
Ve > 0dkVi,k 2 k:d(Bi,E;) <e. 


这 Dz EB HyeE;NH dr,B) <e Hdy,B)<e 
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命 5 = 五， 作 紧 集 5 = 出 瑟 并 取 其 有 限 e- 网 50. 当 了 E 百 ; 
i 上 


nn 守 1 
县 宇 > 了 时 有 YE 使 az 仿生 < 取 zE So 使 d(y,z) < ec, 则 
d(z,z) < 2e, 可 见 80 是 5 的 有 限 2e- 网 .这样 9 完全 有 界 而 其 闭 包 全 是 紧 
集 . 命 及 = 岂 { 豆 全 关中 由 此 得 紧 空 间 S 中 的 闭 集 套 ( 丙 ,), 其 交集 瓦 是 豆 
中 的 非 空 紧 集 ， 清 注意 ， 已 由 集 套 (五 ,) 的 公共 接触 点 组 成 ， 

当 允 宕 万 时 , 任 取 XEEBE 和 Zz Ek, 有 i 关上 和 YEBi 使 d(x,y) < E， 
又 dfy, En) 之 5, 从 而 GZ 五 ] 之 2e. 当下 时 ， 命 


Gi = Uty E Esladlz,y) < e}. 


由 此 得 ( 吾 )ix 的 子 套 {Gi)isk, 它们 的 公共 接触 点 zo{ 即 (Gi) wsk 的 公共 点 ) 

都 召 中 且 d(z,20) < 6. 总 之 ， dB 6) < 2e. 可 见 lim d(Ba, E) = 0 
充分 性 : 任 取 X 中 的 基本 序列 (zn}. 据 (1) 知 ({zw}) 是 cpt 站 中 的 基本 

序列 ， 于 是 有 非 空 鉴 梨 五 使 im ad({zn}, 起 ) = 0. 由 必要 性 的 证 明知 五 的 点 


+ 都 是 集 套 {{xx|k 2 有 nzl 的 公共 接触 点 ， 于 是 (zw) 有 子 鹿 (Xk, ) 表 近 z. 
这 样 (zw) 政 伍 于 2 由 此 可 见 五 是 单 点 集 . 
此 时 命 g( 本 = WJ 访 ( 忆 ), 由 此 得 映射 g : cpt X 一 cpt 居 .由 练习 了 知 


4 及 如 
dg(B), 9 F)) & max{ad(fi(B), fi(PFH= 1 ,n). 
由 (2) 知 9 是 压缩 映射 , 于 是 由 压 巡 映 射 原理 得 唯一 巨 E cpt 羡 使 g(E) = 琉 
练习 9 命 忆 = {Zz|f(z) Cc Vj}, 这 证 明 U 昨天 的 开 集 ， 现 在 
X\U= {ry e f(x) \V} 

={zl3y €Y : (x, EfNX x (YW} 

=3 (FN(X x (Y \V))). 
据 5.4 练 对 16 知 苹 \U 是 关中 的 闭 集 . 


练习 10 对 于 实数 7, 命 G = {xz E 六 |d(z, f(z)) > 中 说 明 G 是 开 集 即 
可 . 任 取 zo E G, 命 5 二 min{d(xo, 了 (xz0)) 一 7?)/3,1}. 则 有 t 合 0<t<s 
昌 d(x, zwo) 去世 时 ， f(x) CC {yld(y, f(zo)) < 8s}， 当 YE€ 了 f(x) 时 ， 有 个 
0 了 (zo0) 使 d(y, yo) < 8. 对 2,Y,yo; zo 用 于 是 

d(x, ) 窑 dt{ico, yo) 本 Ad{ xo, z) 一 dly, vo) > 


这 样 dz, 了 (2)) > 六 从 而 G 是 开 集 . 
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练习 11 只 证 明 (1) 的 必要 性 ， 对 任何 上 > 0, 取 3 的 有 限 8- 网 EE. 于 是 六 
被 有 限 个 直径 不 过 2e 的 子 集 O(x,e) : pz E 百 覆 盖 ， 可见， al9) 去 2e. 命 
E 一 0 即 可 . 

练习 12 总 有 al9) 所 a(5n), 从 而 a(9] 二 0. 这 样 5 完备 且 预 紧 ， 它 是 紧 
集 . 

练习 13 归纳 地 作 山 集 Bl 二 507 了 (BB) 及 到 二 507 {Bn_1)， 由 此 得 闭 集 套 
(En) 使 QEn) < cecal En_1). 归纳 地 知 (Fn) 六 Coa(E). 这 样 (E,) 之 变 
KK 是 非 空 目 紧 集 且 f(K) CK. 于 是 了 在 拆 中 有 不 动 点 . 


练习 14 (]) 命 p() 二 | 了 fz)dzl, 则 p(j) 苹 所 al 于 是 p 是 Ca 


上 连续 半 范 数 ,其 核 忆 为 闭 集 . 因为 三 1 不 在 书 中 , 所 以 瑟 不 秽 于 Cla, 中 ， 

(2) 命 p( 有 ) = |f(a)? 一 了 (2)|, 则 p : Clo 中 一 下 是 连续 函数 ， 这样 
忆 二 2-1{0} 是 闭 集 的 道 像 它 是 闭 集 . 

{3) 命 gp( 有 ) 二 flo), 则 pp:Cle, 昌 一 CC 连续 是 EF= yp '{z|rez > 0}. 
因此 吾 是 凸 开 集 的 北 像 ， 它 是 呈 开 集 . 

命 FF=1{f € Cla,gref(o) >0), 则 玉 = wp 1{zjrez 之 个} 是 闭 梨 的 
道 像 , 它 是 包 售 瑟 的 闭 集 . 因此 五 下. 反之 , 任 取 下 < 五 命 户 = f+1/n, 
则 re fn(Q) = ref(a) 十 1/n > 0. 于 是 (fn) 是 巨 中 一 至 过 近 的 序列 这 
样 玉 CE, 总之， 了 = 二 

(生命 ef 外) = f(, 由 此 得 连续 线性 泛 函 ce : Cla, 晶 一己 使 E =e-1{1}， 
这 是 凸 闭 集 在 连续 线性 泛 画 下 的 原 像 ， 因 此 是 册 闭 集 . 

(6) 说 明 4 : Ca, 上 -Cle, 是 压缩 映射 即 可 ， 其 中 f € Cla, 6 时， 


4ja = cf sin f(Ddt + 1 :arb, 


(7) 命 htt) = csint 十 1. 说 明 丸 : 届 一 腿 为 压缩 映射 即 可 . 
Ih(t1} 一 h{t2)| 一 |ell sin #1 一 Sin to| 世 器 一 妇 |， 
{8) 说 明 4 :Co 一 Ca 可 是 压缩 映射 即 可 ， 其 中 


$b 
Ah(z) = {K(x,y)h(y)ady +1. 
当 hh € Cla,0] Er € [a,d] WH, 


8 
(hat 一 (djojt = { K(x, Dhly) ~ ho(W))dy, 
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所 以 47 一 41 过 c 人 一 四 Ra — hall. 
(9) 据 Schauder 不 动 点 定理 ,说 明 连 续 映 射 4 : Cla, 蝇 一 C[a, 训 有 相对 


b 
紧 的 值 域 即 可 ， 其 中 (Ag)(x) = cf sing{y)jdy 二 f{x). 据 六 rzel&-Ascoli 定 
理 ， 说 明 ran 4 有 界 且 等 度 连续 即 可 ， 而 这 两 点 源 自 下 两 式 
1Ag — fg tel — oa), 
|(Ag) (21) ~— (Ag)lz2)| = | ci ~ f(z2). 


(10) 据 Schauder 不 动 点 定理 和 Bolzano-Weierstrass 定理 ， 说 明 连 续 鼎 
射 4 : 及 ? 一 及? 的 值 域 有 界 即 可 ， 其 中 


A(zx,Y) = (10°7 + sin f(z,%), cos Ffz, 执 )、 
因为 |4(z,9) - (1027, 0)| < 1, 所 以 ran 4 是 有 界 集 . 
练习 15 当 交 = 工 且 了 是 简单 画 数 > cyxE, 时 ， 
Gt FD) 一 二)XE 人. 
这 是 芋 的 可 测 函 数 . - - 般 地 ， 取 点 态 台 近 了 的 简单 郴 数列 【 卢 ) 关 1 则 
GT 的 (的 一 im Gt, f(D)). 
这 也 是 # 的 可 测 函 数 . 设 ni 一 1 时 结论 成 立 . 在 nn 时 , 命 
g(t, 2) = Gt, f(D, , fn-1lt), 2). 
这 是 x 的 连续 多 数 和 t 的 可 测 函 数 ， 于 是 结论 源 自 下 碟 : 
Gt, f(D) ,7 , falt)) = gt, fi ld), 
练习 16 提示 : gr f= {(z, 避 az, 芒 = d(z,S)} 是 闭 集 ， 用 练习 9. 
练习 17 提示 : ”grg 二 {(X, 奶 f(x, 办 = 二 四 是 关 x 万 的 闭 集 ， 用 练习 9. 
练习 18 记 G; = {fzE Bi(7) = 7}, 这 是 凸 紧 集 ， 当 z E Gi 时 ， 
(= 方 (Fo = f(z). 
因此 万 (2) 是 天 的 不 动 点 ， 这 表明 (Gi) 5 Gi. 
任 取 J 的 有 限 子 集 二， 无 妨 记 瑟 = {1 ,nn}. 当 m = 1 时 , 显然 
Gi :2 本 有 公共 交点 . 设 闫 = 天 时 ， Gi :iE 巴 有 公共 交点 . 当头 一 天 十 1 
时 ， Gi :2 二 1,… ,不 之 交 为 一 个 凸 紧 集 G, 则 


fen 门 HS NG=G. 
iSk jt 


这 样 大 +1 在 G .上 有 不 动 点 7, 它 也 是 方 ，… , 岂 的 不 动 点 . 
因此 Gi ; i € J 有限 交 ， 它 的 公共 交点 就 是 户 :1E J 的 公共 不 动 点 ， 
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练习 19 连续 晒 数 了 : [a,5] 一 展 " 全 体 记 为 瑟 , 它 按 上 确 界 范 数 成 为 Banach 
空间 ， 作 函数 Af ; [4,0 一 展 " 使 6 二 t 二 5 时 ， 


t 
(Af)(t) = zo 二 了 Gt{s, f{s))ds. 
b 
因为 |(4 了 有 (| 9(s)ds,; 所 以 ran 4 是 久 中 的 有 界 集 ， 当 二 二 妇 时， 


ADE) ~ (AP) < f gls)ds. 
据 积 分 的 绝对 连续 性 知 ran 4 是 等 度 连续 的 .现在 
b 
(A = (AF) DO! < f IG (0) — Get, folt))lat. 


当 在 恩 中 反 一 fo 时，G(t, 大 ( 相 ) 一 Gt f0( 丰 )， 所 控制 收 合 定 理 知 在 
天 中 4 良 一 4 六 这样 4: 瑟 一 天 是 连续 映射 日 ran 4 是 相对 紧 集 ， 据 
Schauder 不 动 点 定理 得 个 了 使 Af = 了. 


练习 20 因为 4 是 紧 集 ， 它 可 被 有 限 个 直径 不 过 7 的 闭 集 Ew; :1 科 吕 覆 
盖 ， 这 样 苑 被 可 数 个 直径 不 过 7 的 紧 集 天 mn 门 Bni :i 所 in,m 之 1 所 覆盖 . 将 
它们 重 写 成 下 :nn 之 1, 命 

E, = FP \U{Eli<n} = FnNO,, 


其 中 On 是 个 开 集 ， 显 然 En) 无 交 并 为 下 目 每 个 En 的 直径 不 过 7 
因为 度量 空间 中 的 开 集 为 Fo- 型 集 ， 取 可 列 个 闭 华 Cn 使 On = Gani. 
于 是 En 二 UR, N Gn 从 而 En 是 0- 紧 集 . 


练习 21 撕 练 习 20, 冬 有 可 数 个 直径 不 过 1 的 0- 紫 集 组 成 的 划分 D1. 再 据 练 
习 20, 每 个 五 E Di 有 可 数 个 直径 不 过 1/2 的 g- 紧 华 组 成 的 划分 {Eili € Jp}. 
命 Do 一 {Bili€ jE, Ee Di}. 由 此 得 半 的 划分 DDz, 它 是 D1 的 细 分 是 其 成 
员 的 直径 不 过 1/2., 如 此 下 去 , 得 六 的 一 串 划 分 Dn 使 Phfl 是 Dn 的 细 分 且 
DD 中 的 成 员 的 直径 不 过 1/n. 命 
(有 一 并 (FDI :Ee D,). 

这 表示 Dn 中 有 几 个 成 员 会 方程 AZ) = 9 的 解 . 于 是 ?mt 人 所 执 ， 因 为 
了 (E) 是 了 中 的 0- 紧 集 ， 它 是 Borel 集 ， 从 而 入 是 了 开 Borel 函数 ， 

如 果 (Vy) = 0,1, 则 所 有 7 人) 二 9,1， 和 否则 ， 任 设 2 1 Y( 碎 . 取 
方程 1(2) 二 y 的 [个 互 异 解 x1,… ,Zi. 命 7 = 二 min{d(zi 27)]i 去 站， 当 
nn 之 17 时 ，Dh 中 有 个 互 异 成 员 i,… ,Ei 分 别 包 含 ZI， ,Ti 于 是 
Yn( 胃 之 忆 夫 而 lim Yn( 胃 ) 之 二 命 L 于 Y)) 知 lim yn( 胃 二 (级 因此 7 


是 Borel 蚌 数 ， 
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练习 22 记 C 是 了 的 临界 点 全 体 ， 作 开 集 Xo = 半 \C. 因为 C 和 闫 0 都 是 
cd- 紧 集 ， 据 练习 21 可 作 非 负 Borel 函数 和 :YY 一 到 使 
oly) = Hz E CIf(z) = ylo, 
Hy9) = {x € Xolf (x} = y}lo. 
当 x € Xo 时 ， jacobi 阵 (J 了 ) (x) 可 逆 ， 据 反 函 数 定理 ， 有 个 开 集 DU 使 
zt € UC Xo 且 限 制 (f ; UV -f(D)) 是 CO- 同 肽 ， 取 可 列 个 这 样 的 开 集 
Ux :无关 1 覆盖 半 0, 命 


Ey = Ux \ UU U; = {| (Us 站 (要 ”AD 


因为 Di 是 0- 紧 集 ， 所 以 Ex 也 是 o- 紧 集 ， 这样 不 五 5) 是 0- 紧 集 使 
Ti = 总 #{z < Elf(r) = 人 一 之 TCD 


因为 了 ;Uk 一 了 (Uk) 是 Cl- 同 胚 且 Bk 是 Uh 的 Borel 子 集 ， 所 以 
f xr ody = | olyydy = 了 of det Tf(z) dx. 
Y 了 (Er Ex 


F 式 关于 并 求 和 得 
fn) ydy = 志 gf (2)| det J{z)ldz. 


注意 到 了 三 加 十 六 县 
0 < J oy) Wdy = 起 ol gy)dy 


< ff £)}g(f lz DGjd = 
如 


结合 上 面 两 组 式 子 可 得 要 证 明 的 等 式 . 


练习 23 先 设 9 是 开 区 间 (u, 十 ooc) 的 特征 少数 , 则 复合 函数 gf 是 广 !(uw, 十 oo) 
的 特征 函数 . 作为 [oa, 昌 的 开 集 ， 了 -i(u, +eo) 由 其 构成 区 间 记 为 Bi :iEJ 
组 成 ,将 Bi 的 端点 记 为 a; 和 Bb, 限制 了 ; [ai, bi] 一 有 展 的 示 性 函数 记 为 3Y;, 则 


RWD={r € Pilf(z) = 分. 
当 y> 4 时 ， 如果 f(z) = 9 则 > 必 在 某 个 Ei 中 ， 于 是 
7Y(n = | Us < Eilf (x) = y}lo= 2 ly) :8 > 公 
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因 9f 是 UJ EE; 的 特征 函数 , 它 与 并 Xlas,b,] 几乎 处 处 相等 , 据 84.1 定理 4 得 
EJ teEJ 
十 的 


.YngD= 了 ,Wy = F(ady 


一 Ge (nu,+oo 


= fx Wey = DP fid- f ofl jaf Cz). 


注意 到 (2, v] 一 (za 十 co) \ (v2, 十 cc)， 要 证 明 的 等 式 在 9 为 人 的 特 

征 函 数 时 成 立 . 当 巨 是 及 中 Borel 集 时 , 命 (BE) = {Xe(y) ydy 且 
pb 

wv) = [xp(f (x))|af(z)|， 这 得 Bl 上 两 个 测度 4 和 vw 使 它们 在 有 R! 上 的 


限制 是 相等 的 有 限 测 度 ， 据 测度 延 拓 的 唯一 性 知 凡 = v, 换言之 当 吾 是 到 中 
Borel 集 时 ， 


[a 
/ Xe( ay = {xe(f (2) laf (2)). 


于 是 当 9 是 Borel 简单 函数 时 要 证 明 的 等 式 成 立 ， 一 般 情形 用 简单 函数 有 逼近 并 
县 单调 收 敛 定理 . 


练习 24 由 % 的 定义 知 它 下 半 连 续 ， 任 取 实 数 5, 有 
(Pp <0D={re XvyeYr: fay) <b = Vf <. 


据 $5.4 练习 16 知 (yp < 中 是 开 集 , 因此 yp 上 半 连 续 . 这样 yp 是 连续 函数 . 类 
似 地 可 证 明 人 是 连续 函数 . 


86.1 有 界线 性 工 子 
练习 1 因为 4z 的 第 6 个 分 量 (4z)i 是 2 aijzy, 所 以 
+ 
(Az)i| & 2 leas]lzs|l « 2 heistllzi. 
可 J 
可 见 ， 车 命 c = max > ai 则 上 4zj| ejlzl. 国定 纪 命 z= lasl/ai : 
ign j= 
| 4 关上 十 兰 | 2 ai27| = 9, oil， 
j=1 j=1 


这 样 |4|| > c. 因此 4 = max 2 ea， 
和 
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练习 2 因为 二 len > len 所 以 113+4l| 二 1. 因为 Sje2 = el 而 
S_e2 = eai 所 以 St 寡 Seall, = 1. 于 是 ||541 = 1 
练习 3 首先 ， 耳 了 绝对 连续 ， 故 TF 在 [0,1] 中 .由 于 


WC jd < Hl tat = 4h, 


因此 | 天 所 jf; 这 表明 jj 了 | 去 1， 田 一 方面 取 f= 二 1, 则 f=1 且 
(TH)(z) = 因此 有 =1. 故 ]T 宇 1. 于 是 有 T=1. 


1 
练习 4 首先 Tf{x) 二 Xfo,zj (tf(t)dt. 于 是 
D0 
1 1 1 
| (Tf(z)ldz < / / X [oa {tf Ceadtar 


11 
= x (x)|f (lardt = ft — flat < Fh 


因此 1 系 1 命 记 = 三 mxXiodo 则 站 六 上 三 上 县 


1 


i 
Tf = | ntl ~—t)dt = n= 一 pp 


命 m oo 得 1 人 7 1 于 是 |7| = 1 
练习 5 只 证 明 必要 性 工 是 自然 射影 : X 一 /三 的 核 空间 


练习 6 因为 pzll < zllp, 所 以 Hp 上 所 1. 又 Tpel =el 且 e1 和 Tei 的 
jp- 范 数 为 1 从 而 75 一 1 


练习 7 当 1 是 非 负 整数 时 ， 命 志 (z) = 守则 对 挛 = 所 4. 用 极 坐标 得 


站 天 从 = frar f r2id0 = 天， 


所 MI > lim ot = 1. 叉 上 MI < 1 源 自 下 式 
ow 2 


{lz2"f Pm(dz) < {f(z)Pm(dz). 
Dp D 
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练习 8 作 变 量 代 换 s 五 xt 得 Bf(z) = 了 (zt)dt, 可 见 Bf 连续 ， 因 为 
[0 


1 
[BfF(2)| < | If (zt)ldt & |Ifll, 
所 以 上 B 天 所 上 fl. 这 样 | 好 | 所 1. 命 加 =14, 则 f=1 有 有 (Bf0)(x) = 
从 而 | 召 | > 1. 于 是 上 BI| =1. 
练习 9 常数 函数 了 使 Af = 0, 因此 A 非 下 有 界 . 命 en(z) = z”, 则 


1 QT 
2 __ 2n 2n 区 
， 0 dr fdg——. 
|enlld = arm(ds) = f rrdr f 40 = 4 


因此 {enn 之 1} 有 界 , 但 {Aen|n 之 1} 是 无 界 集 : 
lle 


nll2 = lnen-1l2 = 2 


练习 10 取 大 的 单位 闭 球 B 中 的 可 数 稠密 集 {vn}. 当 & = 二 (oan) EL 时， 
> engnll < SE lenl = al 


因此 级 数 > gnyn 绝对 可 和 ， 其 和 记 为 了 Ta， 这 得 线性 算 于 汗 : 一 所 使 


|Tall < dial 说 明 吾 中 的 点 + 关于 全 都 有 原 像 即 可 . 
可 设 + 不 是 (yn)】 的 线性 组 合 . 取 使 名 一 四 < 172, 风 有 和 > 让 
使 ||2(x 和 Yk ) 一 Viea)| < 1/2, 了 此 即 


lz ~ ge, 一 rs72|| < 1722. 
如 此 下 去 得 正 整 对 列 (in ) 全 使 Iz 一 gs /2 1 < 1/2". 命 ops = 1/2"， 
其 它 @1 =0, 则 Ta 一 z “" 
练习 11 只 需 证 明 (3)，A1 x A2 连续 且 其 逆 算 子 也 连续: 
(41 x 43) ! = AT! x Az'. 
练习 12 取 拓 扑 同 构 下 : YY 一 了 x 了 了， 归纳 地 构造 拓扑 闻 构 了 : 六 一 7 


使 了 三 (2 Xx 全 ) 了 1 其 中 机-2 :YY ”> 一 了 ”2 是 恒 等 算 子 .于 是 
Tx Ih: 广 x 站 一 于 xY" 是 拓扑 同 构 . 
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练习 13 命 4z = (0,z2), 则 4 : co -co 是 保 范 算 子 恒 使 AL。1 = Ln. 说 
明 dimco/Ln 一 郊 即 可 . 命 Ka = {z e colzi = 0i > nn), 这 是 co 的 n 维 
线性 子 空 间 使 co = Kn @ Ln. 于 是 cof Ln 兰 Kn. 


练习 14 取 p/p 的 共 斩 数 7, 据 H5lder 不 等 式 得 
J FP1 < (fFP)S) (27). 
这 表明 | 所 MY fp. 
练习 15 命 ALz, Y) 一 (3Z1 1, T2, Y2,* …)， 得 等 距 同 构 A:i? x ol?. 


练习 16 命 Kn = {reEX|lzi=0,i>n} 而 Ln = {ze X|z;=0,ign), 
拓扑 同 构 . 


练习 17 因为 4 诱导 了 同 构 4 : XX/ ker 4 一 ran A, 这 算 子 连 续 ， 于 是 等 式 
Ar = Anz 表明 4 连续 . 
练习 18 作 本 等 阵 上 = Gi 0] ， 它 对 应 的 寡 等 算 子 瑟 : 及” 一 及 2 使 
上 马上 | 宇 因为 | 恕 如 = | 十 txzj) 命 人 二 0 而 x2 = 二 1 邯 知 |Px|= 二 t. 从 
而 上 总 寡 芋 
练习 19 自然 投影 7 : 2 一 2Z/Y 将 苹 映 为 有 限 维 线性 子 空间 7( 半 ), 这 样 
A(X) 是 Z/Y 中 闭 线 性 子 空间 使 蔷 十 Y = TI 天 ), 因此 天 十 Y 是 闭 集 . 
练习 21 提示 : LP?(M, 4) 中 的 点 实际 上 是 基 个 p 方 可 积 函 数 的 等 价 类 . 
练习 22 {1) 自 反 性 ， 忆 二 PP 表明 PP. 反 称 性 : 设 P&sQ@HWg&DP, 
则 忆 == PQ = ,传递 性 ; 设 呈 二 咏 且 忆 六 户 , 则 户 六 户 源 自 下 式 ; 
P=PP=PbBP= Ph, 
P=bP = PbP= PPh. 
(2) 首先 ， PQ 和 了 十 Q@ 一 PQ 是 血 等 算 子 ， 这 源 自 下 式 ; 
(PQ) = PQPQ = PPQQ = PQ, 
(P+Q- PQ) = PP+PeQ — PPG 
十 全 已 十 生生 — QP 一 PP — PQQ + POPQ 
= 一己 十 六 ~ PQ. 
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其 次 设 民 是 投影 算 子 使 RPH RgQ, 则 
R(PQ) = RPGQ = RQ = 也， 
(PQOR= POR= PR= R. 
因此 玉芝 PQ. 又 中 = PQ 时 上 式 成 立 ， 从 而 PQ 是 {也 Q@} 的 最 大 下 界 . 
最 后 设 总 是 投影 算 于 使 PRE QR, 则 
(P+Q@- POR= PR+1QR- POR= P+0Q— PQ, 
R(P+Q- PO= RP+RO-~ RPEOG=P+Q- PQ. 
因此 P+Q@ 一 PQ < 叉 只 = P+@ 一 PQ 时 上 式 成 立 , 从 而 P+Q 一 PQ 
是 {请} 的 最 小 上 界 . 


36.2 连续 线性 泛 士 
练习 1 据 85.5 练习 12 知 有 与 z 有 关 的 常数 c 恒 使 |es( 有 | fp; 从 而 
ez 是 连续 线性 汉 函 . 


练习 2 (1) 源 自 式 子 A(X) 和 Ky. 
(2) 必要 性 : 无 妨 设 4 全 ) 是 n 维 的 , 取 其 一 个 线 住 基 e1,.… ' En. 当 3 二 


2 aiei 时 ， 命 gi(V) = 0i, 这 得 线性 泛 函 9; : A(X) 一 区 使 y= 二 9ilY)er. 
作 x 上 线性 泛 画 所 二 有 44 ， 
如 果 2 aifi = 0, 则 加 aigi 二 0, 从 而 oj = 2 aigifej] 一 0， 可见 
及 ，… 名 线性 无 关 的 线性 泛 汪 组 使 
Ar = gi(Ax)ei = 过 户 (z)er 


充分 性 源 自 包含 式 4( 针 ) C span{ 扩 加] 

(3) ly®@ f= Sop (F(x) Nyt = HF). 

(4) 因为 BAz = BY filr)y = 2 f(z) Byi, Pl BA = 2 By® 
这 自然 是 有 限 秩 算 子 ， 因 为 ADww = 》 f(Dw)yi,; 所 以 AD = yi fiD, 
这 也 是 有 限 秩 算 子 . 
练习 3 三 个 条 件 依次 记 为 (1) 玉 (3)，( 2) 全 人 源 自 上 人 所 2 fyal 

人) 全 (2): 练习 2(2) 中 gi 连续 而 fi 二 9;4 连续 ， 

(3) 僵 (四 ，4 诱导 了 个 单线 性 算 子 40 : 耻 / ker A 一 了 使 ran Ao 是 有 限 
维 的 .这样 站 / ker 4 也 是 有 限 维 的 ， 从 而 4o 连续 ， 现 在 4 = 4or 连续 . 
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练习 4 只 证 明 充 分 性 : 命 了 二 span{zi|i E 站. 任 取 yEY. 如 果 si :iEJ 
与 刀 :YE€ J 是 只 有 有 限 项 非 过 的 数组 使 


y= 5 
YE tE€E 


出 》 fs 一 记 )2i 二 0. 由 条 件 得 ls 一 万 jc; = 二 0. 命 g(¥) = 2 ic 得 定 
iey 证 让 
义 合理 的 线性 江 函 9g:Y 一 区 使 jgj| sc 将 9 保 范 丐 拓 到 六 上 得 地 即 可 . 


oe 


练习 5 (由) 命 f(z) 一 元 ar， 则 上 | 首 = 1 且 广 的 范 数 不 可 达 . 

(2) 设 y 是 了 按 Riesz 表示 定理 对 应 的 19 中 元 素 ， 于 是 | = 人 lyllv 全 
zn = |yn l/lyl, WW zllp = ylls f(z) = jyllellzlls. 
练习 6 命 p(T) = lim re zn, 得 次 线性 汉 孙 pp :lee 一 民 , 当 y Ec 时, 命 
了 (2 = im Vn. 于 是 g : 0C 一 (人 蚌 线 性 汉 聘 使 reg 9p. 据 Hahn-Banach 
定理 ，g 有 线性 延 拓 :1 一 CC 使 ZY El 时，Tre f(x) 二 lim re xwn， 此 式 
中 以 一 z 代替 x 可 得 re 了 (x) 交 lim re zn. 


练习 7 只 证 明 充 分 性 : 命 一 {( 刻 (22),… ,fn(2))|2 E 半 }, 这 是 医 " 的 线性 
子 空间 . 据 线 性 代数 可 得 区 ”的 线性 子 空间 2Z 使 区 ”有 直 和 分 解 了 日 2. 如 果 


fiz), ,hr)) = (2), , fn (m1)), 
则 诸 f(z 一 21) 二 0, 于 是 f(x 一 xz1) 二 0. 这 样 f(z) = f(%w1). 因此 车 命 
g(fitz), 7 ; fn (2)) 一 flz), 


则 得 个 定义 合理 的 线性 泛 函 9 :了 一 攻取 9 的 -个 线性 延 拓 只: 下 ”一 下 使 
ZZ 时 h(2) 二 0. 因为 (万 人 2) 万 ( 人 人) 二 FT)ei, 所 以 


f(7) = h(2 Flz)e = 2 f(z)h(ei). 
这 即 了 = hh(es)fi. 因此 了 是 用,…… ,fn 的 线性 组 合 . 
练习 8 充分 性 ， 如 时 有 个 线性 组 合 》 ai fi = 0, 则 
afil2i;) =0:7=1,..,n. 
于 是 oj = 0:7== 1,… ,n. 这 样 及 ,…. , fn 线性 无 关 . 


必要 性 ， 困 为 志 不 被 { 方 |7 关 订 线性 组 合 ， 据 练习 7 了 知 方 : 了 天 1 有 个 
公共 零点 zi 使 二 (Ti) 关 0. 合 ei 二 Yi/ 了 (zi) 即 可 . 
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练习 9 命 Ax 二 (及 (7), 记 (7z),- .)， 由 此 得 线性 算 子 A : 外 一 命 
Y 二 ran A. 现 定义 上 线性 汉 换 
! 吕 
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练习 12 必要 性 , 命 f(z) = F(z,0) 与 9(y) = 下 (0,y), 得 线性 兴 画 :XX 一 


民 和 线性 泛 卫 9: 一 区 使 F(z, 外 = 二 /XY) 十 9( 衣 ). 注意 到 
fz) < ENN ON = iF hzll, 
知 了 EX*; 同样 ge Y*. 现 设 zxol| 和 与 | 加 < 1 使 
(F< F(z) + e; lgl < 9 +e. 
注意 到 ||{xo, yo) 川 < 1, 有 
|f| + gl < f(z0) + 9(y0) + 2e 
F(zxo, yo) 十 2 & HF + 2e. 


这 样 上 十 all 中. 
充分 性 ， 显然 下 : 六 X 也 一 区 是 线性 泛 函 .因为 


F(z, DN < l(a)) + oc < FINIzl + igililyl, 
所 以 | 好 | 过 让 二 人 8 由 这 样 Fe (XxY)* 且 F=f + gll. 
练习 13 命 天 二 Cx 工 1[0,1, 它 接 以 下 范 数 成 为 可 分 Banach 空间 
(a, 9)) = lal + llgll. 
命 荆 f = (f(0), f), 得 线性 算 子 了 : 4 1] 一 天 使 


TA) = 1700) + ff (Blat = | 
上 面 第 二 等 式 源 自 84.2 定理 1. 任 取 (a,9) E XX, 合 


f(z) =at+ fotdt:0s zr gl 
0 


得 绝对 连续 函数 了 使 了 = (a,9). 因此 全 是 满 射 
总 之 ， 了 是 等 距 同 构 ， 这 样 A[0, 1] 是 可 分 Banach 空间 . 


练习 14 充分 性 ， 取 p 的 共 元 指数 9. 因为 [&, 中 有 限 个 相互 不 交 开 区 问 


{a1, b1), “"*”, (an, bn) 
的 所 有 端点 必 是 某 个 分 点 组 的 部 分 分 点 ， 所 以 


下 MD fle) = 位 生 和 
< (Sr) 


i (bi — Qi)? 
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这 说 明 了 绝对 连续 . 将 [a, 引 上 阶梯 函数 9 = 并 ciXtosa( 下 标 中 的 区 间 相互 
不 交 ) 全 体 记 为 工 , 它 是 L?[a, 的 稠密 线性 子 空间 ， 注 意 到 
由 
(If ftto(t)atl s fear (Dat 


_¥ 1 -al 
a (bi — oa) HP 


LG 1 
<c(2, leil (Bi; 一 Ga = cllglls, 


lcil(Bs 一 az 


于 是 9 几 户 (9 人 dt 定义 了 上 上 的 一 个 过 续 线性 泛 函 ， 将 它 可 保 范 延 拓 至 
L3[a,b] 上 后 ， 捐 下 . Riesz 表示 定理 得 hE L?[a, 使 


f Fo) (Oat = f nll tJadt :geL. 


命 g 二 X[a,rl; 得 
fx) ~ fla) = f hlt)at 
这 表明 了 是 p 方 可 积 函 数 hh 的 不 定 积 分 ( 且 了 '=h). 


必要 性 : 将 了 (xk) 一 了 (zk-1)】 表示 成 h 在 区 间 [zk-1; Yk] 上 的 积分 并 用 
有 5lder 不 等 式 即 可 . 


练习 15 任 取 zxEY, 则 有 yeEY 了 使 d(x, 衣 = d(x,Y) = 0, 这 样 x==y 在 
YY 中 ， 从 而 Y 是 闭 集 . 
练习 16 必要 性 : 取 了 使 f(z) = 一 | 站 设 y 是 ker 对 2 的 最 佳 逼近 ， 则 
fz —y)= 1(7) = fy) = fl 
过 一 中 = a ker f) = [FoF = 1. 
其 中 第 二 组 等 式 源 自 定理 1. 可 见 , 命 x0 一 2 一 六 即 可 . 
充分 性 : 可 设 有 用 二 1. 当 x EX 时 , 记 y 二 2 一 了 (zx)zo, 则 
fy) = f(x) — fz)f (x0) = 0, 
lz — yl = |f (2)ro0l = d(x, ker f). 
这 样 y 是 ker f 对 的 最 佳 逼近 . 
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练习 17 可 设 二 是 实 空间 ， 取 单位 向 量 zl 与 横 工 证 函 广 使 广 (z1)=1. 设 
已 取 好 单位 向 基 2 : 1 所 nt 和 线性 无 关 的 模 1 汉 函 下: in 使 天 (Xi) 二 1 有 8 
天 了 时 [x; 一 zj > 1, 命 E1,…- 1 En 后 练习 8 而 

8 一 一 (el 十 ea 十 … 十 en). 


因为 XX* 关 Span{f 户 ，…… ,所 据 练 习 7 知 有 个 非 堆 向 量 双 是 方太 的 
公共 零点 ， 取 常数 c 使 | < 上 十 cz. 取 gy 十 cz 的 规范 化 Zn+l 并 取 模 1 
证 函 户 H1E 人 ”使 访 +itzna+r) = 二 4 则 及,… ， 反 , fnti 线性 无 关 ， 否 则 ， 
fn+1 是 fi "0 :fn 的 线性 组 合 . 于 旦 


[fnrly + cr) = (frr (WD| < ly + erll. 
矛盾 . 当 1 所 1 时， 天 (zi) 二 1 有 天 { 胃 二 一 1. 这 导致 (Zn) < 0. 
于 是 声 (xn41 一 i) > 1 从 而 |za+l 一 | > 1. 如 此 下 去 即 可 . 
练习 18 只 证 明 (4). 任 取 正 整数 天 并 作 Descartes 积 = {1,… ,k}". 将 
吾 中 元 素 了 写成 (万 ,，… ,四 ) 的 形式 ， 命 55 = 中 5 如， 则 
2 (Fo 一 so) 一 下 5 一 并 filsis’). 
jEE JEE:j,=1 jEE:7 = 点 
上 式 右 端 有 2k”" 1 个 函数 . 命 f= Df -psifij 及 c= max | 则 
Df(8) = 7 TRS) — f(si8))) < 2h"1e. 
1EE i#=1 jt€EE =] 
注意 到 所 有? 个 元 素 ,， 得 k? inf 了 (G) < 2nk"* 1c. 这 样 inf f(G) & 2n/K. 
命 R 一 00 知 inff(G) < 0. 
练习 19(E. Hewitt, K. Ross) 命 L=span{f 一 ps( 门 | EYG,s € OO. 
当 及 EL 时， 它 形 如 (所 一 Pps, 请 ), 据 练 习 18(4) 得 
i=1 


lle—kllw = 1—infth(G) > 1. 


这 样 dle, 荆 ) 之 1. 又 dle, 上 ) < 1. 取 范 数 为 1 的 线性 证 画 2 :1G 一 CC 使 
Ple) 二 1 且 wp(L) = 0 后 者 即 p =pps,s E G. 为 证 明 (2), 可 设 0< 耻 <1， 
于 是 je 一 耻 <<e, 从 而 ple 一 了 <1 此 努 p(f) 之 0. 
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练习 20 G 中 每 个 元 素 x 能 唯一 写 为 一 个 约 化 字 qiDPanbh .…, 使 i = 多 的 
XY 全 体 记 为 Bn, 于 是 人 有 划分 {Bmn EZ} 使 aE,_1 = 五。 日 bE, CC Eo. 
将 Fn 的 特征 函数 记 为 fn, 则 palfn) 一 fn-i 且 PE > fn) o. 

ng 


如 果 有 满足 练习 19 条 件 {1) 和 (2) 的 线性 泛 画 pp :IG 一 C, 则 neEZ 
时 ， gp(jfn) = yp(Jn-1). 这 样 p(fn) 是 与 1 无关 的 一 个 非 负 常数 c. 现在 


nc= GD-p( 导 用 
) 


1 二 1 


这 表明 ec 乏 0. 又 网 人 访 ) 所 
nD 
plfo} t+ p(y fn) = ple)=1 
0 


练习 21 提示: 命 忆 = 而 p 同 练习 19. 命 v(B)= w(xE). 
练习 22 提示 : 命 v 同 练 21 而 jE)= 》 v(exp(2rv—1(EN(n—1,n))). 


LL 
练习 24 记 Ay = (gi(y))iey; 则 gi 是 YY 上 线性 泛 函 且 
bz 和 Avll < NAMNlyl. 
取 9; 在 天 上 的 保 范 延 拓 天 , 则 fi 上 | 所 4 外 于 是 
sup{lfi(z)| : i € 7} < Azll. 
这 样 命 Bx = (二 (x))iey 即 可 ， 


练习 25 命 Af = 了 lz, 得 线性 算 子 44:* 一 天 因为 1 是 了 在 牙 上 叭 
“ 保 范 延 括 ， 所 以 4 着 == 天. 丢 元 上 连续 线 性 活 画 9 在 瑟 .上 都 有 唯一 保 
范 延 拓 六 所 以 AF = g. 从 而 4 是 等 距 同 构 . 


练习 26 必要 性 ; 取 非 零 数 4 和 5b 使 4f = bg, 则 了 {zx) =0 当 和 且 仅 当 g(x) = 0. 
这 表明 ker f 二 ker g. 

充分 性 : 取向 量 忌 使 Fu] 关 0, 以 /了 (Ww) 代替 如 后 可 设 f{w) = 1 任 取 
TeX, 则 F(z- 了 (zu) = 0. 于 是 g(x 一 fz)w) = 0. 这 即 g{x) = g(w)f(z). 
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练习 27 (1) 以 P(M) 记 M 的 由 有 限 个 可 测 集 组 成 的 可 测 划分 全 体 . 
任 取 bafad,S) 中 基本 序列 Wan), 则 
Ye > 0,3m21vn DEEP > lan(E)— M(tE)| ge. 
EEeD 


这 样 对 每 个 可 测 集 瑟 , 序列 (jn ( 忆 ))wz1 收 傅 ， 其 极限 记 为 p()， 由 此 得 集 泪 
数 上 :5 一 C. 易 说 明 它 的 有 限 可 如 性 ， 因 此 4 是 容 度 ， 上 式 中 命 1 一 ee 得 
ve>0,mz1lm2mvDePM): Y lnm(E) -A(E) ge. 

Eep 


故人 an 一 J 挟 e. 因此 只 一 下 一 策 十 有 在 balIM,S) 中 且 是 (Any 的 极限 . 
(2) 只 证 明 必 要 性 : 对 于 可 测 集 已, 命 K{ 瑟 ) = p(XE), 得 容 度 疡 :9 一作 ， 
当 {及 ,… ,Bn} 是 几 的 可 测 划分 时 , 命 4; = |w(Xs,)| 二 P(XE,) 得 


EAE)|= > Plaxss) < lel > oxel < lipll 
这 样 4 是 有 界 的 . 现 设 了 是 简单 函数 2 ciXE;, 则 
Pp(f) = 2 cp( Ei) = 4 fan. 


一 般 地 ， 取 一 臻 逼近 了 的 简单 辣 数 列 (所 ), 据 蚤 .4 练 可 18 知 
jim f frdn= Pen 
To NM 
明显 有 lim yp(fn) = 2) 
练习 28 提示 : 命 荆 二 span JM, 说 明 Lt 一 M+ 并 用 定理 3 即 可 . 
练习 29 86.1 练习 6: TY = 了 Ty, 其 中 9 为 呈 的 共 轮 数 ， 这 是 因为 
Dry) = PD = (eTay). 


1 
86.1 练习 8. 对 于 fe Cl 与 ge Wl0,1], 记 (f,9) = 二 fdg. 命 
0 
= fds 了 a 
0 [s,1] 
现 设 g 是 递增 的 并 任 取 非 负 了 € Cl0, 1, 据 Tonelli 定理 得 
四 全 di = 站 0 


[0， 1 中 出 i 人 


注意 到 dG(t) 一 a 上 式 化 为 (Bf9) = (f,G). 可 见 ，B*g = G. 


lt,1] 
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练习 30 设 Jx : 久 一 XX"* 是 典 则 依 入 . 当 了 EY* 及 yEY 时 ， 
CF = Fy) = fF). 
可 见 y= 了 :YY 
对 于 有 界线 性 算 子 4 : 贸 一 Y*, 命 (4) = A* 有 ,得 有 界线 性 算 子 
7 :BX,Y*)— B(Y,X*) 使 rii 1. 同样 命 7(B) 一 B*Jx, 得 有 界线 性 
算 子 了 : B(Y,X*) » B(X,Y"*) 使 人 jl 乏 1. 现在 
Tr( = A) = 六 4 


— FJy.A=A. 
由 此 得 7T 二 了 同样 x7 = 二 了, 这 样 f+ 和 是 互 逆 同 构 ， 现在 
上 4 s GEs ze s 14il 


由 此 得 ‖rf 4 站 = 1 4 因此 7 是 等 距 同 构 ， 其 逆 也 是 等 路 同 构 . 
练习 31 命 p(f) = jm ! Te f(z), 得 次 线性 泛 函 Pp : 1”( 民 ) 一 至 使 有 (00) 


存在 的 有 界 师 数 了 入 休 - 是 122( 取 ) 的 线性 于 空间 . 命 公用 = (00), 得 线性 
泛 阔 药 : 工 一 CC 使 reyw(f) 所 p(f). 据 Hahn-Banach 定理 ， 可取 他 的 线性 
延 扫 yw: 工 一 亿 使 rew(f) &p( 让 . 这 即 


rz( < Km ref(z) < Nl,f er™(R) 


再 据 Hahn-Banach 定理 得 ， | 中 | < 天. 在 圭 式 中 以 一 了 代替 了 得 
rep(f) 之 i ref (x),f el™(R). 


可 见 ， yp 是 连续 线性 汉 函 恒 使 “lim ref(z) < y(f) < lim f(z). 


| 人 | 一 ce 
当 了 (o6) 存在 时 ， 由 上 两 式 得 rep(f) = re f{o0). 可 见 ， 上 上 两 个 复线 
性 泛 函 了 一 C 六 和 了 请 f(00) 的 实 部 相等 ， 从 而 它们 相等 . 


86.3 收 铸 与 自 肥 性 
练习 1 无 妨 设 (zn) 弱 逼 近 0. 要 证 明 lim zn = 0. 否则 ， 取 子 列 后 可 设 
zn 部 非 零 且 使 _lim jznji1 > 0. 对 任何 ye is， 


(有 
lznll 


四 Tn 
it = 


因此 可 设 rn 者 是 单位 向 量 ， 将 其 记 成 (znl, zan2，，…)， 对 每 个 让 
im Tnt 一 {Tni, Ci) 三 心 ， (1) 
记 gn = 0. 要 找 酚 列 严格 递增 的 正 整 数列 【pn) 与 (gm) 使 
(D:D (pil: go <ig qn-1) < 1/3; 
(3) ， 3 (rp i ;dnl 年 瓜 gn) > 2/3. 


命 pi 二 1， 因 为 ljzp 有 h = 1, 可 取 q1 > 1 使 (3) 成 立 , 据 (1), 可 取 
pa > Pi 使 (2) 成立 取 ga > gn 使 (3) 成立 . 据 (1), 可 取 pa > pz 使 (2) 成 
立 ， 如 次 下 去 即 可 . 

对 任何 正 整 数 i, 有 唯一 nn 使 i E 二 {9n-1 十 1,… ,gnj}. 取 模 工 数 全 
司 Zpwigyi 二 |zpni 作 有 界 数 列 Y = {1 ,Wf2,:……). 于 是 


(zp Y)| > | Zpnz 信 | 一 好 [rp] > 213 — 1/3 = 1/3. 
这 与 im(zp,; 妇 = 一 矛盾 .因此 (wn) 强 收 伍 于 0. 
这 个 练习 中 的 方法 称 为 滑 背 法 ， 序列 (2 Zpn 记 由 这 1 与 有 关 , 它 在 第 
n 项 有 个 “ 奉 背 `. 这 个 “将 背 ” 对 (zp, ,3) 的 贡献 最 大 . 
练习 2 设 4 二 总 信 名 扩 时 ， 则 47 = 记名 页 源 自 下 式 : 
goly®@f)= Df = fo9) :yeEY, fe X",ger. 
练习 3 设 1<Dp<+oo 而 gd 与 P 共 加 当 2 = 一 (ziz2…) € ip 时 命 
4nz 二 Zien, 得 线性 算 子 4 :下 一 1 使 上 4% = 二 1 任 取 E29, 则 
Lim (Ang, ®) 一 im Tit = 0., 
这 样 (4,) 弱 算 子 逼近 0. 又 4wesjp = 1 表明 (4%) 不 强 算 子 收 化 ， 
练习 4 {1) 设 ? 是 的 共和 数 ， 对 于 了 € L?,g € 1L4, 记 (f,g9) = fgdy. 
命 (J 有 (Pp) = p( 了 ), 得 典 则 映射 了: L? 一 (2L?)**, 命 ” 
(41)(g9) = (B9){F) = (f,9). 
据 Riesz 表示 定理 知 4 : L? 一 (L9)* 和 昌 : L9 一 (LP)* 是 等 路 同 构 ， 又 
(B*Jf)(9) = (71)(Bg9) = (Bg)(f) = (4f){9), 
因此 B*J = A. 这 样 也 是 等 距 同 构 ， 从 而 L? 是 自 反 空间 . 
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(2) 因为 jc 不 可 分 ， 据 Banach 定理 知 【io)* 不 可 分 ， 这 样 典 则 嵌入 
1 一 (11)* 不 是 满 射 ， 从 而 1!! 不 自 反 ， 据 Pettis 定理 知 Fe 不 自 反 . 
(3) 否则 ， 考 虑 CI0, 1] 中 序列 ( 户 ) 其 中 fn() = 如 现在 


1 
lim f(t™ —#)dg(t) = 0,9€ Wlo,1l. 
7 用 一 oo hn 
这 源 自 控制 收敛 定理 ， 这 表明 (所 )】 是 弱 Cauchy 序列 ， 它 弱 收 伍 ， 其 加 极限 记 
为 了 作 C[e, 引 上 连续 线性 泛 画 ei : 9 呈 9 昌 , 则 
f(t) = es(f) = limer(fn) = lim fn(t), 
鼓 f 在 [0,1) 上 为 0 但 f(1) = 二 1. 显然 地 不 连续 .矛盾 . 
练习 5 必要 性 ， 取 三 的 线性 基 e1,…… ,en. 对 于 EX*, 命 
一 (f (e1),- “* ;flen)). 
因为 线性 算 子 由 它 在 基 上 的 值 唯一 确定 ， 所 以 4 : 站 * 一 肛 ” 是 线性 单 算 子 . 这 
样 二 * 是 有 限 维 的 且 dim XX* < dim XXX. 
充分 性 : 对 六 ”用 必要 性 的 结论 知 让” 是 有 限 维 的 旦 dim XX** < dim 成 *， 
典 则 租 入 天 一 大 ** 是 单线 性 算 子 ， 由 此 得 dim XX 所 dim XX"*. 这 样 和 是 有 
限 维 的 日 dim XX 二 dim XX*. 
练习 6 命 忆 , 是 次 数 不 过 ?2 的 实 包 项 式 全 体 而 0 是 [a, | 上 实 值 连 续 画 
数 全 体 按 上 确 界 范 数 所 成 的 Banach 空间 , 记 ex{7) = 入 当 了 了 = 二 QER 


时 , 命 p( 了 ) = Qkpbk; 得 线性 泛 函 2 : PP 一 及 , 它 连 续 . 将 p 在 Cla,b] 上 
保 范 延 析 后 所 Rissa 表示 定理 得 9 E 鲁 [@, 引 恒 使 x*dg{(x) = pler) = bx. 


练习 7 只 证 明 充分 性 : 命 Cla, 8| 和 ei 同 练习 6 的 证 明 过 程 . 当 上 一 六 QH65 


3 一 人 0 
时 , 命 p( 了 ) = >» Qibi, 得 线性 泛 丽 2 : 民 |z] 一 到 使 je 人 (六 | < df. 于 是 多 
连续 .因为 了 四] : 在 Cla,b] 中 移 密 ， 所 以 wp 在 Cl[a, 站 上 有 了 唯一 保 范 延 折 ， 扬 
b 
Riesz 表示 定理 知 有 唯一 9 E WW[a, 站 使 plh) = hdg. 特别 地 ， 


f zadg(z) = pler) = bx. 
[a,8] 


练习 8 对 于 实 FE Ce, 可 ,由 了 十 上 fle 兰 0 得 elf 士 | 上 He) 之 0. 于 是 


一 yete & pf) sete) 


IP(f) 


这 样 lp( 放 Dfllple). 对 般 fe Cha 外 记 c= Jim re 


, 则 


lp(f)| = cptf) = plef) 
<llcf lete) = ple)lA. 


这 样 lp|| < ple). 注意 到 jjej| = 二 知 pl = pte). 
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练习 9 先 证 明 Asp。 = 六 ( ) 1)*54i， 它 在 天 二 0 时 成 立 ， 设 它 在 


1 一 
二 7 时 成 让 . 在 二 mm 十 1 时， 


Amm+1bn = ATh, — A™hn +1 
-人 )c ib 一 区 ( Dean 
了 一 


=» © ) Dim + 打 ( - | CD bot 
bm 区 ‘(7) + (ms + (CDm+lbatmdl 


j=1 


1 1 
-n+ 到 Cb + (eribormt 


-全 ("+ ) bats 


j=0 


尽管 (2) 蕴 售 (1), 但 我 们 还 是 独立 地 证 明 (1). 充分 性 ， 据 上 面 结论 知 ， 


1 A | 1 
p> ,9) zr"(—z)idg(z) = [2"(1 — x)*dg(z) > 0 
0 ;=0 0D 


必要 性 ， 当 上 和 是 非 负 整 数 时 ， 伍 
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现 对 k 用 归纳 法 证 明 im on = bert. 2 结论 在 二 日 时 成 立 : 


m=] 


=bi+ 2 (- 1+1)™ (htm = 
辣 论 在 起 所 mm 时 成 立 . 在 让 二 mm 十 .1 时 ， 


。 十 1 
1 + 2 人 n+1l 四 
cnn = 3 ni ; 全 "+ 
1 十 1 Nt 十 
上 一 
十 1) i+1 ( ) 4 十 1 十 4 
2 ni An-iy, 
nT nn) ) C ) t+ 
Li 下 TT ni ANT An-tp, 
jj \n nn+l)) \i tit 


上 式 7 = 0 后 的 项 是 cz ,b 于 是 


人 1 了 
m+t+l mm 7 一 了 
0 & errii 一 uti 癌 (®) (a) cn, 十 1 


利用 归纳 假设 取 极 取得 


让 
NE 
1] 

~~、 


， ml 1 mT _ 
A mt nao tt Deritt 


命 eijfz] = zi(1 一 wj 作 正 线性 泛 画 pn: C10,1] 一 人 使 
)= 人 Ar 全 


据 练习 8 知 en| = enfeoo) = cu = bo. 再 据 上 面 结论 知 


卫 


im pn ep， 0) 一 im ch 0 = by. 
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据 Weierstass 定理 知 span{ex,o| 之 0} 称 于 CC[0, 1]. 据 定 理 2 知 {Pn) 届 * 
收敛 ， 其 极限 记 为 p. 据 Riesz 表示 定理 , 取 9 E Wo[0,1] 使 


PA) = lim pn(h) = fhdg :he Clo,1. 
现在 以 er,o 代 堆 上 式 中 的 用 即 可 , 
要 你 多 J) == 加 信人)o0 一 ar 


[f(z)| < 2 () Ti ~ wil 


nn ， 1 
> (A = (nd) < Ve 
充分 性 : 设 了 是 多 项 式 而 Bn 是 其 Bernstein 多 项 式 ， 先 证 明 一 个 结论 : 
deg Bnf < degf. 在 deg 了 二 0 时 ，Bnf = 了 ,结论 成 立 . 设 deg < 和 ma 时 
结论 成 立 ， 现 设 deg f 二 m, 则 Bsf 的 导 函 数 为 
了 一 1 1 一 于 
(Ba fy (0) =n DTT) 
i nlY; ni-l 
-nn (2)( | ) (a 


= ED 0 


4 二 要 nn 


-n f() ( - ja jn 


著 记 gfz) 二 PRz + 1 一 了 (2)), 则 上 式 表明 (Bnf) ”= Bn_19， 因 为 
deg 9 < 所 以 deg(Bnf)' < m. 这样 deg Bnf 所 mm. 

因为 {en|n = 0,1,…} 是 CIz] 的 线性 基 , 有 唯一 线性 活 阔 p : Clzx] 一 C 
使 也 之 0 时 plen) 一 by,, 从 而 Plei;)} 一 Aib:. 这 样 


plBnf) = /GE 人 (Ar 人 


结合 已 知 条 件 得 p(B 让 | 专 eo 着, 其 中 汪 几 是 站 在 [0,1 上 的 上 确 界 范 数 . 

次 数 不 过 m2 的 狼 项 式 全 体 户 ,， 是 mm 十 1 维 线性 子 空间 , 于 是 yp 限制 在 Py 
上 连续 , 当 A € Pn 时 ，(Bnf) 在 Pn 中 逼近 六 所 以 |P(P 站 | 系 可 用 由 他 
的 任意 性 知 p : PP 一 C 连续 ， 它 在 C0, 1] 上 有 唯一 连续 延 拓 ， 据 Riesz 表示 
定理 可 得 所 需要 的 g. 
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练习 10 以 吾 记 极点 都 在 S 中 的 有 理 函 数 全 体 ， Runge 定理 是 说 fiK 是 
CO(K) 的 线性 子 空间 Elg = {9|x : 9 E 五 } 的 接触 点 ， 据 Riesz 表示 定理 ， 
C(K) 上 连续 线性 泛 函 p 都 对 应 唯一 天 上 复 值 Borel 测度 1 使 


= [hdp,h eC(K). 
EK 
据 86.2 定理 3 说 明 等 化 Bl 的 上 也 零 化 fix 即 可 . 当 w EU =C\K 
时 ， gap 天) > 0, 可 命 jw) 二 (z 一 如) 1p(qdz). 在 积分 导 下 求 导 得 
EK 
= [2 —w) ?pldw) 
因此 :UV 一 CC 是 全 纯 函 数 且 dim (ww) = 二 0. 任 取 Co \ 到 的 一 个 分 枝 下 
并 任 取 wo € 如 站 V. 如 果 two 和 co 则 所 在 wo 的 各 阶 导数 
he (wo) = az) 0. 


Kk (之 一 wa)™t1 


这 样 户 r = 0. 如 果 to = cc 当 |tw| 足够 大 时 ， 


pW) -1 0 


这 样 piv = 0, 总 之 瑚 = 和 0. 现 取 与 KK 不 交 的 闭 链 上 使 z2 € 长 时 ， 


[OPE 


一 一 一 一 dw. 
27v—1 工 补 一 


因为 h 在 L 上 恒 为 人 零 ， 所 以 
fa) < - 


1 
[Oa = 


练习 11 (1) 当 0 <]6<1 时 , 取 zxE 苹 使 zl <1 且 |f(z)| > 二 命 
a=b/f(z), 则 lal < 1 有 f(az) =6. 因此 (KR)1 ES F(X) A [f(z)| < all 
nf(X)1 EC (KR). 


(2) 对 于 fe C[-1,1, 命 p() = 了 f(z)zdz, 这 得 CI-1,1] 上 连续 线 
—1 


性 泛 函 p 使 ol = / lzlaz = 1. 由 此 和 (1) 得 (K)1 EC p(B) S [区 ji. 
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要 证 p(B) = (区 )1. 否则 ,， 有 EB 使 jp(f 站 =1, 以 了 /wp( 了 ) 代替 
后 ， 可 设 中方 = 1, 从 而 


J f(r)rdr = f lrlde. 


在 区 =C 时 ， 上 式 表明 [iim f(z)zax = 0. 在 任何 情形 下 , 以 re 了 代替 了 后 
可 设 f 是 实 什 的 .注意 到 f(x)z 所 |z|, 上 式 表明 几乎 所 有 zx 使 f(x)zx = ]z|. 
据 f 的 连续 性 知 所 有 2 使 f(z2)z = |z|. 于 是 , 当 2 > 0 时， Fz) = 了 当 
Zz 之 0 时 ， f(x) = 一 1. 这 与 三 的 连续 性 矛盾 . 


练习 12 (1) 如 果 Jz] = 0, 则 所 有 了 E 召 使 ffz) = 0, 此 即 
ker 7 = {fzllze 吾 [1 = 加. 
在 取 了 ze 天 及 Fe( 本 : 便 | JE]< Foz)+E 取 yeEL 卫 使 
lz — yl < lel + e. 
注意 到 f(x) = f(z 一切 , 以 Zz 一 9 代 赤 z 后 可 设 xi < | 人 让 + e. 于 是 
fell ~ < 下 + 


命 一 0 得 人 直系 由 四 用 从而 了 是 有 界线 性 算 子 . 
(2) 取 EX* 使 f(tE)=0, Nf < 1 上 且 f(x) = dz 一， 现 设 
dim 恕 二 n. 取 思 的 - -个 Hamel 基 所 ,…, 记 , 则 -+E = 门 ker fi. 所 86.2 


练习 7 知 了 是 用,…… ,万 的 线性 组 合 ,于 是 了 在 互 中 .这样 
上 罗兰 f(x) = 1hl, 
从 而 | 7 由 = 站 命 ez， ,en 同 86.2 练习 8. 设 ?ci[eil = 0, 得 
fi eiei) 二 0: 一 1 ,Nn. 
从 而 ci = 0., 这 样 [eij,'…… , [en] 线性 无 关 . 任 取 x & 五, 有 
方 好 一 2 天 人] 人 = f(z) — f(x¥) = 0. 
这 祥 2] = 品 太 (2)[zi]. 于 是 dim 站 /+ 二 n. 可 见 J 是 满 射 
最 后 取 ze 大 使 JI 二 gp|g. 此 即 fe 时 f(z) = plf). 又 
llzlll = Illall < ll. 
有 we [人 司 |yl < 四 +s. 这 梯 加 = [z] 且 | < g++ 
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练习 13 命 y 同 练习 12. 如 果 人 | < 1, 命 z 二 妇 否 则 命 zZ 二 y/(1 十 E). 这 
样 zl<1 且 局 一 zl<s, 有 从 而 子 E 吾 时 ， 

[f(z2) — pA = 17(2) ~ FWD! < Jlfile, 


练习 14 只 证 明 充 分 性 ; 命 忆 二 span 声 , 则 五 上 有 连 线 线性 汉 函 wp 使 以 方 ) = 
ci. 据 条 件 得 jw 上 | 所 5. 据 练 习 12 得 ZE 玉 使 上 | 所 |pl| +E 且 
fi(r} = Ff =ei:i=l,...,n. 


练习 15 考虑 co 上 的 连续 线性 泛 男 序列 〔〈 户 ) 使 户 (z) 表示 z 的 第 ni 项 . 命 
cn 一 1, 因为 (> an 六)j(zZ] 二 2 onZn， 从 而 


[2 ancnl < lon| = on 四 
对 co 中 任何 有 lim fn(T) 一 0 从 而 有 天 使 下 > 天 时 ， 思 (z) 关 cn 


练习 16 设 了 是 co 上 非 零 连续 线性 江 画 ， 据 Riesz 表示 定理 ， 有 唯一 YE HH 
己 使 f(z) = 2 zngn 具有 和 = jyli 命 了 = {nlyn 尖 0}. 
泛 函 /的 范 数 可 达 当 旦 仅 当 . 是 有 限 集 ， 为 此 设 2。 二 1, 则 
| 5 zl 和 FT Jengnl < Fjynl. 
ne ne 芝 记 J 


车 进而 f(x) = | 刊 , 则 上 面 两 个 不 等 式 都 为 等 式 ， 由 上 面 第 二 不 等 式 为 等 式 得 
nn EJ 时 |znyn| = fynl, 这 即 |zn| 一 二 再 由 ,jiam |zk| 0 知 J 是 有 限 集 


反之 , 命 zk 三 |x/yr; 则 zeEco 使 zj =1 且 f(x) = 站. 
可 见 范 数 可 达 的 泥 浮 了 全体 对 应 上 的 稠密 线性 子 空间 如 


练习 17 据 86.2 定理 3, 有 weEX* 便 ==1 且 wp( 有 = 用 L. 取 xEX 
恒 使 p{g) = 8(z) 即 可 . 


练习 18 据 练习 16, co 上 有 范 数 不 可 达 的 连续 线性 泛 曾 ， 据 练习 17 知 co 不 
罕 反 . 


练习 19 必要 人 性; 设 4 : 才 一 了 是 拓扑 同 构 [或 等 距 同 构 ], 则 A” : YY* 一 龙 ” 
是 拓扑 局 构 [ 勤 等 距 同 构 、 进 而 4** : 革 ” 一 Y** 是 拓 补 同 构 堪 等 距 同 构 ]. 
这 样 由 .4= 4”*Jx 知 Jy 也 是 同 构 . 

充分 性 : 因为 蔷 * 自 反 ,所 以 各 也 自 反 ., 设 昌 : Y* -> 半 * 是 拓扑 同 构 | 等 
距 同 构 ], 则 了” 自 反 ， 从 而 也 自 反 ， 于 是 B* : 关 * 一 Y** 是 拓扑 局 构 [等 
紫 同 构 | 表明 万 与 拓扑 局 构 [等 中 同 构 ]. 
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练习 20 显然 ，(3) 全 (51，(]) 字 (3): 因为 十 串 > 2 一 25, 所 以 上 x 一 串 之 &. 
由 & 的 任意 性 知 ， ZX = 二. 

(2) 地 (3): 注意 到 lz = 人 站 = 工 且 位 十 名 | = 2, 所 以 有 正 实数 & 使 
y 二 azZ. 丙 边 取 范 数 后 得 a 二 1. 此 即 二 广 . 

(3) 地 (4): 可 设 1> 0.5, 命 =tr+{1 一 ty 及 z= (2t 一 1)x+(2 一 2t)y, 
则 iz| 和 1 且 z 十 z= 二 24. 于 是 z=182X=z, 得 人 二. 

(4) 地 (2): 命 二 == zz 十 yD), 将 x 和 银 芍 单位 化 分 别 记 为 妇 和 . 
于 是 及 十 红 一 可 ov 呈 ==1, 从 而 名 二 9. 这 即 yllzx = 由 zl 


练习 21 任 取 pp EX 使 jp 二 1. 在 练习 12 中 ,， 记 纪 二 ( 瑟 ,=)， 对 应 的 9 
与 主 有 关 . 记 为 ty 则 上 < 1+ 5. 任 取 EXX*, 当 有 限 维 子 空间 巨 包含 了 
时 ， 了 (wi) = 风门， 可见 lim f (gi) = p(f). 于 是 


1 < lm ly < lim llyll < 1, 


从 而 lim li = 1 命 二 二 g/l, 则 zl = 1. 现在 

2Ip( NH < lm flla + 好 | 
可 见 2 去 lim ll 十 2 上, 从 而 lim |lz 十 zj 二 2. 由 让 得 lm zi -z=0. 
于 是 (2 情 范 数 收敛 于 某 个 2E 使 pp 一. 


练习 22 当 L? 中 非 零 铅 量 g 和 只 满足 jg 十 hllp 三 18 十 | 时， 由 
Minkowski 不 等 式 为 等 式 的 条 件 知 有 4 > 0 债 9 = ah, 因此 1? 是 严格 赋 范 空 
间 . 在 中 |e1 ++ezlli =2 且 le 一 ezlh =2. 


练习 23 设 0<r< 过 2. 任 取 LP? 中 单位 向 晶 g 和 上 使 十 hllp >>*. 
当 1 之 Dp 所 2 时 ， 据 Clarkson 不 等 式 得 


i 
(lg 一 站 it + llg + kl) 
<27 (|glls + lalls)? = 2. 


可 见 jlg 一 Rs 和 22 一 79, 得 72 的 一 致 同性 , 
当 2 < 过 pp 之 十 oo 时 ， 据 Clarkson 不 等 式 得 


(llg ~ Rls + lg + RE)? 
工 1 
<27 (|9| +i) = 2. 
可 见 上 g 一 | 27 一 rP, 得 LL? 的 一 致 凸 性 . 
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练习 24 提示 : 可 设 站 冯 0. 以 f/fnlly 代替 fi 并 以 ff 代替 了 后 可 
设 记 和 了 的 范 数 都 是 1. 因为 (fn 十 有) 弱 收 敏 于 2 访 所 以 


2 中 lp a dm | + 了 
< lim fn + fl < 2. 
可 见 lim fn 十 fills = 2. 据 Clarkson 不 等 式 得 im lfa — flls =0. 
练习 25 因为 | 天 雪上 志 2 上 8 上 ,所 以 目下 与 | 是 等 价 范 数 . 这 样 C[0,1] 
不 自 反 ， 它 不 一 致 四 .更 设 上 = lgil = 1 使 |f 十 gl= 2. 因为 
Hf + < f+ gl 
[fF + 9llz & If ll2 + Hgllz; 
且 上 两 式 柑 加 后 是 等 式 ， 所 以 上 两 式 者 是 等 式 ， 得 
| + gllz = Dflls -+ tlellz. 
因为 | .| 是 严格 凸 范 数 ， 所 以 了 = g. 这 样 (C0, 1], 是- | 是 严格 西 的 . 
练习 26 作 单 位 向 量 z= (1,1) 而 y= (0, 一 1), 则 
lz+y| =1z -y= |zl+ lyll=2. 
练习 27 提示 : 将 练习 26 赋 范 的 及? 保 范 杠 入 到 这 些 空间 中 去 . 
练习 28 (1) 任 取 芳 ** 中 单位 向 量 2 和 区, 则 站 中 有 单位 向 量 网 (zi) 和 (yj) 
使 例 ;) 和 (办) 分 别 弱 * 逼近 wp 和 切 这 样 
p+ rw + ly ~ rw 
< lm + rysl + lei — rysl)). 


从 而 px+* (7) 所 px(7), 明显 地 ， 有 px (7) px: (7). 
(2) F 面 f,9 取 站 Y* 中 单位 向 量 而 xz,y 取 注 Y 中 单位 向 量 ， 则 
pr*(7) = sup{llf +rgll + lf ~ rgll — 2} 
= sup{f (x) + rg(z) + f(y) — r9(y) — 2} 
=suptllz 十 纠 一 2 十 ?lz 一 引导 
对 于 se > 0, 存在 66>0 使 5 乏 E 且 0<7r 所 5 时 ，pyrfry<Yyre, 这 样 
z+yl|l—2+rlz— vy) < re. 
特别 当 2 一 x 十 YI < 65e 时 ， 
lz — yl < (Ge + (2— ls yl))/5 < 25， 


(3) 据 (1) 知 二 ”是 一 致 光滑 的 ， 据 此 和 《2) 知 站 * 中 一 致 凸 的 ， 据 练习 
21 知 XX* 自 反 ， 据 Pettis 定理 知 站 自 反 . 
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练习 29 据 Riesz 表示 定 埋 ， pn 对 应 唯一 gn, E 砚 fa, 可 使 
B 
pn(f) = fag : f € Cla,d). 


因为 pnj| 是 名 的 全 变 莽 ， 所 以 (9 )】 的 全 变 差 . - 致 有 界 . 据 Helly 选取 
原理 取 子 列 后 可 设 (gn) 逐 点 避 近 一 个 有 界 变 差 函 数 9 将 9 在 (a, 卜 内 右 连续 
化 后 仍 记 为 9. 因此 可 设 在 9 的 连续 点 与 区 间 端 点 上 ， (名 ) 逐 点 逼近 g. 命 


b 
pf) = | fa9:f € Cla,d. 
当 下 多项式 { 即 了 eE Clzx]) 时 ， 据 分 部 积分 和 控制 收 化 定理 得 


Pnlf) =f (Db)9n,0) — fo)gn lo) 一 ) gndf 


—f{b)9(5) 一 -J od = p(f). 
所 Weierstrass 定理 ， CIz] 稠 于 Cla, 冲 . 所 定理 2 知 (pn) 弱 * 逼近 yp (请 注 
意 ， 这 是 已 取 过 子 列 了 ， 见 第 二 段 ). 


练习 30 只 证 明 充分 性 ， 可 设 工 天 0 以 znj/zn|| 代替 zw 后 可 设 znl| = 1 
且 上 z=1. 取 EX* 使 f==1 且 fz) 二 1. 于 是 lim f(xn)=1, 得 


lz + zl > lim [f(zn) + fo = 


据 - 致 凸 性 得 lim jjzn 一 2 = 人 0. 


86.4 一 臻 有 界 原 理 


练习 1 因为 (fh) 逐 点 过 近 一 个 线性 泛 酉 f, 据 Banach-Steinhaus 定理 知 (了 ,) 
-至 有 界 且 州 < tm 上 fn. 这 样 了 有 界 且 (所 ) 弱 * 通过 了 


练习 2 合 户 (z) = 二 cizi， 据 Riesz 表示 定理 知 由 : 1 一 人 是 连续 线性 
泛 函 且 | 站 | 上 = max al. 因为 (到) 逐 点 收 敏 ， 据 Banach-Steinhauss 定理 知 
(fr) 一 致 有 界 . 了 是 sup max lo:| 有 限 . 因此 (a,,) 有 界 ， 
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练习 3 只 证 明 充分 性 , 取 M4 的 测度 有 限 递增 覆盖 {En} 使 在 每 个 En 上 是 
有 界 的 ， 命 ha 二 hXE，, 则 乘法 算 子 序列 (Tan 72 一 79)?21 点 态 收 敛 ， 当 
FE 天 人 4 月 时 (an 一 hf 人 9)s1 逐 点 逼近 0 且 hwf 一 hf < hf 
据 控制 收 全 定理 得 lia/ |hf 一 haflPay = 0, 此 即 inf 一 他 人 一 


据 Banach-Steinhauss 定理 知 sup ||ma, 上 二 sup 上 hllw。< 十 oo0， 注 意 
到 (|hnl) 点 态 递 增 至 | 有 ,所 以 及 本 性 有 界 . 
练习 4 必要 性 ， 弱 收 敏 序列 危 弱 有 界 的 ， 据 定理 3 知 sup 上 fn 上 < +oo、 俞 


etf 的 二 9, 则 人 是 Cl@, 可 上 连续 线性 汪 丽 ,这样 lim et[ 户 ] = es(f), 此 即 
lim 六 的 = f (2). 
充分 性 源 自 Riesz 霄 未 定理 和 有 界 收 伊 定理 ， 9 E Wo[a, 中 时 ， 


b 
lim f fndg = { fdg. 


练习 5 如 采 Y 了 是 所 的 第 二 网 集 , 据 35.4 定理 2 知 它 是 第 二 网 空间 . 命 gm 是 
fn 在 Y 上 的 限制 ， 则 (gn) 弱 * 有 界 ， 从 测 sup llgnl 有 限 . 注意 到 f 是 go 


的 唯 - - 保 范 延 拓 ， supllfnl 有 限 ， 牙 盾 . 
练习 6 在 1 所 p< 十 5c 时 ，Ce 引 在 三 z[e, 可 中 条 密 ， 命 


b 
en 有 一 站 ma7F(z)Xiaa+rlrmml(ejdz,F 己 L?[a, ol. 
这 样 pal| = mn (其 中 4 是 p 的 共 饭 数 ), 从 而 {pn} 无 界 、 当 f€ Cie, 可 
时 ， ea 及 | 所 中 章 . 由 练习 5 知 Ce, 有 是 L?[a,0| 的 第 一 网 空间 . 
最 后 ， Ce, 避 是 也 se[o, 如 中 闭 线 性 子 空间 ， 它 无 内 点 ， 从 而 朴 朗 . 


练习 7 必要 性 源 自 定 理 3 与 连续 线 住 沦 函 了 一 fdp = 『 fxgdy. 
Fay MM 


充分 性 : 取 常 数 避 使 | 疡 由 志恒 对 .对 任何 产生 了 2 和 & > 0 时， 到 简 
单 丽 数 9 使 | 产 一 下 co < 6. 由 条 件 得 lim 汪 ngdp = 0. 现在 
人 


| 了 及 ae & ffinllh — glan + | frodnl. 
其 其 


于 是 Ti | fhdu| < cs. 傅 < 一 0 即 可 . 
no 和 苇 
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练习 8 因为 sup lg (了 nzj| < 十 oo, 所 以 (2 ) 台 有 界 . 据 一 致 有 界 原 理 知 {了 } 


一 致 有 界 ， 现 在 (Taz) 是 Y 中 弱 基 本 序列 ， 也 即 (D2) 是 了”* 中 开 * 基本 序 
列 ， 据 练习 1 知 (于,Z) 弱 * 收敛， 其 极限 形 如 子 7. 换言之， (Tz) 弱 收 敛 于 
Tz, 这 样 (Ti) 弱 收 仇 于 人 从 而 人 是 线性 算 子 且 


ITzl < lim az & tim l,lzll. 
TO T+ OC 


于 尾 本 站 受 Dam jz 


练习 9 在 p= 二 十 oo 时 ，9=1), 命 了 = 1】1 知 了 可 积 . 下 设 六 < 十 oo 且 g 宕 改 . 
方法 -: 取 好 的 测度 有 限 递增 覆盖 {Mi,} 使 9 在 每 个 M4,, 上 是 有 界 的 . 
命 gn 二 QX Mo, 则 gn 三 L939. 当 f E LP? 时 , 命 wl{f) 一 { fondp, 则 
af 


pl| = go 电 控 制 收敛 定理 知 ， 
Jim f fondp = f fgdy. 
M Mt 


再 由 Banach-Steinhauss 定理 知 c= sup|iw|| < +oo. 
各 空 1 


如 果 9 < 十 co, 由 单调 收敛 定理 知 jglla 二 lim ll9nlls < +oc. 
如 果 9 一 十 oo, 由 (9 > 口 一 (9n > 口 知 9 本 性 有 界 . 


方法 二 : 在 p 二 1 时 ， 作 可 油 集 E, 一 (2" 9 < 2) 与 非 负 可 测 函 数 


f= 恒基 中 = fne Zrjh(En) > 0). 因为 


fd- 对 训 < 1 
EJ 


nEJ EE, 


所 以 了 是 可 积 函 数控 条 件 知 | 了 g| 可 积 ， 注 意 到 


on—l J 
J jgldn= Ef lfolanz FS = EP. 
M NE En, neJ 


可 见 J 是 有 限 集 ， 从 而 9 本 性 有 界 . 

在 1<< < 十 co 时 , 先 设 LCM) < +eo, 车 |g9lla = 十 co, 要 找 整数 列 

(CR 使 五 :一 (Rn 1 < kr) 时 ， cn :一 了 926H 之 1. 首先 
E,, 


+o0= 9 = lm | gdp. 
(g>0) hoc (pe gr <k) 
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可 见 ， 各 三 0 且 有 到 使 在 (97 < 向) 上 ， 99 可 积 ， 由 此 得 以 下 式 子 : 


+oo= 和 gidn= im gdp. 
(gk1) SO (ki gr ik) 


可 见 各 也 存在 ,如 此 下 去 ， 命 了 = 六 XE 由 mp 一 9 知 


np2l Men 


1 
f? 一 8 HG 一 一 一 < 二 oc. 
y 名 5 noc 


这 样 f € LP(M, 由. 按 条 件 知 fg 可 积 ， 这 与 下 式 牙 盾 : 
1 4 1 
一 一 一 全 一 一 一 
EE 名 Ten a 9 °F 名 1 1% 
在 HM) = 十 oo 时, 命 也 同 对 .1 例 3 而 v= wdn, 则 
f grdn = f (gw )rdv, 
MT ni 
f frdp = { (fw YPdy, 
M M 
f fgdy = f (fw )(gws dv. 
NM hi 


以 gw 六 代替 g 县 以 dv 代 普 dj 后 可 归结 为 测度 全 有 限 情形 . 
练习 10 考虑 对 上 有 界线 性 算 子 往 TC, 四: |y|<1. 当 zeEXX 时 ， 


sup |T(z, |= (< +ecc. 
lIylls1 


据 - 致 有 界 原理 ， 有 常数 e 使 ly| < 工时 17( 纺 上 所 c 于 是 zl <1 且 
yl < 工时， (ee 引 | 系 c 这 样 TD 专 <. 


练习 11 命名 (5) = 二 2", 则 r= (n+ D7 有 wp(fn fn) = (2n 十 1 一 !. 
于 是 lim |p( 扣 , 折 )|/ 川 fr = 十 eo. 这 表明 p 是 无 界 双 线性 型 


练习 12 使 |c| 志 1 且 1 in < 十 00 的 连续 线性 污 函 
g:= 人 f+ +onfn 
的 全 体 记 为 五 . 因为 
jg(z)| < > [f(z)} < +o0, 
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所 以 名 弱 ”有 界 ， 从 而 有 常数 使 9E 吾 时 ，lp| sc 
命 ci 二 lim je(fjApU 二 下 及 9 = 2 Gifi. 这 样 


EoD = ED aptf) = plg) < coll 
最 后 在 上 式 中 命 n 一 co 邑 可 . 
练习 13 当 了 eX* 时 , 命 pn( 门 = > [je 得 连续 半 范 数 pn : 天 ”一 下, 
命 p(f) = suppn(f), 得 F 半 过 续 的 六 范 数 Pp :六 * 一 到. 于 是 据 Gelfand 引 
理 知 有 常数 c 使 p(f) < oj| 间 恒 成 立 ， 即 | < of. 


练习 14 必要 性 : 可 设 吾 是 紧 集 ， 因为 (所) 习 “ 收 合 ， 所 以 它 弱 ”有 界 . 据 
定理 3 知 有 c > 侣 得 使 所 c, 从 而 x,z 总 忆 时 
[fn (2) — fn{2)| < cz — ll. 

因此 {fn|E5) 逐 点 收敛 是 等 度 连 续 , 据 ArzelirAscol 定理 知 【 户 | 一 - 致 收 化 . 

充分 性 : 取 六 中 有 限 维 子 空间 的 递增 序列 ( 工 。) 使 一 {Lwin 之 1} 答 
于 不 . 据 85.5 练习 2, 对 任何 E > 0, 拨 个 nn 使 EB 时 ，d{(z,Ln) <& 即 
可 否则， 存在 < > 0, 使 对 任何 正 整 数 n, 存在 Xn < 五 满足 d(xn,Ln} 之 和. 
据 8$6.2 定理 3, 取 所 Ew 使 f=1 和 (xn) = d(xzn, Ln). 

因为 (fn】 一致 有 界 是 在 X 的 稠密 集 上 上 逐 点 通 近 0, 从 而 ( 扣 ) 弱 * 逼 
近 0. 于 是 访 在 百 上 -- 致 亲近 这 与 sup |f%(ZT)| 之 8 蔬 秆 . 

站 所 


练习 15 只 证 明 充 分 柱 ， 据 定理 3 知 有 常数 e 恒 使 ;| 所 c, 于 是 
| 4z| = sup [f(z)| & cllzll. 


练习 16 和 否则， 当 x EX 时 , 命 c(7x) = sup{|Azl:AE 玉 }. 取 A41€E 关 使 
41 > 2, 则 有 x1E 且 使 i=271 且 上 HAzi|>>1. 取 A2E 厂 使 


1A2) > 2 HAN(2 + efza )》， 


则 有 x2 EX 使 上 zs|| = 2 3 县 4azal > 2 + clr1). 
如 此 下 去 得 天 中 序列 (A) 和 天 中 序列 (zw) 使 区 为 正 整 数 时 ， 
lAnznll > n+ 35 cli), 
Li 


zal = 27" min A. 
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由 此 知 级 数 ”zw 可 和 ,其 和 记 为 2. 当 i <n 时 ，||Anzill < c(zi). 当 i >n 
时 ， zil 系 2 一 4 得 4ozijs 2 于 是 


14aszl > azall 一 开 lAnzill = TAnzill > no—1. 
1 i 1 


这 表明 {4nz|m 之 1} 无界 ， 与 天 强 算 子 有 界 矛 盾 . 


练习 17 提示 : 用 jn = 呈 且 如 中 ze 是 只 有 有 限 项 不 为 鹤 的 数列 . 命 zn 是 前 
项 为 ] 其 他 项 为 0 的 数列 , 则 加 在 10 中 使 zn 有 h = 且 znjloo = 1. 因此 


A-1 
sup | 一 和 人 二 SUP 和 二 十 60. 
卫 空 二 za| be nl 


这 样 A-! 是 无 界线 性 算 子 . 
练习 18 命 L 上 ,二 {x E X| sup 4zl| < 十 90}, 它 是 天 的 线性 子 空 间 使 
由 


U Ln = 区 \ 已， 说 明 Fw 部 是 第 一 网 集 即 可 ， 否 则 ， 有 个 5 有 内 点 ,所 
§5.2 范 数 拓扑 的 性 质 知 La 一 大 这 样 了 。 是 天 中 稳 密 的 第 二 网 信 ， 于 是 
14l = Alz,l| 且 据 85.4 定理 2 知 Ln 是 第 二 纲 空间 . 因为 {4|r,1A € 五 } 
强 算 子 有 界 ， 据 一 致 有 界 原 理 知 sup A 有限， 矛盾 . 


i oo 
练习 19 命 户 rfz) = 2 ng 和 所 (x) = 2 anj27y， 得 连续 线性 泛 函 
= j= 
fnt :Cc— 和 线性 泛 天 fn :Cm 全 Tec 时 ， Lm ja) 一 fn{z}. 用 
Banach-Steinhaus 定理 知 fi :i 之 1 一 致 有 界 且 所 连续 . 


因为 亡 (z)] 是 4z 的 第 nn 项目 Ax 是 收 化 数列 ( 即 【 方 (z))22 收 钱 ), 所 
以 再 用 Banach-Steinhaus 定理 知 (所) 一 致 有 界 . 现在 


sup ||Azl| = sup sup |fn (7 )| 


lzll<i lzl<1 n> 
=sup sup [ec = sup | 
nl lz||< 


| Oe oo 
注意 到 fr = 2 anj| 且 旧 训 = 2 |eny|, 得 上 4 = sup > lenjl. 
了 ?一 1 j=1 nl1 j=1 
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86.5 开 上 映射 与 闭 算 子 
练习 1 记 Fa z) = az. 据 5.2 知 区 Xx x 义 的 开 集 玉 都 形 如 (J{U, x Vili Ee 
站 ,其 中 Ui 与 Wi 分 别 是 区” 与 头 的 开 集 ,于 是 

HW = {avila ee ie 二， 
因为 a 非 零 ， 所 以 aYi 都 是 开 集 . 这 样 1(W) 是 开 集 , 
练习 2 当 A4f =0 时 ，(A4f) =0, 此 即 了 二 0. 因此 A 是 单 射 ， 因 为 

t 
|(47)(0| es | fas < 1|f, 

所 以 4 有 界 . 任 取 gEY, 命 = 9, 则 Af = 9. 因此 4 是 满 射 . 这 样 4 可 
道 , 但 4-19 二 9g'. 6.1 例 2 已 说 明 A4-! 无 界 . 


练习 3 (2) 壤 {1): 命 zc = 人 la 人 el 则 直人 与 是 :都 弱 于 二 站 锯 
范 数 等 价 定 理 ， 说 明 | 1| 也 是 完备 范 数 即 可 . 任 取 《 开 ,| |) 中 基本 序列 (zn)， 
它 是 (XX, | 上: 1) 和 《到 ,| sa) 的 共同 基本 序列 . 于 是 {zn) 在 【 蕊 ,| 下 :|) 和 
(已 |) 中 有 相同 的 极限 zo. 于 是 


za 一 zol = xn 一 zolli 十 za 一 zolla — 0. 
这 样 (X, .上 是 Banach 空间 ， 人间 ) 僵 (3) 信 (2) 都 是 明显 的 . 
练习 4 注意 到 蕊 xYY 和 YY x 太 的 开 集 形 如 【jj (U;x 记 ] 及 U (Vx Ua 使 
4EJ t 研 
Ui 和 访 分 别 是 苹 和 YY 的 开 集 ， 并 注意 到 下 式 即 可 : 
(UV (Vi x Ui)) = UY x 了 


U0 x Wi)) = Uw x Ui). 


练习 5 (1) 设 4: 义 一 了 是 Banach 空间 之 间 的 可 逆 有 界线 性 算 子 ， 则 
{yA yy EY} = {(Az, 72)|z € X}. 

命 了 同 练习 4 则 处 4 ”一 f(gr 4), 这 是 了 x X 的 阅 集 ， 据 闭 图 像 定理 知 
4-1 有 界 . 

也 可 这 样 : 任 取 六 中 序列 (yn) 使 (yw) 一 了 县 在 天 中 4 一 2 则 

yn = AA ly, — Ax. 

这 样 x = 4-19, 从 而 4-1 是 闭 算 子 . 它 有 界 . 

(2) 设 4 :一 Y 是 Banach 空间 之 间 的 满 射 , 则 4 : X/ ker4 一 了 
是 可 道 有 界线 性 算 子 ， 从 而 4-1 有 界 . 这 样 A4 是 开 映射 ， 现 在 4 = AT 是 时 
个 开 映 射 的 复合 算 子 ， 它 是 开 映 射 . 


472 


练习 6 命 B= {fe€L?:jfli; < 7 Re mpl ed f):feB}, 则 ec 
有 限 ， 再 则 ， 取 如 中 序列 (如 ) 全 使 (如 ) > 到 级 数 并 党 各 在 LP 中 绝对 


可 和 ， 其 和 记 为 户 则 总 有 了 > 二 . 于 是 得 矛盾 ， 当 n 是 正 整数 时 ， 


p> PU 


4 一 2 
对 一 般 (几乎 处 处 ) 非 负 的 了 EL? 和 ?> 0, 了 /Ufilp 十 7) 在 B 中 . 于 是 
plf/ fs + 7)) < ce, 得 yp(f) ctlifhip+n), 命 7 一 0 得 w(f) < cllflly. 
对 一 般 (几乎 外 处) 实 值 的 9 E L?, 取 9 的 正 部 g+ 和 负 部 的 ， 则 
+p(g) < plgt) & cllo™ ly, &« cllgll;, 
上 式 中 最 后 一 个 不 等 式 源 自 0s < 和 8 可 见 jp(9)| < cligils. 
最 后 任 取 RE L?, 命 & 二 me 人 十 全 取 ah 的 实 部 9, 则 
[pCA)] = plah) = plg) 
gcllglly 入 el|lo 产 | 一 cllhlly. 
叮 见 ww 上 | 二 'c. 据 c 的 定义 知 ，|p = ec 
练习 了 取 ps 的 共 辆 数 g 并 任 取 g E LxX(M, j), 命 
paglf) = (TH, 9) :fF EL?OM, p). 
当 9 非 负 时 ， we 是 L?1 (MM, jp) 上 正 线性 泛 画 ， 据 练习 6 知 wa 连续 ， 任 何 
9 EL2(M,p) 都 是 L(AM, jz) 中 几 个 非 氏 成 员 gi 的 线性 组 合 , 因此 ws 是 pg， 
的 线性 组 台 ， 它 必然 连续 ， 
据 闭 图 像 定 理 ， 说 明 了 是 闭 算 子 即 可 . 设 LP!: (Mp) 中 (f) 通 近 了 而 
Pad jp) 中 (了 所 ) 通 近 玉 ， 对 式 子 pg( 访 ) = 好 记分 取 极限 得 io( 力 = 
人 9) 这 即 {了 9) = (9). 于 是 在 了 (AM 有 中 ， 天 三 人 大 


练习 8 提示 : 取 可 道 线性 算 子 4 :无 一 了 , 则 4 和 4-1 者 有 界 . 
练习 9 任 取 > Eco 使 只 有 有 限 个 分 量 si 不 为 0. 命 


Tal = Loi_1 Xai = 222i 1 :7 六 十， 


之 1. 


VY2i-1 = 0, Yai = Z2i — 2iz2i_1 i121 
也 是 了 和 也 只 有 有 限 个 分 量 不 为 9 使 ZX 十 yy 二 zz 从 而 革 十 Y 称 于 eno. 
说 明 其 十 站 关 co 即 可 . 否则 有 x EX 和 YEY 恒 使 ww 十 yh 二 1/n. 
这 样 Til1 一 1/ (21 一 1) 而 Tai 二 27/ (2 一 1), 从 而 im Zn 天 0, 证 盾 . 
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练习 10 设 线性 组 合 2 ozei 为 0, 则 过 aiei 十 3 0e; 二 0, 又 0 可 表示 成 


I 


> Qei. 据 系数 列 的 唯一 性 得 诸 ai = 0, 这 样 en : ni 之 1 线性 泡 关 ， 因 为 


多 fnlar t+ by)en = art+by 
吕 二] 
一 尼 二 fnlz)en +b > fn(y)en 
= Sofalr) + 6fa(W))en, 


所 以 又 据 唯 一 性 得 f(az 十 by) 二 Qfn(2) 十 bfn( 四 ). 这 样 方 都 是 线性 泛 函 ， 

注意 到 ei 有 唯一 表示 by aijej 使 ij = 人) 得 方 (eb) = 6iy. 如 果 (an) 
是 有 限 项 不 为 零 的 数列 使 二 oj 广 一 0, 则 总 有 ajfy(ei) = 0. 因此 四 一 0 
这 样 (也 ) 线性 无 关 和 
练习 11 1) 过 (2): 由 练习 10 知 (en) 是 线性 无 关 的 而 ( 扣 ) 是 线性 无 关 的 线性 
泛 函 序列 使 (ey) = 0 记 Pax = 二 二 (z)ei, 易 知 已 , 是 短 等 算 子 使 i 所 
时 记 ei 二 ei 而 i>n 时 ， Pei 一 0. 昌 纳 地 可 知 f(rje = Pz 

fnlr)en = nr — Pr-T :Nn 2. 
为 说 明 ( 义 , 中 此 ) 是 完备 的 ， 任 取 其 中 基本 序列 (zk), 则 
Ye > 0,dm22 1,vk,l 2 m,n > 1 Par — Br < e. (4) 


因此 (Pnzk) 忆 1 都 是 (着: 内 中 基本 序 询 ， 队 而 《fn(Zk)) 半 1 都 是 基本 数 
列 ， 其 极限 记 为 an. 在 (4) 中 命 1 一 00 得 


Ye > 0,3mz 1 V2m m1 fr) a)eil ge (5) 
%=] 
级 数 > aiei 在 (六, 中 - 趾 中 为 Cauchy 可 和 的 ,其 Cauchy 和 记 为 £, 为 此 设 1 > 
1 nn 
nn, 则 2 aiei 为 三 项 ol fi{zm) Jes, 2 方 (Zm jei 与 (filrm) 一 ae 


之 和 ,结合 (5) 得 | 过 cieill < 2 十 | 二 天 (zm)eij， 因为 五 (Tm)ei 为 


三 7 生 


7 _ 1 
Cauchy 可 和 的 , 所 以 ,him (zm)e 直 二 0. 可 见 ， Bn 2 oaeil < 


2c. 命 = 一 0 得 ， 各。 aed =0 
按 条 件 有 A 将 (5) 中 i 换 成 所 (2 ) 并 命 n 一 0o0 知 
Ye >0,4m> 1 vm:|r— zr) ge. 


于 是 (zk) 在 ( 芒 , 上 : 员 ) 中 瘟 近 z. 因此 (直人 是 Banach 空间 ， 

由 汪汪 的 作法 知 上 < | 据 范 数 等 价 定理 , 取 常 数 使 上 由 去 cl 
因此 总 有 lal| 所 c, 这 样 每 个 所 连续 ， 因 为 总 有 lim Psz = Tx, 所 以 (PP,) 
强 算 子 有 逼近 恒 等 算 子 工 

(2 全 (3): 任 取 EX, 则 X= Jz 且 Izx= Lm Pn2 表明 立 是 大 的 接 
触 点 . 据 Banach-Steinhauss 定理 知 (Ph) 一致 有 界 , 记 c = sp | 于 是 

>1 
| 2 aieill = 用 2 aieil < cl > aseill. 


i i i 


(3)=>(1): 设 级 数 3 aiei 的 Cauchy 和 为 0, 则 对 每 个 正 整数 nn 有 
这 1 


| ed < im cl Y areil =0. 
1 一 1 me 1 一 1 
归纳 地 知 所 有 an = 0. 这 说 明 (en) 线性 无 关 ， 也 说 明 ， 如果 zx 可 被 (en) 表示 
一 有 数列 (an) 使 级 数 9 aiei 的 Cauchy 和 为 z, 则 数列 (an) 是 唯一 的 ， 
一 | 
记 工 = span{enin 宇 1} 和 Ln = span{ei|l 所 各 rn}. 因为 上 中 向 量 
z 都 可 被 (ew) 线性 组 合 一 存在 有 限 项 非 零 的 数列 (an) 使 x 二 冯 ciei， 订 


命 Guz = qiet 而 得 线性 算 子 Qn :了 一 上 使 nm 时 ， 名 rn 名 mm = Wn 


县 Qnzl| < clQmall 当 m 充分 大 时 ， Qmz 一 x， 于 是 az < clizl， 
从 而 Qn 是 有 界线 性 算 子 ， 它 有 队 一 保 范 延 折 Pa : 基 一 三 使 | < 


P(X) = La 当 nn <h 时 , 仍 有 PuPn = P. 设 Pz = 芝 amies 则 
Y 一 工 
疡 了 一 卫 书 .7 表明 


所 响 中 
了 >， aniei = Wn >， Amis 一 了 Armier. 
z=1] 1=1] i=] 
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可 见 宇 过 刀 时 ， dni 一 他 rrui， a lo) = in WI Par = DD filv)er 
记 g(x) = im 12 一 zl|, 得 连续 半 范 数 4 :所 一 一 及 使 erd 包含 工 , 
这 样 瑟 = kerg, 此 式 表明 每 个 5 EX 满足 5 二 lim Pnz. 因此 (jn(z) 科 


是 唯 数列 使 级 数 > 天 (z)ei 的 Cauchy 和 为 z。 


练习 12 对 于 ze 1p 以 万 (z) 表示 了 的 第 m 项 , 从 85.1 例 6 知 级 数 六 riei 
i=1 
的 Cauchy 和 为 Y%. 因此 (es) 是 ?的 Schauder 基 . 


练习 13 不 是 ， 否 则 ， 任何 fe C10,1] 是 唯 Cauchy 和 > onen 这 样 曙 


级 数 二 antn 的 收敛 半 径 至 少 为 1, 它 表 达 的 函数 f 在 (0, 1) 是 光滑 的 . 这 与 
jo, 1 下 有 处处 不 可 导 的 连续 函数 巴 . 


线性 学 及 人 一 1,1 所 nn. 因为 天 是 欧 限 维 的 ， 所 以 站 * 也 
是 无 限 维 的 ， 从 而 有 了 € 所 不 是 万 ,下 的 线性 组 合 ， 据 86.2 练习 了 知 
太太 有 公共 零点 之 使 fz) 闫 0, 这 样 和 天 0 因此 可 设 xz 是 单位 向 量 使 
flr) 一 0,4 1, 可 设 llyll 一 1, 取 2 使 内 一 于 | < cf/2. 这 样 
y+ azl 2 (ly + azl| ~ ly ~ gl) 
(fi it ar) — ce/2) = 1 ec/2. 
最 后 注意 到 (1 + oj(l 一 c/2) > 1 即 可 . 
练习 15 设 c > 0, 取 正 数列 (cn ) 使 iQ+e) < 1 十 c 取 单 位 向 量 cl. 据 
Mazur 引 理 得 单位 向 量 ea 使 @1, 92 是 数 时 ， 
aeill & 人 二 cljllaiel 十 aeal|. 
据 Mazur 引 理 得 单位 向 基 es 使 ol,az,as 是 数 时 ， 
laiei 十 azea|| < (1 十 cajllaiel 十 cea + asesl|. 
如 此 下 去 得 单位 向 量 序列 (en) 使 对 任意 数列 (an) 成 立 下 式 ， 
n 十 1 
| 2 aaieil| & {1 cnr) 2 aieil|. 


可 见 (en} 呈 1 是 无 限 维 闭 子 空间 死 Bifen|m 之 起 的 Schauder 基 , 
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练习 16 提示 : (1) 命 上 二 max{pl2? 和 Pi 而 i =n 一 小 即 可 . 当 大 < 时， 
这样 > 时， 于 > m. 
当下 二 1 时 ，n < 之 当量 公 当 4 人 之 了 了 . 

(2) 将 [0, 1] 上 硝 数 限制 在 (0, 1] 上 后 ， L?[0, 1] 等 距 同 构 于 LP?(0, 1]. 因 
此 可 视 C[0,1] 为 L?(0,1] 的 稠密 集 . 对 于 六 E CO 与 > 已 取 6>D 
使 lzl 一 2 < 6 机 (x1) 一 (zail < <e， 取 正 整数 上 使 2*6 > 1， 


命 9(Z) 一 3 h(i fap 当 0 < x 二 1 时 ， 有 了 唯一 使 工 在 区 间 


(和 所 以 0 一 hlz)| <s 于 是 lp 一品。 < < 这 样 巨 在 


Cle, 引 中 稠密 ， 据 稠密 的 传递 性 得 百 在 L?(0, 1] 中 稠密 . 
(3) 据 (2), span{fen|n 之 1} 稠 于 L?. 任 取 数列 (an), 命 f= > Qiei 而 


9 二 三 qiei- 图 数 f 和 9 的 唯一 区 别 在 于 有 个 二 进 制 区 间 了 使 了 在 了 上 为 一 


个 常数 b 而 9 在 了 的 前 半 区 间 上 为 常数 上 一 G0wrl 且 在 了 的 后 半 区 间 上 为 常数 
b 十 an+1. 于 是 差 | 个 一 有 个 为 


el? Hi — (QB antil ?hi/2+ B+ onril lh/2) < 0. 


可 见 了, < lglip. 于 是 练习 11(3) 的 常数 c 可 取 为 1. 
(4) 命 五 = span{gn|n 之] 其 中 函数 在 [0,1 上 连续 且 逐 段 线性 ， 它 们 
结 点 是 二 进 制 区 间 的 端点 . 因此 吾 称 密 于 C[0,1. 使 gn41 无 零点 的 区 间 上 
的 9 ，… ,gn 都 是 线性 的 ， 这 样 练习 11(3) 中 常数 c 二 1. 


练习 17 提示 : 4 诱导 的 算 子 A : 区 / ker A 一 ran 4 是 有 限 维 赋 范 空间 之 间 

的 可 道 线 性 算 子 . 

练习 18 必要 性 : 设 0<c<+too 使 ze 基 时 ，jlzfhy 所 cllzllz. 于 是 
lzzla = lal < dallz, 


这 表明 了 ; ( 关 ,中 .2) 一 (X, 上 -中 i) 是 有 界线 性 算 子 . 
充分 性 : 因为 ‖zl = zi < 有 出 2 于 以 下 入 弱 于 此: 


练习 19 注意 到 y 二 4z 当日 仅 当 9 E YY 时 ， g(W) 一 g(Az) = 0. 一般 
地 , 命 ho(z, 们 = 9( 胃 ~ (9A)(z), 这 得 大 x 上 的 连续 线性 泛 本 ho 使 
gr 4 二 门 {kerholg EY*}. 这 是 久 xY 的 闭 线性 子 空间 可 见 4 是 闭 线性 算 
子 (在 和 和 了 都 完备 时 ， 据 闭 图 像 定理 知 A 是 有 界 的 ). 
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命 昌 :YY* 一 X* 使 Bg 为 复合 g4， 当 x EE 污 时 , 命 pz(g, 了 f) = 
ft{x) 一 g(Az), 得 Y* x XX* 上 连续 线 泛 函 ps 使 grB = 门 {ker pzjz € XX}. 
这 是 Y* x 大 * 的 闭 线 性 子 空间 ， 因 此 据 闭 图 像 定理 知 召 有 界 ， 现在 

上 4zl = sup{lgAz| : 9g € (Y™)i} 
=sup{|(Bg)(z)| : g € (Y*)1} < JBlllall. 
从 而 局 || 系 | 吾 ‖, 这 样 4 连续 .明显 地 BB 是 4 的 共 轿 算 子 . 
练习 20 只 证 明 充分 性 ， 据 闭 图 像 定理 说 明 4 古 闭 算 子 即 可 设 lim jf 一 
Flp=0 且 inm 上 4f% 一 gy = 0. 据 He6prmrreB 不 等 式 ， 


erp(|Afn — gl 2 Es |Afs — gs:e>0. 
因此 (4 天) 依 测度 逼近 g. 于 是 9 与 4f 是 ( 儿 平 处 处 ) 相等 的 ， 


练习 21 命 人 :1 一 JP 同 86.1 练习 6, 则 革 ,(nen) = en. 于 是 ran 也 ,包含 
span{en|n 之 1}, 它 舟 于 I?， 如 果 也 有 闭 值 域 ， 则 ran Tp = 1?. 因为 (n 1) 
在 ?中 ,所 以 有 x El 使 Tx 的 第 n 项 是 n-!1. 由 此 恒 得 xz, = 1, 矛盾 ， 


练习 22 因为 4 诱导 的 算 子 A : XX/ ker 4 一 ran A 是 Banach 空间 之 间 有 界 
的 可 道 线性 算 子 ， 所 以 据 道 算 子 定理 知 4 是 拓扑 同 构 - 


练习 23 提示 ; 用 练习 22 和 86,1 练习 10 的 结论 . 


练习 24 记 Y = 二 XX/L. 当 z EL 且 gEY* 时 ，g(x(z)) = 0. 因此 x*(g) 
零 化 工 . 这 样 ranr* CLt, 当 feELt 时 ，f(L) = {0}. 因此 f(L) = 0. 
故 了 诱导 YY 上 一 个 连续 线性 泛 函 9 使 gr 二 Jj， 这 样 ranm* 了 L+， 等 式 
9g7(X)1 = 9 及 1 表明 [| = igll. 此 即 jr*gl = jigil. 

位) 充分 性 : 任 取 居中 基本 序列 (zw), 则 (|zn]) 是 了 中 基本 序列 ， 其 极 
限 记 为 [xo]. 取 zn EL 使 


| 一 0 一 zn < | [en 一 zol|| 十 l/n. 


于 是 (zn 一 Zz】 台 近 70, 从 而 (zn 一 Zn) 是 基本 序列 这样 (zn) 是 工 中 基本 
序列 ， 其 极限 记 为 z. 因此 (zn)】 通 近 xo 十 z, 从 而 关 完备 . 

必要 性 ， 任 取 了 中 级 数 2 7n 使 2 | 收敛 取 zn E 加 使 |zni < 
| 十 1727. 于 是 |za| 收 化 ， 级 数 》 zn 在 天 收 合 ， 其 极限 记 为 Xx. 记 
7 二 T[Z7). 由 帮 的 连续 性 知 了 一 27Tlz 一 1r 据 85.1 定 理 2 知 YY 完 
备 ， 叉 工 是 完备 空间 大 的 所 集 ， 它 也 完备 . 


478 


(2) 只 证 明 充分 性 ; 由 了 可 分 , 可取 六 中 可 列 集 了 使 (号 ) 稠 于 盖 . 作 可 
分 集邮 = 王 37(L UD), 任 取 了 EeE M1, 则 了 诱导 了 Y 上 连续 线性 江 函 g 使 
097 二 并 且 97(D) = 二 0. 于 是 g= 二 0. 这 样 了 =0. 据 6.2 定理 3 知 信 = 六. 

(3) 必要 性 ， 用 Pettis 定理 知 上 和 站 * 自 反 .作为 基 * 的 闭 线性 子 空间 ， 
了 上 自 反 .因为 了 * 与 上 + 等 中 同 构 ， 于 是 Y* 自 反 ， 从 而 了 自 反 . 

充分 性 ， 任 取 PE XX**, 由 的 自 反 性 得 TE 使 ge Y* 时 


"(Pp)(9) = 9([z]) = g(r (2)). 


此 即 pfr*9) = Zr*g). 又 Ar(7*] =L+, 得 (yp 一 人 (LT) 二 0, 从 而 yp 一 议 
诱导 唯 -连续 线性 汉 阔 小 : X*/L+ 一 区 使 EX* 时 (wp 一 (1) = ww). 
注意 到 久 */L 与 1+ 在 [f] 了 li 下 等 距 同 构 有 唯一 2 EL 使 


fzrtz) = wD = plf) ~ fo). 


这 样 p( 站 = f(z 十 2). 命 妇 = 十 z) 则 p= 二 新 因此 六 自 反 . 

(4) 必要 性 是 显然 的 ， 充 分 性 ， 取 工 的 一 个 线性 基 {ei,… ,ex} 和 XX/L 
的 一 个 线性 基 {[ep+1],… , [en]}. 任 取 了 E 半 , 有 系数 ci : >> 此 使 [zt] = 
2 ci 即 区 一 td] 二 罗 , 从 而 区 一 多 ciei 在 上 中 ， 于 是 有 系数 
让 
cz 六 下 使 了 一 》) cei 一 EE 得 = 二 9 Cres. 如 果 z= 0, 则 


Ee 芋 人 


2, ciles] = 加. 这 禅 > 大 时 ， Gi 二 0, 从 而 2 ciei 二 0. 于 是 i 二 久 


Ep 人 
时 ci = 10， 从 而 {fei…… ,en} 是 了 的 线性 基 . 直人 
dimX¥ = dimL + dim(X/L). 


练习 25 记 上 二 ker A, 则 有 4 诱导 个 单线 性 算 子 BB : Xi/L 一 了 使 A= Br. 
因为 工 与 BB(IL) 同 为 有 限 维 的 ，B 有 界 , 从 而 4 有 界 , 因为 六 /ker A 宕 ran A 
完备 、 可 分 如 自 反 ， 其 余 的 结论 源 自 练习 24. 
练习 26 因为 工 是 拓扑 可 补 的 一 存在 有 界 短 等 算 子 号: 于 一 下 使 ran 卫 一 
工 命 Bx = APz 即 可 . 
练习 27 (1) 全 (2) 是 显然 的 ， (一 (3)]: 命 By = APy 即 可 . 

(2) 地 {4): 取 XX* 的 单位 球 而 的 子 集 已 使 E XX 时 ， 

zl| = sup{|f (2)| : f € E}. 


规定 (Jzx)(f) = f(z), 得 等 距 算 于 了 : 时 一 1%(E)， 取 有 界线 性 算 子 Q : 
Fee( 梧 一 并 使 QI = 了 :和 一 基 ， 
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当 了 EE 马 时 ，A*f 是 2 上述 续 线 性 汉 函 ， 取 其 在 了 上 的 一 个 保 范 延 拓 

Ty. 命 (Co 月 = Ty(y), 得 有 界线 性 算 子 CC: 了 一 1%(E) 使 z&E 9 时 ， 
(Cz)(f) = (4)(2) = (TA)F). 
因此 Cz = J Az, 从 而 QCz = Az, 这 表明 QC :YY 一 驴 是 4 的 连续 线性 延 
拓 . ， 
(4 一 (1) 同 (3) 一 (T: 命 Z = 六, 取 恒 等 算 子 了: 天 一 外 的 连续 线性 下 

拓 巨 :了 一 天 ,靖子 :天 一 和 是 包含 映射 日 已 = JB 即 可 . 
练习 28 (1) 坟 (2): 设 羡 是 羡 的 完备 化 ， 则 恒 等 算 子 工 : 匀 一 大 有 (唯一 ) 
保 范 延 拓 忒 :天 一天. 由 了 的 等 中 性 知 4 是 等 距 的 ,， 所 以 天 完备 且 芝 二 六 ， 

现 可 设 芒 是 2 的 子 空间 而 了 : 大 一 是 包含 映射 , 取 恒 等 算 子 了 : 成 一 
天 的 保 范 延 折 有 4: 2 一 下, 则 JAz 在 三 中 因此 (JA]?x = JAz, 这 表明 
J4 是 有 界 寡 等 算 子 使 全 = ran JA, 从 而 臣 在 2 中 所 扑 可 补 . 

(2) 坟 (3) 是 显然 的 ， 参考 练习 27 的 (2)] 一 (4). 
练习 29 参考 练习 27 和 练习 28. 
练习 30 (1) 命 p(x) = sup | 2 je 得 下 半 连 续 的 半 范 数 :所 一 

iE 
R， 据 Gelfand 引 理 得 正 实数 c 恒 使 ptz) < cllzl、 命 glx) = fm - 
2 fle) 得 半 范 数 9g: 关 一 及 使 g(xz) (1+Ollzl 且 kerp 2 {zilie 
i 刁 
由, 从 而 kerp 了 机 ai 此 式 表明 ZE 弛 67ie; 时 ，T= 2 f(Tyer. 
ET iEJ YE 了 

(2) 命 吕方 = 3 | 将 得 下 半 连 续 的 半 范 数 gq : 天 * 一 下. 据 

Gelfand 引 理 得 正 实数 c 恒 使 9(f) < ci. 命 4(f) = imif 一 对 fe) 
自习 


得 半 范 数 9 : XX" 一 及 恒 使 qtf) < (1 十 ON 用 且 kerg > {li € ,从 而 
kerq 2 机 瞩 , 此 式 表 明 < 可 5 户 时 ， 了 = 2 (en) fi 
iE, ?人 ite 


86.6 加 集 与 超 和 平面 


练习 1 (1 设 r>0. 当 p(z) <r 且 0<t<1 时 ，p(tz/r) < 1. 因此 
tr/r ER. 命 t 一 1 得 ZX ErE. 内 此 (pp 挟 7) CrB. 由 此 得 (了 所 了 7) = 二 7E， 
这 是 闭 集 . 又 (p 0) = 门 {(p |r > 0 这 是 闭 集 . 因此 p 下 半 连 续 ， 

[2)] 必要 性 ， (p < 1) C 五 . 前 者 是 包含 原点 的 开 集 . 

充分 性 : 设 (XX); CB, 则 8 > 0 时 , rz E 人 zl+s) 五 . 这 样 p(x) < |z|| Ar 

{3) 据 Gelfand 引 理 知 p 连续 ， 
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练习 2 必要 性 : 设 {z C 互 且 (zi) 弱 收 化 至 z,， 据 定 理 Mazur 定理 ， 有 
强 通 近 x 的 序列 (yn) 使 如 是 {xi} 的 凸 组 合 . 这 样 (yw) 是 召 中 序列 使 
lim llgn 一直 一 0 因此 2 在 瑟 中 . 

充分 性 : 任 取 BE 中 强 收 敏 岸 列 (xn), 其 极限 记 为 了 . 因为 (zn) 也 弱 收 化 至 
TZ, 所 以 工 在 三 中 . 这 样 五 是 闭 集 . 


练习 3 命 e = supre ad), 则 有 MM 中 序列 (zn) 使 lmreFlz = 5b. 到 
子 列 后 可 设 (zn】 弱 收 敏 ， 其 极限 记 为 Y， 据 练习 2 知 2 仍 在 M 中 , 这 样 
ref(z) = limref{zn) =b, 从 而 bb 是 ref 在 MM 上 的 最 大 秆 . 

练习 4 命 a 一 inffgi :ye M], 则 M 中 有 序列 (gw] 使 limjyali = a. 这 
样 (yn) 是 有 界 序 列 ， 联 子 列 后 可 设 (Vn) 弱 收 化， 其 极限 yo 满足 


a < llyoll < lim |lynll = 0. 
和 一 


因此 go 是 好 对 原点 的 最 佳 迁 近 . 


练习 5 平移 后 可 设 忆 包含 原 点 . 取 互 的 Minkowski 泛 丽 p, 则 (p< 外 EE. 
当 zE 马 时 , 取 7> 0 使 O(z,7) C 互 , 据 本 节 的 练习 30 得 p(z) < 1. 于 是 
ECc(p<1). 因 此 E={p<1). 

到 a.b>0 合 aU CECHI. 任 取 XEXR 及 ?>0， 


azf{llzl|l+r} eaUv CE 
plaz/ {zl + 7)) < 1 ap(z) < 十 于 
TAUpfz) 十 门生 百科 DC 
lz/ wz) + ro < 5 = zl < wp(z] + 7). 
命 7 一 0 得 ap(z) < |xzl 所 bp(z). 约定 0/0=0, 命 f(x) = zlzApfz) 是 
g(x) = p(x)z/|izj|, 得 连续 映射 f,g: 一 光合 fg= gf 二 了 :XX 一 X. 
当 上 z| < 1 时 , ptf(z)) < 1 得 UV) CE; 当 p(x) < 1 时 , jlg(z)| < 1, 
得 g(B) CU 于 是 f(U)= EB. 


练习 6 (1) 充 要 条 件 源 自 数 学 归纳 法 ， 此 时 ， 当 f(xi) 专 ¢ 时 ， 
FO tw) & Df lr) SD ic= ec. 

这 样 (f 所 o 对 凸 组 合 封闭 ， 它 是 凸 集 ， 仿 此 得 (2). 

练习 7 参见 82.4 练习 4. 
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练习 8 当 (Zn) 强 过 近 x 时 ， (zn) 也 弱 逼 近 x, 因此 lim f(zn) < f(z2). 
练习 9 当 (zn) 强 通 近 x 时 ， (zn) 也 弱 有 逼近 zx. 因此 AZ) 所 lim f(zxn). 


练习 10 因为 (f < cj 是 凸 贱 集 ， 它 弱 闭 . 这样 站 弱 下 半 连 续 . 
练习 11 因为 (了 > c) 是 凸 闭 集 ， 它 弱 闭 ， 这 样 f 弱 上 半 连 续 . 
练习 12 因为 (p < 六) 是 吸收 的 均衡 喇 集 使 二 局 加 < 可 , 据 Baire 网 定 


理 得 7 >> 0 使 (XX); (p<1). 当 jz < 时 有 个 21 使 Pi)<1 且 
lz =- zi < r/2; 有 个 za 使 pfzzj< 1/2 有 旦 | 一 zl = 2 过?7/2， 如 此 
下 去 得 大 中 序列 (zn) 使 总 有 p(xzn) < 1/27 且 上 一 2 zi 齐 <7/2*. 这样 


[ee 


级 数 2 Zi 的 Cauchy 和 为 且 p(w) < 2. 这 表明 (六 ) 5 tp < 2). 央 此 


(p< 了 是 原点 的 邻 大 据 练 斗 1 知 p 连续 ， 
练习 13 设 4: 久 一 Y 是 Banach 空间 之 间 满 的 有 界线 性 算 子 ， 命 
p(y) = inH{llzl| : Az = 时， 
由 此 得 半 范 数 p : Y 一 及 . 任 取 了 中 Cauchy 可 和 级 数 yn 使 2 plyn) 有 
限 ， 对 于 + > 0, 取 yn 的 一 个 原 像 zn 使 zal| < p(t) 十 7/27, 这 样 X 中 级 
数 2 7r 为 绝对 可 和 的 ， 于 是 A Xn) 一 2 Yn 从 而 
P(2- yn) < | 2 Zn < 2 plyn) 十 了 


命 " 一 0 得 p(2 Yn) 所 2 plyn). 据 Zabreiko 引 理 知 ，p 连续 ， 


取 8> 0 使 [yl| <s 时 ， pP(V) < 1. 设 Az 一 yy 使 zl < 1. 这 表明 
(Y)s C A(X)1, 从 而 刀 是 开 里 射 ， 


练习 14 将 {zn} 生成 的 闭 线性 子 空间 记 为 了 , 它 可 分 且 据 Pettis 定理 知 它 自 
反 . 为 示 区 别 ， 对 于 y EY 记 训 9 = go 其 中 gE Y*. 据 86.3 定 理 1, 取 
子 列 后 可 设 (En) 在 Y* 中 弱 ”收敛 ， 其 极限 形 如 zo0( 其 中 zo E 了)， 对 任何 
f EX* 有 有 lm,lfly) = zolfly). 这 Wp lim f(xn) = f(x0). 

现 到 工 中 序列 (zn) 使 lm llz 一 za| = d(xz, 攻 . 显然 {Zn) 有 界 ， 取 子 列 
后 可 设 (zn) 弱 收 黎 ， 其 弱 极 限 zo 在 工 中. 于 是 (w 一 zn) 弱 带 近 作 一 0. 这 
样 x 一 zo 所 lm lz 一 zn. 于 是 gz;zo) 所 d(x, 荆 ). 因此 zo 是 对 x 


的 最 佳 逼近 . 
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练习 15 将 到 视 为 实 Banach 空间 时 记 为 了 , 有 此 事实 ， 了 是 六 上 复线 性 泛 
函 当 且 仅 当 7 上 有 唯一 实 线性 证 函 9 使 恒 f(z) = g(x) - V=19(V=-Iz), 若 
记 gz) = gv Iz), Wf=g9 -vlg, ff = jol. 

必要 性 ， 任 取 pp EY"*, 规定 泛 函 坟 € R”* 如 下 ， 


wg— Vlg) = pl) — Vlp(g9r) :geY", 
从 而 有 x E 六 恒 使 (了) = 了 (7X), 此 即 
pl9) — Vv—19p(9:) = 9(7) — V—19«(2). 


由 此 得 p(g) = g(x】. 注意 到 x EY, 从 而 站 自 反 。 
充分 性 ， 任 取 划 E 三 拉 . 规定 p EY 如 下 ， 


p(9) =rey (9 — v1lg) :ge YY”. 
从 而 有 Wy EY 异 使 p(g) = gl?). 此 即 re ww(f) = (re 了 (vy). 以 v=TF 代 圭 
了 可 得 im 名 (f) = (im 用人). 这样 加 (及 = 了 ( 胃 , 从 而 天 自 反 . 
练习 16 (1) 任 取 9 的 两 个 凸 组 合 和 ai 和 二 bw 则 
2 二 了 一 
| 2 ari — 2 by2l = 2 2 oibyri — 2 2 byaiysl 
名 了 1 2 2 
=|| 2 oby(ri — Yi) & 2 oibsllri ~ yl < diam S$. 
和 了 3 
可 见 ，diam cov 太志 diam 5. 注意 到 diam cov 5S = 二 diamctovS 有 diam5 芯 
diamecovg 即 可 . 
(2) 任 取 z < S 并 任 取 9 的 凸 组 合 y = 名 好 2 则 
2 三 


上 一 神志 | 皮 一 强 二 上 2 Bi 一 囊 
么 | 一 外 十 2 区 is 一 好 
&|r — y+ diam 5. 
上 式 关 于 所 有 2 ES 和 yecovS 取 下 和 确 界 即 可 . 


练习 17 只 证 明 充分 性 ， 据 闭 集 套 定理 ,说 明 到 中 直径 趋向 零 的 闭 集 套 (5) 
有 公共 交点 即 可 . 据 练 习 16(1), (63 Sw) 是 羡 中 直径 趋向 零 的 闭 同 集 套 ， 取 
其 公共 交点 7. 当 忆 之 n 时 ， 据 练习 16(2) 得 


dz, Sn) & dlz, Sp) & d(x, EOv HSE) + diam Sr. 
命 上 一 oo 得 zx, Sw) = 0. 因此 了 在 每 个 5 中 ， 
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练习 18 只 证 明 必 要 性 ， 任 取 大 中 育 径 趋向 堆 的 子 集 套 (55,), 则 (2 ) 是 直径 
趋向 堆 的 闭 集 套 ， 取 其 公共 交点 zx, 则 


d(x, Sn) = dz, 35) =0:n21. 
因此 x 是 所 有 5n 的 接触 成， 


练习 19 旨 ) 坟 (2) 源 自 Pettis 定理 . 

(2) 坟 (3): 将 {zn} 生成 的 闭 线 性 子 空间 记 为 上 , 它 可 分 ， 据 条件 知 上 自 
反 . 用 练习 14 的 第 一 个 结论 即 可 . 

(3)=> (4): 取 Yn 所 Fn,, 取 子 列 后 可 设 (zn) 弱 收 钱 ， 其 极限 记 为 ZX, 因为 
(zkjk>n 是 凸 闭 集 En 中 序列 ， 其 弱 极 限 x 在 En 中 . 

(4) 坟 (1): 因为 无 中 直径 趋向 零 的 凸 闭 集 套 都 有 公共 交点 ， 所 以 据 练习 17 
知 革 完备 .如果 外 不 自 反 ， 用 以 下 练习 20(3) 一 (1 的 证 明知 居 中 有 个 有 界 
贞 闭 集 套 无 公共 交点 ， 政 着 . 


练习 20 (1) 过 (2): 据 练 习 15, 恒 设 关 是 实 空间 设 了 :和 一 人 发” 是 典 则 和 赃 
入 . 取 PE 使 c < Go) <1 可 设 c< wl <1. 车 能 说 明 (*)1 
中 有 序列 (hn) 且 ( 蔷 )i 中 有 序列 (zn) 恒 使 p(hn)= 二 6 且 i 所 I 时 (8) 二 c 
而 > 了 时 hi(%7) 二 0, 命 zn 为 zn 的 单位 化 而 jf 为 hn 的 单位 化 妈 可 . 
取 hi E{X*)1 使 p(hi) 二 cc 得 上 > cc 取 z1 EE (1 使 有 (3) 三 人 

设 满足 要 求 的 hi, 如:<n 已 取 好 . 命 b== cfd(p,J(X)), 则 0<5<1. 当 
21…… ,an 是 实数 时 ， 

| 2 oi0 + anc| = lanlbd(yp, J{(X)) 

4 人 


< 3», Qid Zi 十 anipl|. 


据 Helly 定理 ($6.3 练习 14), 有 个 hn E (XX*)1 使 p(hn) =c 且 i<n 时 
(72i){h) = 0, 这 即 hn(%) = 0. 因为 


[2 ac = 2 op (hi)| < Nollll 2 oihill, 


EE 


所 以 再 据 Helly 定 埋 ， 有 个 zn E (1 使 i 时 hi(zn) 二 . 
(3) 过 (1): 据 练习 19(1) 祝 (多, 说 明 六 中 (BOY zi) 这 个 有 界 凸 闭 集 讲 无 公 


共 交 点 邑 可 .否则 ， 取 其 一 个 公共 交点 zo、 当 人 寡 n 时 ， 所 (zi) 之 c, 因此 
2z € COV mi 时 f(z) 之 ce, 由 连续 性 得 f(xo) 之 c. 任 取 2 > 0, 则 有 >>1 和 和 


zEcov{zili 人 ek} 使 ||z 一 zol| <&. 当 n> 时 ， 
| 疡 (zol = |fn(zo — 2)| < <. 
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可 见 lim f(x0) = 0. 矛盾 . 
(全 (gj: YE cov2i ze ov 时 ， 
|y—22 fnritz—) > 
(5) 志 (1): 据 练习 19(1) 过 (和 9 说 明 XX 中 有 界 喇 闭 集 套 (8072;) 无 公共 交 
点 即 可 ， 否 则 ， 取 其 一 个 公共 交点 xz, 则 有 nn 和 gE cevzi 使 | 一 gj < cf2. 
也 有 个 z € ov zs 使 ||z 一 2 < c/2, 这 样 jy 一 ?li < c 矛盾 ， 
最 后 注意 到 ， (2) 过 (3) 和 (生字 (5) 都 是 癌 然 的 . 


练习 19 的 证 明和 练习 20 的 证 明 在 相互 引用 彼此 的 结论 , 似乎 有 循环 论证 之 
嫌 恬 .但 请 注意 ,练习 19 已 证 明了 (全 (2) 全 (3) 全 (4)， 而 练习 20 证 明 (3) 坟 (1) 
和 (5) 全 (1) 时 用 到 了 练习 19 的 (1) 坊 (4. 这 样 练习 19 证 明 (4 一 (1) 中 用 到 
练习 20 的 (3) 僵 (1) 就 无 问题 ， 因 此 这 里 没有 循环 论证 . 

练习 21 (1) 当 0 < z <1 时, 命 en(z) = 2", 由 此 得 CI0,1] 中 序列 (en 
命 已 , 二 COV{es|k 之 n}, 由 此 得 C[0, 1] 中 有 界 凸 闭 集 亦 ( 瑟 。) 


1? 
当 了 是 凸 组 合 之 akek 时 ， 上 二 二 上 用 


i 
Og fe > Aaken = en. 
点 一 员 


此 结论 在 了 E Ey 时 也 对 ， 如果 C0,1] 自 反 ， 则 (Bn) 有 个 公共 函数 加 , 则 总 
有 fo)=1 和 0&2<1 时，f(z) 二 zn. 取 极 限 得 fo(x) = 二 0. 据 训 的 
连续 线性 得 f0 一 0, 与 fo(1) 一 工 了 矛盾， 

(2) 在 站 中 ， 命 已 = 5OVen, 其 中 en 是 第 n 项 为 1 其 它 项 为 0 的 数 


列 . 当空 是 凸 组 合 二 aiei 时 ， zl = 二 1 且 当 nn 时 ，zwi = 0. 于 是 如 


中 有 界 凸 闭 集 套 (E, ) 无 公共 交点 . 
(3) 在 fo 中 , 命 也 二 D507 fn, 其 中 是 前 项 为 0 其它 项 为 1 的 数 


t 
列 ， 3 区 是 册 组 合 > 0ifi 时 ， 若 守 入 如 则 2 一 0 若 ?> 则 2 一 1. 于 是 


凡 中 有 界 目 闭 集 套 (E, ) 无 公共 交点 ， 

(4) 当 |z| 所 1 时 , 命 en(z) 二 2”, 由 此 得 4(ID) 中 序列 (en). 然后 仿 (1) 
的 过 程 : 命 Bn 一 50V ei, 则 (En) 是 4(D) 的 中 有 界 凸 闭 集 赛 . 当 了 & coves 
时 ，f(1)=1 且 0 所 2 苹 1 时 0 世 了 (r) x". 此 结论 在 了 E Bn 时 也 对 . 
如 果 4( 了 D) 自 反 ， 则 〈 瑟 ,) 有 个 公共 函数 f, 同 (1) 知 f{1)=1 有 0<z<1 
时 ， f(x) =0. 于 是 也 = 0, 矛盾 . 
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练习 22 考虑 [en) 的 任何 一 个 子 列 (e4,,). 命 (2) = (一 1)?xi, 由 此 得 站 
| 连续 线性 涝 函 六 使 (es ) = (一 1)” 这样 (ek) 不 能 收 全 

练习 23 (1) 可 设 和 4 有 界 . 到 和 4 各 中 序列 (xn) 和 (yn) 使 lim jz 一 名 | 一 
c， 时 见 (yn) 也 有 界 ， 取 子 列 后 可 设 (zn) 弱 收 敛 ， 其 极限 z 在 A 中 .再 取 子 
列 后 可 设 (如 ) 弱 收 敏 ， 其 极限 y 在 BB 中 ， 于 是 


oO<lz -Ws lim len — yn ge. 
nC 


(一 (2) 定 人 3) 是 显然 的 . 
练习 24 (1) 取 天 的 中 单位 向 量 序列 (zk) 使 Span zx 稠 于 XX. 命 


alf, 9g) 一 沁 Hg 


:fqeM. 

要 证 是 且 上 满足 要 求 的 度量 . 显然 4 满足 对 角 平 几 性 、 对 称 性 和 三 角 不 等 
式 , 设 d(f,9) 二 0, 则 了 (zk) 二 9(zk)， 因 为 和 g 部 是 连续 线性 江 函 且 
span zt 稠密 于 关 , 所 以 对 任何 +E 下 有 f(x) = g(x), 此 即 f=g. 

设 (所 ) 弱 * 收 伍 于 六 据 85.1 定理 1 知 lim d(fn,f) = 0. 反之 设 
lim d(fn,f) = 0. 据 85.1 定理 1 知 ， 当 >1 时 ， jian fn(z4) = f(ze). 
命 p(z) = Him |fn(z) -f(z)|, 得 六 上 半 范 数 p 使 Pp(z) < 2lzj， 可 
见 kerp 是 含 {zk} 的 闭 线 性 子 空间 ， 从 而 kerp = 立 ， 这 有 即 x E XX 时 ， 
im fn (2) 一 ft). 因此 (fn) 习 * 收 伍 于 . 

可 见 度量 空间 (MM,d) 中 的 收敛 就 是 弱 ”收敛 . 

(2) 据 86.3 定理 1, 34 中 任何 序列 (fn) 有 弱 * 收敛 的 子 列 (其 极限 在 用 
中 ). 因此 (MM,d) 是 紧 空 间 . 

(3 提示 : 命 [Az}( 了 ) 二 f(x), 得 等 中 算 子 4 : 基 一 CM)， 取 连续 满 
射 汪 : 玉 一 1M, 命 Bg = gy 得 等 虐 算 了 B : C(K) -、C(M)， 对 于 
he C(K), 可 作 上 的 连续 延 折 Eh : |0,1] 一 CC 使 其 在 被 称 去 的 开 集 的 任何 一 
个 构成 区 间 中 都 是 线性 的 ， 得 等 距 算 子 E : C(K) 一 Cl0,1]. 

(4) 从 以 结论 可 见 ,在 等 忠 同 构 的 意义 下 ,可 分 赋 范 空间 都 可 视 为 CI0, 1 的 
线性 子 空间 . 
练习 25 提示 : 万 等 距 同 构 于 可 分 空间 三 /天 的 共 罗 空 间 ， 这 样 /+X 等 距 
同 构 于 天 的 共 斩 空间 ， 据 86.2 定理 4 知 多 可 分 . 
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练习 26 对 于 7 E c, 命 如 (2z) 为 2 的 第 nn 项 而 了 (zx) 二 lim fn(2). 于 是 
记 ,f 都 基 e 上 连续 线性 汉 本 使 一 f(z)e 十 沁 (如 (z) 一 f(z))en. 全 


4z = (f (2), (2) — Fz), folz) — f(2), 1 ). 
由 此 得 线性 算 子 4 :ce 一 co. 又 1 4 乞 2 源 自 下 式 
(f(z), [fn C2) — Fa) & 2lelloo. 
设 A7 = 二 0, 则 f(x) 二 0 及 让 (X) ==0. 这 样 Z = 二 0, 对 于 yeEco, 命 
t= (f+, A + fa WD + aD, ). 

由 此 得 z Ec 使 Ax == yy. 因此 A 是 双 射 且 | 4- 直 所 2 这 样 4:c 一 co 是 
拓扑 间 构 . 

若 有 保 范 同 构 本: co 一 6, 将 这 两 个 空间 的 单位 闭 球 分 别 记 为 Bo 和 8, 则 
TBo = B. 这 与 B 有 端点 而 Bo 无 端点 了 矛盾， 
练习 27 co 与 c 不 拓扑 同 构 但 它们 的 上 共 斩 空 间 都 与 1 凡 等 距 同 构 . 
练习 28 据 85.4 练 习 28, 可 设 革 是 一 个 Banach 空间 站 的 子 空间 . 以 王 开 六 
代替 了 后 可 设 了 可 分 ， 据 练习 24, 可 取 等 距 答 入 4 :Y 一 CC[0,1]. 于 是 限制 
Alx 将 下 等 中 舱 入 至 CI0,1] 中 . 


练习 29 取 非 零 了 E XX* 使 supre 了 (LB?) &< ref(xo). 据 85.2 范 数据 扑 的 性 
质 (14) 知 supreftE) & reflzo). 


练习 30 必要 性 : 取 81 合 05 研 1 是 XESIE. 取 ss2 交 0 使 Esok. 
命 7" 二 (1 一 31)/32. 当 0 <t+<7 时 ，s1 十 ts2 < 所 1. 于 是 


r+tu+OcsE+tssE+(— ss -ts)b=E. 
充分 性 : 可 设 p(X) 关 0. 取 >0 使 D<tt<7r 时 ，z 二 达 在 吾 中 此 时 
pz 二 t2) 所 1, 即 {十 fjp(2) 把 1. 因此 p(x) <1. 
87.1 内 积 空间 
练习 1 命 c=|zoll 二 yo 十 1. 设 |z 一 zo <1 且 有 一 各 <1, 则 
{2,2 ~ (ro Yo)| & lz ~ zo, + [zo ~— yo)| 
<llz ~ zollllyl + fzoltlly — goll & clz 一 za 人 一 加 由: 


可 见 z 工 一 xo Yo 时， (2, = {0, V0). 
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练习 2 当 z ED 时 ，{z 一 Zz1;2 一 0. 示 式 记 为 (A), 据 内 积 的 共 罗 线 性 知 
z E spanDD 时 ， (A) 成 立 . 据 内 积 的 连续 性 知 z € 蚤 于 D 时 ， (A) 成 立 . 命 
z= 二 人 一 X21 得 | 一 x 二 0. 于 是 = zi1. 


练习 3 命 ((zn), (yn)) 一 2 100? en,yn) 即 可 . 


练习 4 按 Lebesgue 测度 平方 可 积 的 连续 函数 了 ; 恨 一 民 的 全 体 匡 是 实 线 性 
空间 ， 它 按 内 积 《fj,9) = /有 (2)9(z)dz 成 为 内 积 空间 .题目 中 的 短 阵 记 为 A. 
命 (XY) = exp( 一 i2?), 得 寺中 向 量 组 及 ,… ,fn 设 @1 有 i 十 … 二 anfn = 二 0 
这 却 
al exp( 一 22) 十 十 onexp( 一 nz 人 一 0:7E 取 . 
于 是 Qt 十 一 十 nf 下 二 0,0<t< 之 1. 这样 一 一 cn 二 小 
注意 到 《〈 户 , 户 ) 二 YT/(i 十 有 站; Gram 阵 4 正定 . 


练习 5 上 必要 性 ; 命 Es 是 第 i 项 为 1， 其 他 项 为 0 的 nn 维 复 向 量 ， 则 {e1, 机 ,En} 
是 CC” 的 - -个 线性 基 . 命 at = 了 (ey,61) 且 太 三 [aizjnxn; 则 有 妇 是 e1,.… ,en 
关于 内 积 了 的 Gram 阵 ， 它 正定 ， 现 在 


f(r) = f 三 ie 于 wo = Pom/ (es ed) 
1 


= Viij Ty = {Ax, Y)- 


i117=1 
充分 性 是 显然 的 ， 
练习 6 作 [0,1] 上 函数 /lz 三 1 而 gz) = zx, 则 
lf+gl rf -gl =4+1=5 


而 20 二 gl2) = 4. 因此 一 致 范 数 不 满足 平行 四 边 行 公式 . 
在 如 中 ，jlei 土 ez 上 肌 二 22/3 而 2jjeill8 十 2jjezl3 = 4 这 样 如 - 范 数 不 
满足 平行 四 边 形 公式 ， 它 不 由 内 积 诱导 . 


练习 7 注意 到 YL Si 当 且 仅 当 iE J 时 wwLS5; 即 可 . 
iEJ 
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练习 8 并 示 : 据 Riesz 表示 定理 ， 作 L?|0,1] 上 的 迷 续 线性 汉 晴 记 使 
1 
= [g(t)dt: 9 € L200,1]. 
全 


命 Tf = 产 , 这 得 等 路线 性 算 子 全 : 瑟 一 二 [0,1] 使 ran = ker 划 于 是 
ran 人 了 是 £2[0,1| 的 完备 子 空间 ， 这 样 五 是 完备 的 内 积 空间 ， 其 内 积 如 下 


1 一 一 - 
(fh) = RAI - 


最 后 对 wp 用 Riesz 表示 定理 可 得 满足 要 求 的 g. 
练习 9 先 证 明 (fi, 方 ) = 60. 这 源 自 下 式 : 


f eriV -Ts Ee2riv lr 
0 
z=1:i=j 
二 2 Dv Tir 0 
一 -一 一 -一 -一 一 一 和 
mr 7 


将 在 已, 上 的 喜 交 投影 写成 二 asfi, 据 最 小 二 乘法 得 oj = ( 户 方 ). 于 是 


e—1 
Qa, 二 eT—27IV 一 | ar = 一 一 一 一 一 . 
| 1 一 27jv/ 一 1 


练习 10 记 人 二 [zi Jmxn 且 zy 一 [Wij lm x 则 T= 一 [2 VEITkj |nxn: 于 是 


(gy, 2) 二 3 2 er -过 ob = {zx , 功 ， 
易 说 明 {az 十 by, 2) 二 a{2,2) 十 bty,z), 其 中 a,b 是 复数 ， 现 在 
{XY, 2) 一 入 二 [zal 之 人 0 


i=1 j=1 
它 为 0 当 且 仅 当 诸 分 量 zij = 0 当日 仅 当 x 一 0. 于 是 Mmxn(C) 按 作成 
为 内 积 空间 ， 其 完备 性 源 自 有 限 维 赋 范 空间 都 完备 . 


练习 11 最 小 二 乘法 . 
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练习 12 命 pn(f) = | yz) en(z)|dzh, 得 连续 线性 证 函 pn : L?(T) 一 CC 使 


H?(T) = N{ker paln > 1}. 这 样 H?7(T) 是 Banach 空间 L?(T) 的 闭 线 性 
子 空间 ， 它 也 是 Banach 空间 . 而 及?(T) 是 Hilbert 空间 L2(T) 的 闭 线性 子 
室 间 ， 它 也 是 Hilpert 空间 . 


练习 13 提示 : zn 一 Zz 二 xn + 上 | 一 2retzn, 2). 
练习 14 提示 ; |‖zn 一 Xol| = sup nt) — zolW)|. 
ve 


练习 15 据 84.3 有 关 性 质 ， 训 设 4 是 概率 测度 而 v 是 测度 . 
存在 性 ; 使 z( 吾 ) 有 限 的 可 测 集 吾 全 体 丸 是 个 环 . 命 c = sup{4(B)|E < 
RR}, 于 是 及 中 有 序列 (4) 使 c 一 lim jp(4n). 命 A= Uy, 4 则 Ad) = 


c 命 = 4e， 任 取 B 的 可 测 子 集 户 着 KZ = 0, 则 v(F) = 0; 
车 CF) > 0 则 PUB > c 表明 v( 下 二 +co， 因 此 限制 在 B 上 ， 
dy = (+oo}dp. 

因 4 是 z 的 e- 有 限 集 , 据 84.3. 有 关 性 质 可 设 v(4) 一 1. 记 入 = 十 v 
当 了 E L2(A, 入 (这 视 为 实 Hilbert 空间 ) 时 ， 


[Je < ffhadp f lap & {iflaX. 

A A 蕊 A 
因此 f 五 fdr 是 I2(4, 14) 上 的 连续 线性 泛 函 . 据 了 . Riesz 表示 定理 得 一 

内 
个 gEI2(4, 和 使 fe (4, 入 时， /fay = 了 79dA 在 了 为 可 测 集 忆 的 
特征 函数 时 9 可 得 (二 = 99A 和 A. 因此 dh gaA. 
命 G=(g 0 0， 于 是 (G7) = 0, 从 而 v{G) = 0 上 且 
和 A(G) = 0. 去 了 Ga 可 设 9 > 0. 这 样 dX = 9 ld, 从 而 
dv = dA— dx=(g !— 1)dp. 


注意 到 vv 之 0, 从 而 (9-1 < 1) 是 个 jp- 学 集 . 去 此 jp- 淮 集 后 可 设 9 1 1. 
可 匈 ，0 <g 生 1. 在 和 4 上 命 1 二 g 1! 一 1 而 在 晴 上 命 f 了 = 十 oo 即 可 ， 
唯 -- 性 ; 若 dv = fdp, 命 EE=(fi <r<s< 记 ) 则 


WL < ru(E) < su(E) < { fod 


上 式 两 端 相等 ， 所 以 AI 五 ) = 0. 于 是 AI 万 < 2) = 0 源 自 下 式 
(fi < fo)= Hf <r<s < fo)r,s EQ:r < s}. 
同样 jg(1 > f2) ==0, 从 而 了 与 户 几乎 处 处 相等 . 
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练习 16 当 瑟 中 单位 向 量 z 与 y 适合 zx 十 串 > 2 一 26 时 ， 据 平行 四 边 形 
公式 
lz— y+ lz+ yl = 2lzl + 2lyll” 
得 ||z 一 | < 2Y25 一 六 ,可 见 Jim wx (6) =0. 
(2) 当 XX 中 非 索 向 量 x 与 % 使 本 十 名 = |x 十 jiyl| 时 ， 将 此 式 两 边 盏 


zl + vl? + 2re(z,y) = lzl? + yl + 2lzllilyll. 


可 见 ， re{z, 久 二 ||zilllyl. 据 Schwarz 不 等 式 为 等 式 的 条 件 知 有 非 鹤 数 c 使 
y= 二 ez. 于 是 | 上 十 c==1 十 |e|, 可 见 e> 0. 


练习 17 以 fn 一 了 代替 fn 后 可 没 了 = 0 因为 lim { 岂 , 刀 ) = 0, 有 个 
kz > kl 一 上 使 | < 1. 轨 钠 地 取 knt1 使 
max{| fk,, fer) li < n} 入 mi 


取 常 数 c 使 种 有 fn 所 


fe, 2 | (fr, re fts) 
| =- 疙 交 2 瑟 
c 2 1 ec 2m—1) 加 
“D+ 72 0 


练习 18 仿 练 习 17 的 证 明 . 


练习 19 请 注意 一 个 事实 dtz, 5) = 上 zs 一 Az) 因为 (f(z) 十 f(z))/2 在 
S$S 中 ， 所 以 


dz 9)2 < EA 2 12) zl? 
jz — f(z) + 4d(, 5)° 
Sf(z) = z— (F(z) — oN + NF) — z+ f(z) — zl 
=2| jz) — zl + 20f(2) — zl 
=2d(x, 5S) + 2|f(2) — xl. 
注意 到 2 呈 d(x%,$) 是 一 致 连续 的 ， 所 以 
lim |f (2) — FO < 2 — fz) — 2d(z, 3 六 =0. 


这 样 了 在 任何 一 点 z 连续 ， 从 而 是 连续 映射 . 
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37.2 共 斩 算 子 


练习 1 (1) 命 f(z) = anl21 十 .十 onkzb) 则 (所 :2 一 O81 是 逐 点 
收敛 的 连续 线性 汉 函 序列 ， 据 Banach- Steinhaus 定向 sup oI < 十 ce. 据 


Riesz 表示 定理 知 |f||? 二 3 |enij2， 可 见 
i=1 


[es] 内 
> lawl? = sup Y lensl? < 十 ec， 
(2) 必要 性 ; 命 工 = (1 ,Tn 0,0,. 1), 则 
mn 2 oo nn 
2 ovr & | orl =|Azl?. 
i=1 j=1 i=1 j=1 


可 见 命 一 |14||2 即 可 
充分 性 : 对 任何 2 = (zl zz ) EB, 当 m,n 二 1,2,.… 时 


> | 2 irl < ‘2 EA 
据 (1}, 先 命 多 一 00 得 
沁 | 学 a < eH | 


7=1 
再 命 1 一 co 得 Az < el 所 以 |4| < Ve. 
(3) 源 自 Schwarz 不 等 式 ， 2 | > aijzil < < >， laij jlz2. 
| 


说 1 jl 


练习 2 这 尾 83.4 练习 9 的 特殊 情形 . 也 可 如 下 证 明 : 任 取 zc io, 则 3 aiz 
j=1l 
总 收敛 ， 于 是 
14zla = 和 | 包 miral 
二 > VO | 
HIE va 
< (ap)(F YL) 


i=1 j=1 j=1 Py 


EP 


< $F op < polo 
tb17=1 Di 


这 样 4 : 19 一 12 是 有 界线 算 子 ， 它 有 唯一 保 范 延 折 4 : 12 -12. 
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练习 3 有 界 性 源 白 Schur 判别 法 和 下 式 

2 1 1 oo dx i 

TIV dETavi Vi 
当 ] 记 j 太 册 时 ， 命 Qi 三 1/(i 十 间 ; 否则 命 ai 二 0, 命 An 是 [aij]iijz1 
少 导 的 线性 算 子 ， 它 为 正 算 子 并 且 (4) 递增 至 4, 这 样 4 是 正 算 子 . 


练习 4 因为 Uz1~Uzxol = |z1 一 Zaj, 所 以 U 是 等 距 的 .由 于 U{2x0) = 3xo 
而 2U wo = 4xo, 因而 UV 非 线性 的 


练习 5 只 证 明 必 要 性 : 命 (2 四 = relz| 碎 , 它 是 实 双 线性 的 ， 又 
(Y, 2) = re (x|Y) = re{z, Y). 


这 表明 (-,…) 是 对 称 的 , 现在 (x, 2) 二 (x|z) 之 0, 其 中 等 号 成 立 当 且 仅 当 了 = 0. 
于 是 人 ') 是 实 内 积 . 由 上 面 等 式 刘 ret,, 人 与 人 人 诱导 相同 范 数 . 
由 他 ,V 一 =Tetz|V 一 1) 知 im(z|y) = (x, V 一 地 ) 得 


(了 及 一 (2 办 十 V 一 Tc,V 一 1 


练习 6 先 证 明 已 保持 内 积 . 当 2,z & 六 时 ， 
lvzl = vz — vol = lz -0 = lzll, 
vz ~ Uz = Uz ~ 2(U%, Uz) + IUzl, 
lz ~ zl = el ~ 27,2) + lzll, 
比较 上 面 的 等 式 得 (Uz, Uz) = (ZX, >). 据 此 有 
lIU(z+z) -Uz -UP =]Ur + + lv + luz 
—2{U (z+ 2), Ur) — 2U(z + 2), Ux} + 2(Uy, Uz)} 
=||z+ z+ lzll :+z 2+ 2, 2) 一 2 十 2 2 + 2(r,2). 
这 式 是 鹤 ， 于 是 Uz 十 2z) 二 Uz 十 Uz, 当 上 是 实数 时 ， 
IUtts) ~ tUz) = IU + Ua ~ 2U (te), U2) 
=|tzl + tie = 2 (x, 7x) = 0. 
这 样 U(tz) = tUx. 于 是 U 是 线性 算 子 . 


练习 了 UU 不 一 定 是 线性 算 子 .考虑 了 : CC 一 C,z 一 却 刚 了 是 共 谍 等 距 映 
射 ， 一 般 而 言 ， 为 使 5 是 复线 性 算 子 需 U(Vv 一 12) = vy 二 IUzx 恒 成 立 . 
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练习 8 (1) 必要 性 源 自 以 下 等 式 : 
{AT, 7) = (人 42) = {Ax, x). 


充分 性 ， 因 为 4 = A1 + V 二 142, 所 以 总 有 《4a7,z) = 0,， 由 极 化 恒等式 
知 总 有 《2x,9) 二 0. 这样 42 二 0, 从 而 丰 自 伴 . 
在 (1) 中 以 V 一 1 有 代替 4 可知 (2) 成 立 . 
练习 9 因为 znii 上 == 可 |zn| 2 所 以 U4 是 等 星 算 子 . 现在 
Lr 


nnEB 


(UU = (UF) = Pn-141 = Tn, 


(UU Zz)n 一 (CC_Zjn+1 一 Tnt+i—l 二 Yn. 


这 表明 TD = 太太 = 工 现在 U* 二 U_ 源 自 F 式 


(U4T YD) = Dy Ri = TD = (FU 
jE jEE 


练习 10 将 那个 上 确 界 记 为 5, 则 6 所 |All. 事实 F， 当 jz < 工时， 
(Az, x} < Ariel < ANDzl? < A 
当 zx <1 时 , 命 y= 二 Az/(4zl +e), 得 
(Az, | & Vv Ar, OO bh. 

于 是 Ax? 所 584Azl 二 2). 命 E 一 0 得 上 4zj 所 5b. 于 是 上 所 邓 . 
练习 11 只 证 明 充 分 狂 : 据 83.1 和 例 3, 可 取 正 实数 值 可 测 函 数 包 使 dp 为 概 
率 测 度 . 命 dy 二 wdp, 则 LYOM,v) = LUM,j. 使 Uf = fvyw, 这 得 西 
算 子 :CMD) 一 2(ML Dh) 使 UmyU = 而 其 中 全 表示 L2(M ,vw) 
上 yw 对 应 的 莱 法 算 子 . 以 vv 代替 并 以 U*AU 代替 4 后 可 设 4 是 概率 测度 . 
设 e 是 取 值 恒 为 1 的 函数 , 命 p = 4e. 

当 了 木 性 有 界 时 ， Amye = 二 myde, 得 站 = fw， 于 是 上 fwpjlz 所 
42 当 芋 > 旧时 , 命 互 = (lp| > 如 而 了 是 其 特征 函数 ， 则 


lpl dp < MAN Lap. 
gE 


于 是 蕊 p(B) 所 1 42A(CB)， 从而 风 百 ) = 0， 这 样 pljo。 上旬， 注意 到 
Fe 月 秽 于 52(M ,jp). 可 见 ， 4f = pf 对 任何 平方 可 积 函 数 f 成立， 
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练习 12 取 1 中 包含 {enlm 六 1} 的 -- 个 Hamel 基 吾 ， 固 定 一 个 eo E 
百 \ {en|n 之 1}, 作 线 性 算 子 A: 一 信使 Aen 一 eo 且 e EB\{eo} 时 
Ae 一 0. 如果 4 有 界 ， 刚 得 以 下 矛盾 的 式 子 : 


AX = 之 TnAen = 0. 
=1 


命 Bz = 并 ric 得 线性 算 子 日: 已 一 人 使 Bekg 一 el1 :下 委 交 而 
Ber =0: pn 可 见 [Bexlls & i 而 Beills = 1. 因为 


(Bz,€1) = De = {7， 3 ei), 


所 以 B*ei 一 二 ei. 于 是 ||B*ellly = Vn, 从 而 |B|| = 8*|| > Vi 
练习 13 4 和 B 是 线性 算 子 ,但 可 能 无 界 . 如 将 上 a 神 为 12 的 内 积 子 空间 ， 命 
人 二 Y = 4 而 无 界线 性 算 子 4 = 已 :10 一 10 定义 为 
(zi2a Tin) = (T1282 ,Nn ). 
则 4 和 五 满足 条 件 ， 一 般 地 ， 为 使 4 和 有 界 ,可 设 X 和 了 完备 . 
练习 14 只 证 明 充分 性 : 记 fz,9) = 二 lim (Anz, 奶 . 据 一 致 有 界 原理 ，{ An} 


一 致 有 界 ,从 而 有 : 久 x 针 一 区 是 有 界 半 双 线性 型 它 对 应 的 有 界线 性 算 子 记 
为 4, 则 (An) 弱 算 子 收敛 于 A. 


练习 15 由 极 化 恒等式 ， 当 ZY E 二 时 ，((A4nz, 雏 )】 恒 收 倒 . 据 (1)，( 4) 
弱 算 子 收 伍 ， 其 被 限 记 为 4. 对 等 式 {Anz, y) 一 《2， 4 扩 取 极 限 得 (AT, Y) 一 
人 好, 4 功 . 这 表明 4 是 自 伴 算 子 . 

在 4 都 是 正 算 子 时 ，《4z,zy = lim(Anz,2) 安 0. 因此 AZ 0. 


练习 16 提示 ， (1) {0} 和 位 }.，(2}) 因为 (Pz,z) = 5 |zan|?, 当 2 取 遍 
开 区 二 

?2 的 单位 球面 时 ， 已 jz2nj2 取 遍 区 间 [0,1] 中 的 值 ， 于 是 sr P = [0, 1]. 

练习 17 设 zo 和 2 是 互 中 单位 向 量 ， 命 ci 一 (Axi, Ti) 及 


[co， co] 一 {(1 一 t)co 十 tel 人 0 过 世 扫 1}. 
要 证 明 [eo,elj ES sr 4. 订 设 co 关 c1, 取 复数 8 和 ce 使 b 关 0 


2 1 (j=) 
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可 见 {0,1} CG bsr A 十 c= 二 sr(54 十 cT)， 注 意 到 [co,c1] CG sr 4A 当 有 是 仪 当 
US sr(64A 十 cD), 可 设 i 一 
取 4 的 实 部 妃 和 虚 部 C, 则 (Czxi, zi) 二 0. 取 模 1 复数 入 使 (Cxo, zl 
为 纯 虚 数 ， 由 于 《4Azo, Az0) = (Axo0, X07), 以 和 zo 代替 To 后 可 设 (Cx0, 21) 
为 纯 虚 数 ， 因为 co 天 ci 所 以 zo 和 xi 线性 无 关 ， 当 0 &t 二 1 时 ， 作 非 零 向 
量 zi = 人 一 站 20 十 故 1. 出 于 
(Cai re) = (1 — tt) {Oxo0, ro) + (Or1, zly》 
+ (1— tCro, £1) + (Cr1, zo) 
= (1 — tt((Czo, 21) + (rz1, Czo0) 


一 (1 一 上 ttCzoZ1) 十 {CZo)Z1，》 一 他， 


这 样 (4zt, zt) 总 是 实数 . 将 zt 单位 化 得 冯 , 则 区 间 上 [0, 1] 上 连续 函数 f(t) := 
(42; zi) 在 左右 端点 的 值 分 别 是 0 和 1. 据 介 信 定理 知 f 的 值 域 包含 区 间 [0, 1]. 
这 样 sr 4 包含 [0, 11. 


练习 18 (1) 命 4z = Z|J, 这 得 保 内 积 的 线性 算 子 4 : 互 一 2(J)， 对 于 
z EEL), 命 z= z 且 z(9) = g(z), 则 xX EH 使 Ax = zz. 于 是 4 是 满 
射 ， 从 而 4 是 等 距 同 构 ， 可 见 且 是 Hilbert 空间 且 4 是 西 算 子 . 

(2) 命 f(z) = 2 则 了 是 记 上 连续 线性 泛 函 使 z( 人 = FL4z)， 从 而 赋值 
号 函 2 mm 2 连续 . 由 x(9) 二 9(Ax) 和 9 的 不 连续 性 知 了 吓 2(9) 不 连续 . 


练习 19 提示 : 据 Riesz 表示 定理 ，A 是 有 限 秩 算 子 当 且 仅 当 可 取 L2(Y,v) 的 
有 限 子 集 {gi]i 所 n} 和 2(X, jp) 的 有 限 子 集 {eiji 所 n} 恒 使 


Af 一 (六 ei)91 十 十 (f, En)}gn. 
此 时 命 KK1(Y,2) = 二 gi(y)aa(z), 则 对 所 有 请 E L?(X,p) 有 
(Af)()= > gf foalds) = Kly, sf (aldz). 


这 与 4 的 定义 相 比较 知 KK1 和 五 关于 乘积 测度 几乎 处 处 相等 . 
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87.3 基 与 维 数 
练习 1] 命 jin(2) = 2", 用 极 坐标 得 


Kot r TF k+l ww 一 工 (大 一 中 8 OhtTVS 
| 2mtdz) 一 Jrar fr e = 


|zl&s 


僵 5 三 1 得 (hn, hry 一 六 十 1). 
任 取 了 € 42( 孙 ), 其 Taylor 级 数 yanz 的 收 敏 半径 至 少 是 1, 这 个 级 


n> 


数 在 |z| 所 s < 工时 一 致 收 敏 于 f(z). 于 是 
f faam(dz)= TT f orstirm(dz) = TV 


|zl&s R20|z|Es 
oo 2 十 1 
1 Pm(ds) = 7 | fmm(ds) = F VE 
|z|&s n20|z|gs 0 n+l 


命 8 一 1 二 , (右边 ) 用 {级 数 形 式 的 ) 单调 收敛 定理 得 以 下 Parseval 等 式 ; 


2 Aan 区 2 
WBE= Me = 三 (ee 


总 之 ， Bergman 空间 A2(D) 有 个 规范 直 交 基 {enjn = 0,1,-……}. 
练习 2 对 于 非 负 整数 n, 作 实 直线 上 函数 
fn(x) = exp(x2 /2) (exp(—22))!™. 


下 面 证 明 有 n 次 多 项 式 Pa 使 f(x) = P(x) exp(-22/2). 
显然 fo(7) = exp( 一 72/2). 设 1<n 时 ， 上 述 1 次 多 项 式 记 存在 .现在 


2Z2 1(—27r exp(—22)) 


fn(x) = exp 


2 Earl 
x ni na 一 1 , 
=exp 3 2 ( 1 ) 290 (mt) 让 


= 一 27 记 1i(z) ~ 2(n ~ 1) fn 2(2). 


可 网 已 (z) = 一 27 记 1(7) 一 2 成 2(zx)) 是 满足 要 求 的 4 次 多 项 式 . 将 也。 
的 首 系数 记 为 an, 由 上 式 知 an = 一 24n_1. 再 由 ao 二 1 得 an = (一 2)*. 
当 1 和 nn 时， 有?)fn(7) = 记 (z)(exp( 一 2))(m. 由 分 部 积分 得 


PF Byexp(_ zo) ar 一 ~ Ble) (ep Da 


十 oo nn | , 
1 pl) 2 nD 2 nV: 1 = n: 
CM 


497 


因此 = {fn|m 之 0} 是 相交 系 ， 并 且 上 fn 上 2 = 2”ntyT. 
注意 到 span 户 = {Plz) exp{ 一 22/2)|P E Clz]}, 这 在 5? 中 稠密 ( 见 
86.2 例 4}. 最 后 注意 到 户 的 单位 化 为 hn 即 可 . 
统 习 3 当 f EX:= LR) Tg erY := 2( 取 ,exp( 一 z2dz) 时 , 命 
(UF (2) = fz) exp(22/2); (Vg)(z) = g(x) exp(—z2/2), 
这 样 得 到 的 线性 算 于 UU:X 一 站 和 六 :了 一 六 是 等 中 的 ; 
{UFP (exp(—z dz = {f(r) Pdz, 
f IVol? (wa = f lg(2)|? exp(~—2?)dr. 


由 (V0)f 二 了 且 (UV)g = 9 知 U 和 是 互 为 共 思 的 西 算 子 , 命 hn 同 练习 
2, 则 Uh = 如 于 是 {本 ,jn 0} 居 Y 的 规范 直 交 基 . 


练习 4 (1) 对 于 了 6 52[0,7], 可 认为 f(0) = 0( 改 变 一 个 Lebesgue 零 集 上 的 
值 不 改变 了 在 世上 0,7] 中 代表 的 点 ). 当 0 所 宇和 有 委 让 时 ， 命 gz2) = f(z2); 而 
一 坟 工 祥 0 时 命 g(x) = 一半 一 这 得 9 E 12[ 一 ,7]. 因为 


{cos kx, sinlzlk=0,1,.… ;{= 1,2,...} 
是 2[ 一 zr,7] 的 直 交 基 且 9(x) cos nx 是 奇 函 数 ， 据 Paseval 等 式 得 
了 lg(e)F = 2 区 | i 9(7) sin nodael?. 
因为 lg 上 > 是 偶 函 数 且 在 [0， | 上 与 [fl? 相等 ， 所 以 上 式 化 为 
| WFP = 二 a 7 sinnzdzl?, 
这 表明 关于 下 的 规范 化 成立 下 Paseval 等 式 ， 从 而 下 是 直 交 基 
(2) 对 于 了 EL2|0,27], 当 0 和 x 和 不 时 , 命 g9(z) = f(z) 而 -rT 所 0 
时 ， 命 g(%) = 了 (一 xz). 于 是 9 € [一 zt,7]. 因为 
{coskz,sinlizlk =0,1,.. ;=1,2,.…} 
是 [ 一 7,7] 的 直 交 基 且 gfz] sin nx 是 奇 函 数 ， 据 Parseval 等 式 得 


I 1 Ti bm] 1 El 
f la(z)P = 二 | f g(r)adrl?: + 2 ~| f g(r) eos nvdzrl?. 
一 TT TT x n=1 TT 
因为 9 是 偶 函 数 且 在 [0, 7z] 上 与 了 相等， 所 以 上 式 化 为 
i 1 20 9 
门 Fe = | fz)drl? + |)f fr) cosnrdzrl. 
0 Ti 0 n=1T 0 
这 漂 明 了 关于 五 的 规范 化 成 立 Parseval 等 式 ， 从 而 巨 是 直 交 基 . 
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练 避 5 当 卫 < 天 (0r) 且 -1<Z<1 时 ， 命 (有 人) = f(arccosz). 作 
变量 代 换 z= cost 得 


dx 


J i 
这 表明 UU: {0,7 一 上 1,1); A ) 是 等 距 算 子 . 


= {OPat. 


当 9 € 到 (一 3) 时 ， 命 /的 = 9(cost), 则 Uf = 了 于 
是 上 是 酝 算 子 . 因为 (osn dz) = 二 7%(z), 据 练 习 4 知 {75In > 0 是 


L2((— 1 -2 . 
((—1, 1): A 的 直 交 基 
练习 6 当 (an)E 中 有 量 z ED 时 ， 据 H5lder 不 等 式 得 
(3 lanz")? < 2 lanl? 3 zl2"* < +o0. (1) 
nD nO TD 


因此 》, anz” 定义 了 肋 上 一 个 全 纯 函 数 ， 命 


OD 


(U(an))(2) = ) anz”, 
中 守 0 
这 定义 了 一 个 保持 内 积 的 等 距 同 构 U : 12 一 吾 2. 因此 五 ? 是 完备 的 . 
若 记 t(z) 二 17(1 一 1z|2》， 则 上 面 的 (11 式 也 表明 赋值 泛 函 z f(z) 是 
AH? 区 |f(z)| 所 攻 汪 |. 据 Riesz 表示 定理 得 个 K€ 8H? 恒 


使 f(z) = 他, 下 2). 将 区 展开 成 关于 {en|n 之 0} 的 Fourier 级 数 并 再 用 赋 
人 
Ks(W) = 9 (Kz,en)en(W) = 2) en(zZ)en(w). (2) 
人 R 疡 0 用 裤 避 
特别 注意 到 {z"|n 写 0} 也 是 H? 的 规范 直 交 基 ， 所 以 
1 
Rl) = DP Tw" = (3) 


结合 (2) 和 (3) 并 交换 z 和 也 的 位 置 得 
D arta)jenls) = 7 


只 妆 
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] 
练习 7 因为 42(D) 有 个 规范 直 交 基 {enln > 0} 使 en(z) = 4 一 2", 所 
以 了 在 如 (D) 上 的 直 交 投 凡是 万 一 2 (7,en)en 一 而, 从 而 了 至 如 (DD) 的 
一 和 lai|27 1 
中 十 一 hola 一 (时 全 
练习 8 内 为 | = V 玩 ,将 { 广 上 E ZZ} 规范 化 为 { 户 /V 玩 Je Z}. 内 为 


(f 广 ， _ exp(tz 一 v 一 jjryaz _ exp(2t7) 一 1 
V2r 1 V27 Var(t — V17) 
万 
所 求 的 Fourier 级 数 总 (ff, 污 ) 涯 V2 是 
PLT 一 exp(V 一 152) 
PT) 


请 注意 上 式 级 数 的 收敛 是 依 2- 范 数 收 合 ， 
练习 9 符号 见 练习 8, 注意 到 {|j E 加} 是 2[0,27] 的 直 交 基 { 见 例 3), 对 
了 应 用 Parseval 等 式 得 

2 27 1 

f |expltz)l2dz = 2 元 | | expftzjexpfjwv 一 1rydz| 

1 大 

_ exp(4tn) 一 1 (expf(2tr) 一 1 
2 本 了 GE 加 27 12 十 32 


特 7 二 0 的 项 移 至 左 端 并 化 简 得 
> 1 at{exp(2t7)+ 1) — exp(2t7)+ 1 
有 在 十 了 2 2t2(exp{(2tr) — 1) 


c 了 
令 二 0, 上 式 左边 用 单调 收 全 定理 (级 数 为 一 种 积分 ) 得 》 让 一 
J 三 


练习 10 只 证 明 充分 性 : 设 {eili € J} 与 {fj|j € 分 别 是 天 与 了 的 
规范 直 交 基 , 对 于 2 E 外 , 命 Ux 一 2 人 ei) 三 (级 数 收敛 )， 这 得 等 距 算 子 
U : 久 一 Y. 注意 到 UV 是 满 射 ， 上 是 首 算 子 
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练习 11 三 个 条 件 依次 记 为 (1) 、 (2) 和 (3). 当下 是 了 的 有 限 子 集 时 ， 作 部 
分 和 XEF = 2 2i. 显然 (1) 蕴含 (2). 设 (2) 为 真 ， 其 中 级 数 的 弱 和 记 为 x, 则 
iEF 


(m77) = Dre 0F) = les 
命 下 起 来 越 大 ， 风 lz 全 一 2 lal, 这 得 (3) 现在 


Ize ~ zl = zrl + lel — 2retzr, 2) 


= -2 liza + zl — 2 部 lz = le ~ 2 1 全 


当 下 越 来 越 大 时 ,由 (3) 得 x = 2 2 这 得 (1). 在 扼 完备 时 ， 设 (3) 为 
iE 


真 对 于 上 > 0, 取 J 的 有 限 子 集 Fo 使 J 的 有 限 子 和 集 FF 与 5 不 交 时 ， 
i> 过 二 . 这 即 有 zm] 之 8, 据 级 数 收 化 原理 知 ， 5 zi 收敛 ， 这 得 (1). 
iEF ze 


练习 12 (1) 坟 (2): 命 g( 和 A) = 二 Gi, 则 90)? 一 开 bbiN17 于 是 


i 二 ?了 二 兄 


0 < plg(X)”) = 2 bibysn = 3 bbysers- 


nn 二 01+7=n %7 寺 0 


当 上 式 为 D 时 ， g(X)? = 0, 所 以 诸 系数 访 为 堆 ， 这 表明 [5i4y]osijsn 都 正 
定 . 
(2) 二 (1): 当 实 系数 多 项 式 了 (和 ) 非 负 时 ， f 具有 一 次 因子 分 解 形式 


FA = HQ -ADA- 区 
其 中 c 关 0, 而 入 和 入 是 了 的 一 对 共 胃 复 根 现 命 
VEHQ -A)=90) +V-I), 
则 f(A) = g(A)2 十 XA)2, 从 而 B(f(AY) > 00. 
(2)2(3): 显然 


练习 13 (1) 取 六 的 一 个 线性 基 巨 , 它 的 势 为 尺 . 当下 是 巨 的 子 集 时 ， span FF 
是 说 的 线性 子 空间 ， 这 些 线性 空间 有 2 个 . 因为 忆 有 2X 个 子 集 ， 所 以 全 愉 
有 20 个 线性 子 空间 . 

将 六 中 闲 线性 子 空间 全 体 记 为 C, 将 [2 中 规范 直 交 系 全 体 记 为 8, 则 8 中 
成 员 都 是 2 的 可 数 子 集 ， 于 导 8 的 势 为 人 、 因 为 吾 哺 纯 5ii 忆 是 8 到 上 的 
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满 射 ， 所 以 £ 的 势 不 超过 N， 义 可 afenlna e 下 ,了 CB4 都 是 个 说 线性 子 
空间 ， 这 些 有 个， 于 是 £ 的 势 为 MA， 

(2) 取 疡 的 一 个 线性 基 巨 , 则 线性 算 子 4 : [2 一 六 唯一 确定 一 个 复数 值 短 

阵 [awwjwweE 恒 使 Av = 2 uauv 且 任 何者 使 {taww 半 0} 是 有 限 集 ， 固 


定 wo € 台 , 每 个 疯 数 5 了: BE- 一 人 都 对 应 个 矩阵 [5%,wobwjuwveB. 这 样 的 矩阵 
有 RY 个 ， 从 而 至 少 有 NY 个 线性 算 子 4. 但 让 一 避 的 映射 有 NY 个 ， 所 以 线 
性 算 子 恰 有 NY 个 ( 即 2 个 ). 

任何 有 界线 性 算 子 4 由 和 矩阵 [aiy]i,yez| 唯一 确定 ， 其 中 ai = (Aej, ei). 
每 个 这 样 的 矩阵 可 视 为 一 个 孙 数 了 :Z| Xx 名 | 一 人 CC, 这 些 和 矩阵 至 才 有 No 个 { 即 
R 个 ) 又 信 上 有 至 少 及 个 有 界线 性 算 子 7 了 :rr€ CC. 

这 实际 上 证 明了 呈 人 .2 练习 1 形式 的 线性 算 子 只 有 个， 而 全 上 所 有 线 
性 算 子 有 2 个 ， 这 两 个 结论 表明 (3) 成 立 . 


练习 14 必要 性 ; 设 {eili € 了 ] 是 六 的 规范 直 交 基 . 因为 span{feilie 中 筒 
于 天, 所 以 span{Ueili € J} 稠 于 了 ,现在 


{Ue;, Ue;) 一 {ei, €7) 一 Gi7. 


这 样 {Ueili € J} 是 了 中 规范 直 交 基 . 

充分 性 : 任 取 x,y < 天 它们 有 Fourier 级 数 展 式 x = > aie; 和 4 一 
> Bei. 因为 U 连续 , 所 Uz = 二 9 qiUe, 且 Uy 二 biUe;. 因为 {Uesli ee 
J} 是 了 中 规范 直 交 基 ， 拷 以 


‘(Uzr, Uy) = Yaibi = {2,Y), 


从 而 U 保持 内 积 与 范 数 . 注意 天 span{Ueili < J} 秽 于 YY, 所 以 UV 有 闭 值 域 
总 之 ，U 是 等 距 同 构 ， 从 而 U 是 西 算 子 . 
练习 15 说 明 L2(C) 的 子 空间 L-+ 是 平凡 的 即 可 .和 任 取 fe +, 则 


| f(z)z zexp(— El )m (dz] =0:n=0,1,... 
好 


函数 z 请 gfz) :二 f(z}exp( 一 |z|?/2) 是 Lebesgue 可 积 的 ， 作 Fourier 变换 


2 
好 ] -VBjempC- ) exp(-2rV -Tresm)m(ds) 
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对 非 负 可 测 函 数 项 级 数 逐 项 积分 得 
Te 2 

er 


| {2xy— 了 2| 


m(dz) 


| 


———) exp(27| re ziil)m(dz) < 十 oo. 


= A (z)| exp( 一 
于 是 可 以 事项 积分 
50) = > {1 z) exp{— 
这 样 9 二 0, 因此 f=0. 可 见 ， 在 je, 中 ，f =0. 
另 证 ( 需 在 好.4 后 ): 记 z 二 x 十 Vy, 则 [2(R)&@ (及 ) = 了 2(C) 且 
L = span{zx* exp(—|z) /2)y! exp(—¥2/2)} 
= span{z* exp(—|z| /2) ® {yl exp(—|y|*/)}. 


据 86.2 例 4, span{z* exp( 一 |z|27/2 六 0} 在 L?2(R) 中 稠密 . 因此 工 在 
I?{C) 中 稠密 . 


练习 16 利用 极 仅 标 和 调和 再 数 的 平均 值 公式 得 
1 27 

ff flw = frdr f fl(z +rexp(v—1t))dt = f(z) 
0 0 


Blz,1) 
-nfl=| flw) exp(— I ) exp( ym(du) 
Bl{z,1) 


ym) 了 ee 


wh 多 四 


<(f FP exp( 一 | J)m(aw)i( 六 exp om(dw))s. 
C B(x,1) 


2 (—2xry—1(z + zw) 
i av et) 0. 
2nnl 


wo 


<( 」 foPexp( 一 一 
B({z,1) 


这 样 有 连续 依赖 于 z 的 常数 cz 使 |f(z)| cz] 天. 这 得 (3). 
(1) 任 了 到 五 中 的 基本 序列 ( 记 ) 和 7 > 0, 命 cmaxt{ez :|z| 拟 7}, 则 


[fm(z) — fnla)| & cllfn — fll :lz| gr. 
可 见 ， 《fn) 内 闭 一 致 收敛， 其 极限 三 是 整 函 数 ， 现 在 


Ve > 0,3m2 ,vnl>m: ff(z) — fz) exp( = ym(dz) & el. 
CC 
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在 上 式 中 命 1 一 oo 并 用 Fatou 引 理 得 | 记 一 州 志 ,从 而 
={f-—-fn)+Ahn E 五 . 
于 于 是 Banach 空间 ， 其 范 数 由 以 王 内 积 诱导 ; 
(f,9) = flz)g(z) exp(—|z|2/2)m(dz). 
(2) 先 计算 一 个 积分 ， 作 变量 代 挨 + = p2/2, 则 dt = pdp. 于 是 


oe 2 oo 
/ exp(—)p*t1dp = [ exp(~t)(2t) dt = 2*k!, 
0 0 


其 中 第 二 个 等 号 多 次 用 了 分 部 积分 . 当 0 <7 < 十 00 时 ， 


J/ er (ot) exp(— Ll jm(ds) 
i p? 2 prtiexp(V—1(k — DA)de 
i 了)pdp 7 


0 关 下， 


| | J op )otidp 4 =k 
将 整 丙 数 了 € 日 写成 等 级 数 2 nen 它 在 | 引 | 二 7 时 一 致 收敛 ， 央 此 


1 fot ep(— le ym(qz) 


|z|g?r 
Oo ~ zj2 
= orexr(e)a tj exp(— EL)m(de) 


n=D|z|S&r 
pr 2n 二 1 
-Dw 


在 上 面 两 组 式 子 中 命 7 一 oo 得 {Ek,61) 二 B41 且 (f ,en) 二 an. 现在 


gg 四 
| (OP exp(-E-)m(ds) 


lz#|sr 


= f fr)anentdm(dz) 


n=0|zjer 


fe [anl> 入 po? 
= 7 f exp(—) pt dp. 
亿 一 避 = 站 2 
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在 上 式 中 命 一 oo 并 结合 前 面 的 结论 ， 得 上 了 ||? = 2 |(f,en)|*. 因此 子 关 


于 {enn 之 0} 成立 Parseval 等 式 ， 从 而 {en|m 之 中 忆 吾 的 规范 直 交 基 . 
(4) 据 (3) 和 Riesz 表示 定理 ， 有 KK E 晶 使 f(2) = {f, Kz). 
{5) 注意 到 赋值 汉 函 的 连续 性 ， 有 


K;(w) = 二 (Kz, En)en(wW) 


20 exp(zTD/2) | 


= en enlz)en(w) = 2 


练习 17 因为 A2(M) 上 赋值 泛 冰 了 一 了 (2) 连续 ， 所 以 据 Riesz 表示 定理 得 
Kz € 42(Mf) 恒 使 f(z) = (了, 玉 。). 将 内 积 用 积分 表示 即 可 . 
(1) 源 自 以 下 分 析 


(f, ms Ks) = (myf, KW = (pf, K) 

=pOA) FN) = pO EF, Ea) = (fp EK)). 

(2) 二 (3) 因为 了 = Sf en)er 再 由 赋值 泛 函 的 连续 性 得 
= 4 ex(z)er(w)f (wm(dw). 


这 得 玉 (z, ww) 二 ek(z)er(w), 当 人 4 = 画 时 ， 据 练习 1] 得 
KE 


Kl(z,w) = 二 en(2)en(wW) = i 


练习 18 由 Fla 志 中 着 。 知 包 含 映 射 4 : L”% 一 了 是 有 界线 性 算 子 ， 因 
为 天 = 4-1(), 所 以 工 也 是 工 ce 的 闭 线性 子 空 间 . 于 是 上 上 有 两 个 完备 范 数 
上 fz 和 -so 使 上 :lz 二 |: |lse， 据 范 数 等 价 定理 知 这 丙 个 范 数 等 价 ， 存 在 
5>0 使 feELH]fllw 名 flz. 

任 取 上 中 有 限 规范 直 交 系 { 方 ,…… , 雇 }. 对 于 ce Cn， 


afi +… 十 Cnfnl|oe < bllerfi t+:: :+ cnfnl)a = blel. 


这 样 Ee 一 (| ci 方 十 十 cn 有 | > ble)) 是 M 的 零 测度 集 . 当 Cc 取 忆 CC 中 
有 理 点 时 ， 作 等 集 吾 = UU{EBclc}. 于 是 当 c 是 有 理 点 且 2 E M \ EE 时， 


[efi(r) + + enfnlr)| & dc. 

据 有 理 点 全 体 的 稠密 性 ， 上 式 对 所 有 ec E CQ” 成 立 ， 于 是 
TEM\E:IA( +t + Ihr) gb 
土 式 两 边 存 MM 上 积分 得 到 n < 刀 . 这 样 上 的 维 数 不 超 过 六， 
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练习 19 为 方便 计 ， 将 ZE (ad ,由 简 计 为 2 而 tp 仍 具 本 意 . 

(了 一 (个 : 命 忆 = (mn 一 1 所 || 之 9), 这 得 的 可 测 划 分 {En|n EZ+}. 
取 n 使 i>n 时 ，(Ei) = 0. 于 是 1f|&n, 从 而 了 本 性 有 界 . 

(2) 二 (3 与 (9 全 (四 一 (51 上 (7) 是 显然 的 . 

(3) 坟 (1): 和 否则， MM 有 可 测 划 分 {Bnln 寡 1} 使 无 限 多 项 瓦 。 非 索 集 . 将 


震 集 并 至 非 霍 集中 可 设 百 。 都 非 学 集 . 命 了 = 二 2 人 1， 得 以 下 矛盾 式 子 


da MEn) | 
1 和 Hu{En) to 
(2) 坟 (4): 据 条 件 得 二 CL”, 又 自然 有 到 2 L™”, 据 练 习 18 知 上 ”是 
有 限 维 的 (自然 L? 也 是 有 限 维 的 )， 
(5) 二 中): 否则 ， MM 有 可 测 划 分 {sln 之 1} 使 无 限 多 项 忆 , 非 零 集 . 将 


零 集 并 入 至 非 零 集中 可 设 En 痢 非 零 集 . 对 于 x E14”, 命 4z 二 二 ZnXE, 得 


等 距 算 子 4 ;1™% 一 L%. 于 是 L™ 有 个 不 自 有 反 的 闭 线性 子 空间 Tan A, 矛盾 . 
(5) 各 (6); 因为 Banach 空间 上 1! 的 共 入 空 间 等 距 同 构 于 L™, 由 了 se 的 自 
反 性 和 Pettis 定理 知 Li 也 自 反 。 
{ 7) 全 (4): 注意 到 L% C LP 即 可 . 
(4 二 (6) 二 (8): 注意 到 工 ! 与 L” 的 维 数 相同 且 L? C 5! 即 可 . 


练习 20 提示 ; 取 一 个 与 上 4 等 价 的 概率 测度 ， 利 用 练习 19 的 结论 . 


练习 21 据 练 习 19, Mf 有 个 可 测 划分 {En} 使 有 无 限 项 Bs, 的 测度 无 限 ， 将 
测度 为 0 的 项 并 至 第 一 个 测度 不 为 地 的 项 后 可 设 Zn 的 测度 都 非 0. 当 z © 站 
时 , 命 47 = 2 ZnXE, /HJ(En)7, 得 等 距 算 子 A: 2 一 4?(M, 4). 


练习 22 六 为 百 二 | (Bn [2kx,2kn 十 27)), 所 以 有 个 上 EB 使 忆 站 
下 后 到 


[8T, 287 十 27) 非 零 集 ， 所 讨论 的 三 角 级 数 的 周期 为 2r 且 Lebesgue 测度 是 
平移 不 变 的 ， 可 设 EC 0,27) 且 0 < | 本 <27. 命 cn = vlanl? + |bn|>， 
设 0 志 之 27 使 0 二 crcosty 本 = 二 en sintn. 于 是 
an COSNT + bn sin nz = en cos(nz — tn). 
设 24 一 |Bli < 49 < 27. 作 变 量 代 换 z 二 (一 0)/n 十 十 并 全 
n= ficostnz—tn)ldr = f eosint— at. 
加 


十 
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函数 >? cos (nt 一生 以 27 为 周期 且 Mi 在 ~ 个 长 度 为 27 的 区 间 肉 ， 可 设 
2M 是 [0, 27) 的 子 集 . 设 天 为 2n 一 20/7 的 整数 部 分 ， 则 
T LIOR LIAR OIR 20 + kn & 2n7. 
如 果 i 氏 之 nt 之 二 十 20, 则 0 之 t+<27 且 nt 一 i 议 一 9| < 之 8. 由 此 得 
| cos(nt — | > costd. 


使 0< 上 < 37 且 满 足 上 式 的 圭 组 成 一 个 点 集 Sn, 则 


ci 融和 
n 
因为 Ma 二 13%) 一 [Mn N SI & 2r £1Mrdi = |Bh,; 所 以 


hn ff cos(nt— ldt > (|Eli+|S|— 2n) cost. 
Mamsn 


据 Eropoa 定理 , 适当 缩小 号 后 可 设 函 数 项 级 数 ycn| cosfnz 一 如 儿 在 吾 上 
一 竹 收 和 倒 ， 于 是 


CD CD 
3 endn = 9 cn f |eos(ne — tn)ldr < +eo， 
二 1 =] 万 


因为 |B 十 49 > 27, 从 而 有 正 数 c 使 充分 大 时 | 到 1 十 |Sn| 一 2x > ec. 对 
此 种 nn 有 .Jn < ccos8， 由 上 面 的 式 子 得 > cr < 十 ec， 


练习 23 周期 2 是 昌 然 的 ， 连 续 性 深 自 Lebesgue 积分 的 平均 过 续 性 与 下 式 ， 
He 一 fa 上 AUat+a — folt+ ea) | 


Ss HOP falt + m2) ~ falt + nn) Pa) 


练习 24 充分 性 : 设 方 和 户 同 练习 23. 设 方 的 Fourier 系数 是 ah :n 之 0 
和 所 :多 1 而 户 的 Fourier 系数 是 al :nn 之 0 和 如:n 之 1. 现在 
#1 fdz = | fdtdy, 
这 表明 ao = abat， 当 mn 之 1 时 ， 作 变量 代 换 得 
了 f(t) (Ys] S 和 -~ FF fF Fi(w foto) (et 区] Cd 


sinnt 区 六 sinn(y — %) 元 


FF fof) (en + sinnustane ] 和 a 由 


i sinnvcosnu ~ cosnyvusinnu) zx x 


这 即 en = oa Qa 二 .0% 而 by = gab — Oa. 于 是 
5 (lanl + loa) < 2 7 Closl2 + 10 lz Cas + bl2)3 
n=1 n=1 


<2 (losP rl)) (leap + 风门 ) < fell, 
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必要 性 : 命 cn = Ylan|Y ylbn|. 取 8 和 0 使 a0a0 = a0. 当 刀 六 
时 , 约定 0/0 = 二 0. 命 a = 二 b=en 且 
wn on bn jy on 十 加 
Ca 一 De TT De ， 
则 ao 二 abat, an = Aaa + 有 = a 一 如) 从 而 
> (las lt + on,|) = 2 7 lon|V | 加 | < +o%, 
由 一 二 
2 b | 
EE jn| + lon < 十 D0. 
P+) = Da +” 
据 Riesz-Fischer 定理 得 万 E 也 2 (及 ) 使 
f(z} ~ 3 十 二 (a% Cos nz 十 本 sinng), 
f(t) ~ 5 十 二 (0 COS NT + 六 sin ng). 
由 i 和 f2 得 到 的 Young 函数 了 的 Fourier 系数 为 an 和 如. 
练习 25 据 例 2, {enIn < ZZ} 是 L2(T) 的 直 交 基 . 当 EH? 时 ， 
2 en | | 六 en 站 
= 
其 中 第 二 等 式 源 自 当 nn = 一 二 一 : 时 ， {了 ,en) 二 0. 这 样 f 关于 规范 直 交 


系 {enjn 守 0} 的 Parseval 入 因此 {en|n 宕 0} 是 H? 的 直 交 基 . 


练习 26 据 练习 25, 可 设 f 有 Fourier 展 式 > 


立 盯 2 = gjl2. 又 从 了 = 了 及 枉 =e-n 知 了 也 有 Fourier 展 式 > 


可 见 当即 > 工时 瑟 二 0. 这 样 了 = 汉 ， 
相等 


me 


对 任何 gE L2{T), 成 


从 而 三 与 一 个 常数 函数 和) 
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2 开 


练习 27 由 包含 式 H? G 有 H1, 可 设 p 一 |. 命 c= OE: : 则 
T 


nildzh _ . 
一 9 | 2 =0:n=0,1,2, 
-nldzh 0. = ... 
了 一 元 =0:n=0,1,2, 
其 中 最 后 一 式 源 自 两 边 取 复数 的 共 斩 ,注意 到 {enjn € 加 } 在 上 (于) 中 的 聘 * 
而 密 性 ， 知 了 一 c = 0, 从 而 了 = ef 这 旦 几乎 处 处 相等 的 意思 )]， 
练习 28 (1) 提示 ,， 了 一 f(y) 是 且 上 的 连续 线性 汉 函 ， 用 Riesz 表示 定理 ， 
(2) 设 LL{Kyly€ MM}, 则 了 () = {f, Ky) = 二 0. 于 是 f= 0. 现在 
K(2,Y) = K(x) = (Ky, Kz) 
= 2 (Ky, ei){es, Kr) = 2 ei(WeilT). 
YE 4EJ 
(3) 因为 42(D) 中 元 素 都 是 DD 上 解析 函数 且 42(D) 上 的 赋值 证 函 都 连 
续 ， 从 而 42(D) 是 函数 Hilbert 空间 .因为 [2(D) 中 每 个 元 素 是 一 个 等 价 类 
[和 用, 其 中 f 是 DD 上 平方 可 积 的 函数 而 [天 代表 了 与 了 几乎 处 处 相等 的 可 测 范 数 
全 体 ， 所 以 £52(DD) 上 没有 赋值 泛 坝 . 
练习 29 (1) 设 在 于 中 lim 加 = 了 而 lim A 所 二 9. 当 ZE€AM 时 ， 
9(7) = lim p72)fn (7) 一 加 (全 天 全 
于 是 9 = 4 据 闭 图 像 定理 知 ， 4 是 有 界线 性 算 子 . 
因为 47 了 一 p* 下 所 以 Pp”? 天 所 上 47 几 7H 到 个 了 使 了 x) 半 0, 则 
| 人) & crllip™ FH gs cell A 
Ip(o) f(a < Yeal AAT. 
取 概 限 得 |p(z)| Slim A"||*, 可 见 w 有 界 . 
(2) 函数 Hilbert 空间 42 (四 ) 的 乘 子 全 体 是 4A” (WD), 它 真 含 于 42(D). 又 
殉 - 上 函数 Hilbert 空间 上 2 的 隧 子 全 体 是 1™, 它 真 包含 疡 ， 
使 导 责 数 平方 可 积 的 绝对 连续 { 即 全 连续 ) 函数 了 : [0, 1] 一 C 全 体 记 为 
五 , 它 按 淆 数 通 常 的 线性 运算 成 为 一 个 线性 空间 ， 它 按 范 数 天 = 7 串 2 成 为 
Hilbert 空间 .如 果 ,了 E 玉 , 则 ww 和 了 的 有 界 性 蕴含 
(pf) = pf + pf eI0,1). 
这 样 pf E 也 , 从 而 wp 是 五 的 乘 子 , 反之 设 由 是 万 的 乘 子 , 则 p= 二 plEH. 
总 之 ， 盏 二 HH. 
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练习 30 取 XX 的 一 个 规范 直 交 基 忆 , 命 五 = 12( 已 ) 即 可 . 


37.4 投影 算 子 
练习 1 以 a 滞 5 表 示 上 = 了 {a), 则 结论 源 自 下 式 
{zlyra ) 2 (0, £1,.….) (x1, 22,..), 


5S SS- 
(x1, 22 一 (x2, 73,-.*) 人 (0, Y2，…)， 


练习 2 (全 (3j: 记忆 = Ur 且 Q@=UU 命 4= 了 -TDD 则 
AA=P- PP+P=0., 
注意 到 上 4*Al = HA, 有 有 ==0. 因此 = UUU, 
(8) 过 (1): 因为 (UYU(UAD) = 0X(UU*U) = U*U, 所 以 U*U 是 投 
影 算 子 ， 仿 此 得 (2) 坟 (3). 现在 记 Xo 一 Er(Z) 而 Wb =UV(X), 则 
Xo = UY) CU(X) C Xo, 

可 见 Xo 二 UYU(CX). 类 似 有 所 二 UU*(Y). 当 ze Wo 时， 

{Ux, Ux) = (Pz, 7) = (7, 2). 
当 y EY 时 ，Yy = U(U* 胃 ). 这 样 U| 交 是 保 范 满 对 . 
练习 3 人) 十 (2 一 (3): 命 T=21 十 X92 及 y= 二 Uz 一 Uz 一 Uzz, 则 
ly = 5x + lVrl + U2 
—2(Ur, Um) — 2(Ur, Ur) + 2(Ur1, Ux2) 
=||z|? + el? + zl — 27, 21) — 2{7, £2) + 2(21, 22) = 0. 


于 是 3 = 0， 这 表明 CEfzl 十 22) 二 Uzi 十 Uz2， 易 说 明 当 t 是 有 理 数 时 ， 
U(tr) = tUzxz. 据 UV 的 连续 性 知 Ulaz) = aUz 对 任何 实数 & 成 立 . 现在 
(Ug, x2) 一 (Zi, T2). 这 样 UUZI 一 zl 从 而 EU = 工 

显然 (3) 坟 (2). (D>(2): 自 上 有 Vz- V0| =]z 一 叫 知 Vzl = 和 有 更 


IUzi — Ural = Ux + Ur — 2(Uz1, Uz2), 
za — zz = ||zi)l? + lx2ll? — 2¢21, 22). 


比较 上 两 式 知 U 保持 内 积 。 (2) 僵 (1) 源 自 V0 = 0 位 及 上 两 式 , 
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练习 4 提示 : U 不 是 复线 性 算 子 . 
练习 5 提示 : 参考 练习 3 并 说 明 题目 中 的 3 个 条 件 都 能 保证 U 是 复线 性 的 . 
练习 6 当 f < 了 时 ， 任 取 zt E 工 ,由 YY(E) 得 

(Viz, Vig) = (zaTV30) = {(z, ViTiy) = 0. 
可 见 ， Vi(D)LVI(L)， 作 直 交 和 NN = 狼 VY(D), 则 YUV) GE N， 任 取 
ENt, 则 z € Lt = V(H). 归纳 地 没 2 E VA(H) 有 82 = Vrz, 由 
Zz EYE 知 z€ELt=V(H), 从 而 2 EV*t1(HH). 这 样 ze MM, 从 而 
NS M. 明显 N+ 2 M. 因为 VY 是 单 射 且 (V"( 砷 ))21 是 递减 集 列 ， 所 以 


VM) = VtH(M) = M. 


21 
因此 好 的 化 站 . 再 由 Y 是 等 距 知 限制 (7 : MM 一 邮 ] 是 酉 算 子 . 
练习 了 (1) 作 变量 代 换 s 二 tt 毕 和 st 二 vb 得 


2 1 
ds = | If (wl au, 


2_ 7|l1 ps 
vilB= |) 
jgll = | vig(stPds = | loj2ao < | gv) Pav. 

(2) (Vief, 9) 一 (ff, Wig) 源 自 下 式 ; 

t 1 3 1 ~” 

Agtaas 一 | fn) Vtg(rt)adr. 
(3) 当 fe L201] 时, mp(f) = Ei Vf -Viof las Wp(f) < 2 fz 

可 见 靖 :五 ”一 取 是 连续 半 范 数 . 当 f E CI0, 1] 时 ， 
[Vf -Vif l= FN + Vi Fl ~ 2re(Vif, Vi f) 
-7 但 一 2re Konto) f(s) FE)gs 
[8 如 


vtto 


= -20 xo tit) MAP) Fs 
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当 t 二 to 时， 对 上 式 源 用 有 界 收 全 定理 得 p( 了 ) = 0. 可 见 kerp 是 合 L2(0, 1| 
的 舟 密 集 C[0, 1] 的 闭 线性 子 空间 ， 这 样 kerp = L2(0,1], 即 fe€ L2(0,1] 时 
p() =0. 此 即 Jim jiVif 一 Vi。f2 = 0. 现在 


1 i 
| A iVtglrt)h ds = | Xeoalols)l as 
由 此 据 控 制 收敛 定理 得 Jim jiVe'gllz 一 lIVisgllz 县 am IVe'gjlz = 0. 最 后 


vg 一 val = Vr gl + IV ol2 ~ 2 re(Vig, Vi g) 
=||IV oll2 + |Ve 9)2 — 2re(g, Vi 9 
—2|| Ve 92 ~ 2 re(f, Vio Vi g) = 


(4) 命 S(#) = > 二 一 Vio 才 . 大 中 t 记 一 Veo fj 所 2 二 2 得 
S(t) < 2 Vfi — Ve fillz + 和 2 让 二 让 
=> lim Sst) < = im S(t)=0 
ro i tto 


上 式 最 后 源 自 img 22 | 下 位 一 0 仿 此 得 J rh 一 Vl=0. 

练习 8 (1) 记 c= supleil. 当 z EX 时 ，{ciPzlie J} 是 直 交 系 .因为 
lePzxl < le 亏 IPizl? < leF llzll, 

所 以 级 数 py ciPiz 收 合 (也 即 Az 有 意义 ) 显然 ran4C 和 Bi 


EJ 
(2) 上 面 第 一 组 不 等 式 表 明 有 A & jc|. 现在 
TEranP= Ar= cPr = cig, 

这 样 4 上 关 |ei|, 从 而 4 上 之 c. 综合 而 得 4 = 

(3) 必要 性 ， 因 为 ran 4 三 天 ,由 (2) 知 OL: 二 下, 这样 > P= 

3 亡 [3 

取 8> 0 使 上 4zl| > 圳 zj 恒 成 立 . 当 Zz EE Li 时 ， Axw = cx， 这 样 
jl > gizll, 从 而 |ci| 之 a. 因此 inf le 之 a 

充分 性 ， 作 有 界线 性 算 子 B 一 >» 0o71Pi, 当 zE Li 时 , 

旋 


BAx = Beix = cei 一 由. 
这 样 BA = 了 工 同样 4B = 了 于 是 4 可 道 目 4 = 2 ce 局. 


tE 
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练习 9 (1) 可 设 1 <p < +ee 而 9 是 2 的 共 斩 数 .单位 球面 {z EC" :|2z| 二 1} 
记 为 59, 其 体 测度 记 为 o(dt). 当 0< s < d(z, 9M) 时, 


f flw)ldwlzn = jr tdr {fle + rt)o(dt) = wef (2) 


Blz,s) 


以 上 第 二 等 式 源 自 调和 函数 的 均值 公式 ， 于 是 
ml(dw) 
HO < CF Vee) fom) 


可 见 |f(z)| 所 fp/ (ws2*)117. 命 8 一 d(z,C \ M) 得 要 证 明 的 不 等 式 . 
(2) 任 取 AP(M) 中 基本 序列 ( 户 ). 连续 函数 z 一 d(z, 8M) 在 M 中 每 
个 紧 子 集 五 上 能 取 到 最 小 值 rg > 0. 当 zE 丰 时 ， 


fm(2) — fn & Nf ~ frallp/ (wr). 
这 表明 (所 ) 内 闭 一 致 收敛， 其 极限 了 是 全 纯 画 数 ， 现在 
ve > 0,3m,vn,l>m: f(z2) — flz)rm(dz) & er, 
MM 
在 上 式 中 命 1 一 co 并 用 Fatou 引 理 得 上 fn 一 了 yp 所 6. 于 是 = (fF 一 fn) 十 In 


在 AP(JM) 中 旦 为 (fn) 在 名 (2M) 的 极限 ， 现 在 ， 赋值 泛 函 的 连续 性 源 自 (1). 
(3) 据 (2) 和 Riesz 表示 定理 得 及 。 的 存在 性 , 当 9 E L?(1M) 时 ， 


(Pg)(z) = (Pg, Kz} = (g, PR) = (9, Kz). 

练习 10 先 由 Ffll2 = jipfilz 得 合用 FE 42(M)} ES L2GCM). 以 了 记 投 
向 Bergmann 空间 的 投影 算 子 也: 42(M) 一 42(M), 则 PK: = K;. 因此 

(Tsf) lz) = (Ppf), Ez) = (pf, Ks). 
现 说 明 工 。 是 闭 算 子 ， 设 在 42(M) 中 让 一 了 且 Thh 一 9, 则 

gz = lm Tf)(2) = lm (pfn, Kz) 

= lim (fn, FEKz) = (f, PK:) = (Tef)(2). 
据 闭 图 像 定理 知 于 有 界 . 由 下 式 知 Z| < jplj: 

IP(pf) Nz < Plllle fllz < lyelloo lf lle. 
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练习 11 提示 : 当 AP(M) 中 序列 (fn) 逼近 了 时，( 记 ) 内 闭 一 致 逼近 了 ,从 
而 据 Cauchy 积分 公式 ， (加) 的 各 阶 偏 导数 也 内 闭 一 致 逼近 上 
练习 12 平移 后 可 设 a = 0. 设 56 是 42(MM) 的 子 集 使 其 元 素 上 有 以 下 特征 ， 
|fl2 < 1;.(87f)(0) > 0; (车 有 )a < 8 = (0°f)(0) =0. 
命 95(z) 二 z8( 即 z 全 …28"), 则 9/liglz 在 Sg 中 . 由 (8698)(0) >0 知 
ba := sup{(O f)(O0)|f € Spy > 0. 


因为 85 是 自 反 空间 A2 (3M ) 中 的 有 界 凸 闭 集 , 所 以 有 e < Sa 使 (85e)(0) = bg. 
此 式 记 为 条 件 (DD). 命 了 = ejjlell2, 则 fe 5e 使 


(8 1)(0) = pe/llella > 6b. 


可 见 jella = 1. 车 还 有 9 € Sg 满足 条 件 (D), 则 llglls = 1 有 (eitg)/2€ 95 
也 满足 条 件 (D). 于 是 |le 十 gjl2 = 2， 央 为 三 Ibert 空间 是 严格 赋 范 的 ， 所 以 
妃 一 好， 
因此 满足 条 件 {(D) 的 e 是 唯一 的 , 将 它 记 为 eg, 则 jesjz = 1 设 B < 
命 志 = 24ege 及 二 eg 一 tey, 则 
IF =1+|t — 2re(eg,tey) = 1. 
车 有 a <B, 则 a < 这样 (8°f)(0)=0 且 
(Os fF)(0) = (BF eg)(0) — t(OF ey)(0) = ba. 
可 见 了 也 满足 条 件 (DD). 据 唯一 性 知 f= ep. 换言之 ，t = 0. 
可 见 ， 若 命 万 = {es|B < Z4}, 则 它 是 A2(M) 的 规范 直 交 系 ， 为 说 明 吾 
是 A2(2M) 的 规范 直 交 基 ， 据 42 (af)] 的 完备 性 说 明 E+ = {0} 即 可 . 
任 取 jf € E+, 若 有 ?7 使 (Br 访 (0) 天 0, 此 种 7 的 最 小 者 记 为 8 于 是 
a < 8B 时， (89 了 )(0) = 0. 对 了 乘 上 一 个 非 零 复数 后 可 设 (683 了 )(0) > 0 且 
fllz = 二 1.. 设 t>0 使 
t(bs — (0 1)(0))?) < 2ba( OF f) (00). 


命 9 二 ep 十 tf 及 二 9/ll9l2, 则 hE S58 使 (86h)(0) > bg, 蕴 盾 . 可 见 ， 所 
有 8 使 (98 有 (0) = 0. 据 Taylor 公式 知 在 0 的 一 个 开 球 中 便 为 0. 据 M 
的 连通 性 和 了 的 全 纯 性 知 ， f 处 处 为 0. 


5]4 


练习 13 在 直 交 分 解 田 (H' 日 已 ) 下 ,将 4 表示 成 分 块 阵 [dijax2， 等 
式 JT= AJ 表明 An = 了 且 4 二 0. 等 式 4*4 = 44* 表明 了 T= 
TT* + AizA12. 这 样 TT 交 TT*. 


练习 14(D. EE. Sarason】 注意 到 Hilbert 空间 的 自 对 侦 性 ， 避 的 弱 有 异性 
意味 着 9 E 五 时 ，supftz, 轨 | :ZE 吾 } 是 有 限 数 一 这 记 为 c(). 
车 瑟 的 维 数 有 限 ， 取 五 的 一 个 规范 直 交 基 {el,……… ,en}. 于 是 


ll = Blo, eh < Bele)”, 


若 旦 的 维 数 无 限 且 五 无 界 , 则 有 zw1 E 五 和 单位 商量 ei E 互 全 (21,61) 衫 
1， 会 上 1 = spanfeirij 而 号 :五 一 日 是 投向 Ll 的 直 交 投影 则 
中 EB 在 L! 中 弱 有 界 (从 而 有 界 )， 可 见 (1 一 已)Bi 在 于 中 无 界 . 于 是 有 
Z2 € 加 和 单位 向 量 e2 € LI 使 ((T 一 Pz2,e2) 之 2(c(el] 十 2]， 此 即 
(za,e2y 之 2fcfel) 二 2) 如 此 下 去 得 户 中 序列 (zn) 和 吾 中 单位 向 量 序列 
(en] 使 en+1 与 X181，… ,Tnyen 直 交 县 


《Zn ent1} 之 {n 十 D(> ce 十 中 十 1). 


注意 到 > 记 收敛 ， 据 Riesz-Fischer 定理 知 级 数 2 = 可 和 ， 于 是 
i 二 1 i=] 


CS 人 外 《Zn+1y Ei) {Pnt1, En+1) 
~ 《Zn+iy Ent+1) )» Cle) 


= 1. 
Le i 二 1 nT 


这 与 到 的 弱 有 界 性 矛盾 . 


练习 15 设 生 和 YY 是 Hilbert 空间 而 荆 是 也 (了 ) 的 弱 有 界 集 , 据 Hilbert 
空间 的 自 对 偶 性 ， 这 意味 着 ZE 其 是?EY 时 ，{(Az, 人 |A Ee 工 } 有 界 ,， 也 
即 flz, A*WD1A Ee 工 } 有 界 . 据 练习 14 知 supT 人 4 : 4 < TT} 有 限 ， 这 记 
为 cy. 当 jz = 工时 ， 

lAz,D |= 1, A < A'yl & oy. 


这 样 {4zl4 & 工 ,lxl = 1} 是 Y 中 的 弱 有 界 集 ， 再 据 练 习 14 知 {4zl4 < 
了 ,jz 二 1} 是 Y 中 的 有 界 集 ， 从 而 工 有 界 ， 
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练习 16 设 4; 污 一 站 基 Hilbert 空间 之 间 的 可 道 有 界线 性 算 子 . 命 
Ss={yer :Ay <1). 
任 取 zzEY, 则 有 ZE 本 Azx =z. 雪 3E9 时 ， 
(y= |, Az)| = A" 2)| < lz 


可 见 S 弱 有 界 ， 从 而 它 有 界 ， 因此 有 c> 0 使 HA*y|| < 1 时 ，|lyl| < < 

任 取 yeY 和 e>0, 命 z 二 y/(4"yl| + 则 |4*zl < 1 于 是 
上 sc, 即 ]yl clA"yi+ cs. 命 < 一 0 得 cll4*g 关 由 可见 A* 下 有 
界 , 从 而 A* 有 闭 值 域 . 由 励 = ker 4A@Ta5 A* 知 4 是 满 射 , 从 而 A* :了 一 六 
是 拓扑 同 构 ， 这 样 4 也 是 拓扑 同 构 ， 


87.5 典范 代数 
练习 1 记 召 =4+. 当 &=0 或 六 = 人 0 时 ， 呈 =0. 这 样 A 是 BB 的 理想 . 
命 (5b) = 们 |, 这 得 映射 由 :下 一 吾 /4. 显然 是 同 态 . 
如 果 人 四 = 0, 则 BE A4， 这样 = 0， 于 是 ker 风 = 0、， 福 意 到 
区 十 下 = 问 , 所 以 8 是 满 射 . 这 样 $8 是 同 移 . 
练习 2 命 gf+(z 十 oj 二 (7Z) 十 @, 这 得 的 线性 延 折 b+ : A+ 一 B+. 现在 
的 ff 十 gj 十 站 = 0 (ry tay br+ab) 
= pry ayt br)+ab 
= ro(y) + br) 十 at] + ab 
= ($(7) + ao) (By) + 
=0° (r+ a)Gt ytd). 
从 而 $1 是 同 态 使 人 (1) = 1. 请 读者 证 明 $+ 的 唯一 性 ， 
练习 3 (2) 在 等 式 yz = zy 两 边 左 飞 zx 了! 并 有 习 z 即 可 . 
练 可 4 (2) 明显 地 ， 式 子 ef = fe = 了 恒 成 立 ， 因此。 是 单位 元 . 
必要 性 因为 sup |G/ 有 (zj < 由 / 攻 所 以 jz > 上 /A 
充分 性 ， 当 jj < 时 ， 取 老 项 式 Pa( 和 a)ags 使 
O11) = PelO° faga/ fet. 


注意 到 了 下 有 界 且 诸 Bey 都 是 有 界 隔 数 ， 从 而 69(1/ 了 ) : |8| < ! 痢 是 有 界 函 
数 . 这 样 1/ 了 在 CL(M) 中 且 是 也 的 逆 元 . 
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(3) 将 Be 在 好 土 的 唯一 连续 延 拓 记 为 ge 六 当 f,g € O40M) 时 ， 
O(af + bg) = a0°f + bg, 
它 在 好 上 有 唯一 连续 延 折 46° f 十 阳 ?g; 又 
sg = 碾 国 Bej8e-ag， 


全 态 oO 


它 在 可 上 和 有 只 一 连续 打开 (5) ge fg8-“g. 因此 CLCN7) 是 子 代数 
任 取 CC 的 收 伍 序列 《 访 ), 其 极限 f 在 CL(2M) 中 ， 因 为 


sup |gcg(z)| = sup |0°9(z)| : 9 € CM), 
rEN 下 全 有 


所 以 (9°) 一 致 收敛, 其 一 致 收敛 的 极限 gu 是 采 上 的 连续 函数 且 x < MM 时 
De Ffz) = galX). 可 见 ，827 在 订 上 有 唯一 连续 延 拓 ga. 于 是 站 在 CUM) 


中 且 是 【大 ) 的 极限 ， 从 而 (39) 是 闭 子 代 数 . 


{4) 因为 了 在 肝 上 的 连续 延 拓也 下 有 界 ， 所 以 据 (2) 的 证 明知 9°(1/ 六 ) 


也 能 连续 延 各 至 天 上 去 可 见 ， 1/f 在 CL( 玻 ) 中 


za llzn — zl 2 Nzx Ndrn, OaA*) > 1. 


4 


到 见 (zz 是 无 界 序列 .又 6 BX 一 Bx \ BX 是 (x,) 是 Bx 中 序列 ， 说 明 
z 不 在 BX 中 即 可 否则 据 求 道 的 连续 性 得 z7 1 一 2 1 这 样 (x1) 有 界 ， 矛 


盾 . 
练习 6 作 非 负 常 数 c= sup | "小 据 题 设 


和 lankzg se 和 ja < +oo. 
R 9 
这 表明 (1) 中 的 级 数 绝对 可 和 ， 为 证 (2), 设 y 是 凸 组 合 了 2', 则 
i=D 


大 . 
(y — 1)yn = 2 ~ 1}yn, 
1 二 


(x — 1)yn = 河 xi (x 一 13 


I=1 
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据 此 两 式 说 明 lim (zx 一 lymn 二 0 即 可 ， 这 源 自 题 设 和 下 式 : 


下 在 
zs — Dan) = 2 enz-iz 一 2 ankz | 


oo 
< elonoll + 2 lawn: 一 an 
=1 


练习 7 (1) 对 任何 r > 0, 取 yE 4Ax 使 |z 一 训 |<<*. 所 定理 1 得 
1 < | 一 ly 一 zl 
因此 | 上 <r 命 了 = 有 则 
rz= (7—Wz+ ly 


这 得 ||zz| < 27. 可 见 ， inf{jlxzl| :|]zl| = 1} =0. 仿 0) 得 (2). 

(3) 命 f(a,5) = ab, 得 连续 映射 :4x 扫 4 一 4 使 f(A* x 4x) == 4x. 
因为 4x x AX 与 4x 分 别 在 4x x Ax 和 AX 中 稠密 ,所 以 f(AX x AX) C AXx， 
特别 地 ，f(84AX x 64*) S 94”， 

任 取 YE AX. 因为 z 为 左右 拓扑 于 因子 ， 所 以 yz 和 zy 分 别 左右 拓扑 鹤 
因子 . 这 样 yz 和 zy 都 不 可 道 ， 它 们 只 能 在 84x 中. 


练习 8 必要 性 : 代数 同 态 的 核 是 理想 . 现在 了 诱导 了 一 个 代数 同 构 
j :4/kerf = C,lr] — f(z). 


因此 A/ ker 了 是 单 的 代数 ， 从 而 ker 是 极 大 理想 . 
充分 性 : 首先 了 请 导 了 一 个 线性 同 构 耻 : A/ ker 了 一 CC, 从 而 


f(al1]8[1]) = F(ab[l]) = ab = f(a[1]) F020). 
因此 了 是 代数 同 构 .现在 f 一 fxr, 从 而 f 是 代数 同 态 . 


练习 9 愉 证 明 必要 性 : 记 > = wle1)， 由 于 el 以 e-1 为 逆 元 ，z 关 0 上 且 
ple-1)=27 .由 |z| & lpllllesl=1 与 |z7 | < ipillle-i|=1 得 |z|=1. 
于 是 plen) 二 z”". 最 后 ， 注 意 到 [lan] 三 >, anen 与 PF 的 连续 性 邑 可 . 

而 后 更 


B18 


练习 10 只 证 明 必 要 性 : 恒 命 f(z) = 站 xz 一切 ,由 访 *8= 了 生得 
pfy pg) = pf plgy). 


在 p(9) 关 0 时, 命 oly) = wp(9y)/pt9), 得 唯 -复数 o(y) 恒 使 p( 记 ) = 
Pl(f)o(y).， 当 0 < c < 1 时 , 取 9 使 gli = 1 且 |wp(9)| > c， 于 是 
lo) 所 176, 命 c 一 1 得 lo(W)| <1. 
由 式 子 (gy)s = 9y+z 得 (9)o (2o(z) = p(9)o(Yy+2), 可 见 oly 十 z) 二 
o{(yjo(z}. 因为 o(0) = 1, 所 以 o(y) 不 为 零 ， 现 在 ， 
ol |=|o(-W| &1. 
这 表明 |o(y)| = 1, 从 而 0 : 民 ” 一 了 是 同 态 ， 现 在 


lim |p(gy) 一 gz 让 & lim | 和 一 天 本 = ©, 
Y—z 下 一 各 


因此 o : 民 *” 一 了 是 连续 函数 ， 据 复 分 析 ， 得 唯一 连续 函数 上 : 民 ” 一 民 使 
g(0) = 0 oly) = exp(-2r0(y)v 一 1). 于 是 
exp(—2rv—10(y + z)) = exp(—2rv—10(y) — 2rv—10(2)). 

可 见 ， 有 连续 丽 数 忆 : 及 ”X 民 ” 一世 使 9(y 十 2) = 0( 四 十 9(z) 十 k(x, 胡 , 因 
为 卡 只 能 是 常数 函数 ， 所 以 (Vy,z) 二 上 (0,0) = 0., 据 数 学 分 析 , 得 X € 民 ” 恒 
使 8(y) 二 -yy 

取 本 性 有 界 函 数 hh 使 p(f) 二 hf. 将 plf 4*9) = wp(f)wl9) 展开 得 

f hy f(z)9y ~ zdzdy = [ h(z)f(z)dzpl9). 
由 了 的 任意 性 得 hh(y)g(y 一 2)dy 二 {zjp(9). 这 即 plg9z) 二 h(z)p(9). 于 是 
h(y)=0{y) = exp(-27V 一 17. 切 ， 

总 之 ， (用 一 f(x) exp(—2rV -lz dz. 
练习 11 只 证 明 必 要 性 ， 仿 练习 10, 当 |y| = |z| = 1 时 , 命 (2) = f(z)， 
由 所 *9 二 了 #9y 得 p(f)p(9) 二 yp( 有 Pp(gy). 在 w(9) 关 0 时 , 命 9(y) = 
plgy)/y(9), 得 唯一 复数 o(y) 重 使 yp( 专 ) = yp(jJ)o(). 当 0 <c<1 时 , 取 
9 使 |glli =1 且 |w(9)| >c. 于 是 lo 16 命 c 一 1 得 |otWD)| 1 

由 式 子 (9y)z = gyz 得 p(9)jo(y)o(z) 二 p49)o(yz)， 人 可见 go(yz) = 
0(y)otlz). 因为 09{1) = 1 所 以 el) 不 为 零 ， 现 在 ， 


loly) |= lo | gl. 
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这 表明 jef 切 | = 1, 从 而 og :TT 一 了 是 同 态 ， 现 在 
lim lp(g9s) ~ ¢(92)l1 & lim lg ~ gll1 =0, 


因此 o :人 一 全 屁 连 续 函 数 ， 这 样片 ofexpf( 一 2rv 一 芍 ) 时 及 一 了 的 过 
续 同 态 ， 据 练习 10 得 唯 - -实数 s 恒 使 rc( 一 2xv 一 动 ) = exp( 一 27rV 一 [sb- 当 
t= 二 1 村, 


exp(—2rvV—1s) = 0o(1)=1. 
可 见 s 是 整数 ， 请 读者 完成 证 明 的 其 余部 分 . 


练习 12 提示 : ei; 是 第 项 为 上 其 他 项 为 0 的 n 维 格 点 . 命 县 二 of 其 中 
请 是 在 ei 取 值 为 1 其 它 邮 方 取 值 为 零 的 函数 ， 请 读者 完成 证 明 的 其 余部 分 . 


练习 13 只 证 明 必 要 性 :对 于 fe C(X), 以 | 用 记 闫 的 闭 集 {x|f{z) = 中 
任 取 C{ 久 ) 的 有 限 子 集 { 广 ,… , fn 作 关上 非 贷 连续 函数 


g = 二 (fi — pf)F pF). 


因为 p(g) 二 0, 从 而 9 在 C(X) 中 不 可 道 ， 这 样 9 有 零点 .注意 到 
[fn N [fs] = 9 {0}, 

闭 集 和 能 {[f] : fe C(X)} 具有 有 限 交 性 质 ， 它 们 有 个 公共 点 Zz 

于 是 了 (2) = gp( 耻 对 所 有 f E C(XX) 成 立 . 如 果 zo 关 2Y, 则 有 了 EC(X) 
使 (zo) 天 f(z). 这 样 p( 了 ) 六 f(xo0). 
练习 14 如 果 了 可逆， 则 = zlry 二 y, 政 盾 . 
练习 15 (1) 过 (2): 任 取 B 的 理想 下, 则 x-1( 玉 ) 是 4 中 包含 了 的 理想 ， 于 
是 z-1(K) = 了 或 7-1(K)=4. 这 即 扩 =0 或 K=B. 

(2) 地 (1); 任 到 4 中 包含 工 的 理想 几 则 (x(J) 是 BB 中 理想 ,从 而 7(7) 二 0 
或 7(J)=B8, 得 J=I 或 J=A. 
练习 16 说 明 C6 (四) 上 的 范 数 使 7 了 | = |f ll? 妈 可 ， 这 源 自 


sup|f (2 = (sup jz 
EE 我 不 亡 伐 


练习 17 否则 ， 了 是 4 的 异 于 本 的 理想 , 从 而 了 二 4， 于 是 有 zx E 了 使 
jz 一 <1. 这 样 z 在 4 中 可 逆 从 而 1 二 Xz -1 € 17, 得 妇 4 二 了 . 著 盾 . 
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练习 18 因为 A/ ker 了 与 Mn(C) 同 构 ， 所 以 Aj ker f 是 单 代数 . 因此 ker f 
是 慑 大 理想 ,这样 ker /是 闭 理想 ， 据 86.1 练习 17 知 f 连续 ， 


练习 19 当 opeEtiN) 日 是 负 整数 时 ,由宇 + 了 了 一刀 知 守 或 了 为 负 厅 数 . 
这 样 ai 太一 0, 从 而 与 如 的 卷 积 在 时 (N) 中 . 


i 二 7 元 


练习 20 提示 必要 性 ， 命 = 二 fle1) 即 可 . 


练习 21 只 验证 乘法 的 结合 律 ， 记 &; = Ti 十 Vlg 使 {zi,Wi} ES A. 
先 计算 ((zl + V1y)(z2 + V1yo))(za + V 一 1y3), 它 是 
[(z1za 一 女儿 ) + V1(riy + x2)) (rs 十 V 一 133) 
=((zi7a — Yiy2)ra 一 (21 名 十 所 72j83) 
十 V 一 10(ziza — ya) ys + (1g2 + Hr2)r3) 
=(T1T273 一 用 gg3 — T1Y2Y3 — HX2Y3) 


+V—1(rir2ys 一 Yiy2ys + T1273 + HT2L3); 
再 计算 (xz1 十 Vl){(r2 十 VY 一 1yz) (xs 十 V 一 1y3)), 它 是 


(zl + Vln)((z2rs — yays) + V—1(t2ys + yox3)) 
=(z1 (x273 一 Yay3) — {Toys + Vat3)) 
+ Vl1(y (rz2r3 — yay3) + T1(T2Y3 + Yar3)) 
一 (14123223 — T1Y2Y3 — Hr2Ya 一 yi1Y27x3) 


十 Y 一 Tizaza — yy + Tr2Y3 + T1Y273). 


比较 上 面 两 组 式 子 得 (2122)23 = 和 (2223). 下 设 入 是 复数 ， 入 一 和 十 V1b. 
先 计算 ((@ 十 V1b)(zi 十 VY 一 1yi)) (zz 十 VY 一 1w2), 它 是 
((azi — by1) + V=ilay + bri)) (x2 + V—1y) 
=((ax1 — byi)z2 — (ay1 + br1)y2) 
+vV—1((ar: — byi)ya + (ayi + bei)z2) 
=(ariz2 — byix2 — ayiy2 — briy2) 
+vV—lariys — by + a rz2 + br1z2); 
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青 计算 (a 十 V1)((z1 +V=1ij(za + V 一 1ys)), 它 是 
(a 十 V 一 功 )((ziza — nye) + V—l(y 2 十 zl 
一 (azl72 — iy2) — by x2 十 rT1Y2)) 
+V—1((b(z1z2 — Ye) + a(gnr2 + TX1Yy2)) 
一 (ezlza 一 oy 一 的 173 — br1y2) 
十 V 一 tfbeiza — by2 十 agiza + ar1yz); 
然后 计算 (z1 + V 一 芭 D((ae + V-15){z2 十 VY 一 1yz)), 它 是 
(zl + vi) (ors — bya + Vl(ays + bez)) 
=(zitazs — by2) — tn tay2 + br2)) 
+v—1l(y {ars — bya) + x1(ay2 + br2)) 
一 (azl72 一 brlga — oy2 — bn x2) 
+y lamzz — byiya + ariya + br1r2). 
比较 上 面 三 组 式 子 得 (X21 )22 = A(z122) 三 1 (X22). 
知 习 22 {Bohr) 坟 (Bochner): 记 5 = dma | 六 2 在 取 y & 民 和 满足 条 件 
的 se 一 y 十 由 0&y+ sr 知 |f(y 十 引 | 二 b. 由 
1) = fel) + FY) — fely) 


知 | Fo 之 8+e. 这 即 子 有 界 . 现 设 0<6< 1 使 岂 we[-11 二 7] 满足 
下 <6 时 |f(w) 一 fv)| <e. 设 It 一 下 <5 则 
T+s 和 Rye li+r, 
TayY—6+s> -1l. 


所 以 |j(z 十 5) 一 了 f(y 十 5)| < 2. 由 此 得 
[fF(2) ~ fot) + fo(2) — f(y) + fly) — FD) < 3e. 
这 即 了 一致 连 续 ， 可见 当 他 一 圳 <5 且 #E 民 时 ， 
f(z) — fe = fr +t fy+h) < 3<. 
这 样 Tf :== {ft|t & 及 } 等 度 连 续 ， 要 证 明 它 在 Co( 及 ) 中 有 有 限 3e- 网 ， 
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限制 在 [0,7] 上 后 , 据 Arzela-Ascoii 定理 可 取 取 的 有 限 子 集 下 使 EE 区 
时 有 YE 满足 条 件 : 若 D0 所? 网] 所 (2) 一 下 (2)| < 0.9e. 命 yy 和 s 
同上 . 内 为 fo 和 所 都 是 几乎 周期 函数 且 它 们 与 有 同样 的 7, 所 以 


[fu — fulyt+ 5) — (h(n — fly + 3))| < 28, 


因为 0 拟 y 十 8 去 7, 这 得 | 所 ( 胃 一 (D| < 2.9E,. 于 是 i 一 fo 所 2.9e. 

( 筋 证 明 ) 要 说 明 了 yj 中 任何 序列 (gx) 都 有 一 致 收 伍 的 子 列 . 据 Arzela- 
Ascoli 定理 知 (9k) 有 于 列 (gx)z， 在 区 间 [一 1,1 上 一 致 收 化 ,后 者 有 于 列 
(gx).s 在 [一 2,2] .上 一 致 收 雍 , 如 此 下 去 得 可 列 集 的 递减 序列 (. 太 ) 使 (gx)keJ、 
在 [一 n,n] 上 一 致 收 合 , 将 Jn 中 自然 数 由 小 至 大 排列 ， 取 的 第 项 有 当 
nL 时 EJn CC 凡人 作为 (gx)xez 的 子 列 ， (gp, jnz! 也 在 [一 ,i 上 
-一 致 殉 敏 . 记 hn = 名 则 (gx) 的 子 列 (hn jnz1 内 闭 一 致 收敛 . 命 y 和 s 同 
上 . 因为 hn 都 居 儿 平 周 期 函数 且 它 们 与 了 有 同样 的 7, 所 以 


[hn(W) — hn (y+ 5) — (hx(y) 一 hxl(y 十 引 j| < 2e. 
因为 0 包 8 十 8 所 7 这 得 
[hn ly) — Rety)| < 2e + Sup hn(F) 一 Re(w), 


入 开 T 


于 是 lim hw 一 hel 所 2. 命 < 一 0 知 lim hn — hxll=0. 

(Bochner] 坟 (Bohr): 取 民 的 有 限 子 集 下 使 {|t EF 为 上 的 -网 . 
命 7" 二 max{ 上 :teEF} 二 1. 当 了 = (aa 十 27) 时 , 命 刀 二 Q 十 ?十 1/2. 取 
天 使 | 万 一 下 < 有 即 


[Flz + 一 人 一 zi <e:reR. 
因为 4 一 <4 十 27 且 以 一 t+>4, 命 5 二 一 + 即 可 . 


练习 23 当 a 和 5 是 复数 时 ， 命 A4(f,9) = af 十 809, 得 - 致 连续 映射 4 : 
CC 了) 一 Co( 民 ) 使 (ay +b9) C A(TF x Tg), 从 而 当 fg € AP 时 ， 
了 (af 十 69) 是 列 紧 的 ， 这样 4f 十 bg 在 AP 中 . 

命 BLf,9) 二 f9, 得 连续 映射 B : Cos( 民 ) x Cb( 民 ) 一 上 Os( 民 ) 使 T(f9) CC 
BI(Tf x 了 9), 从 而 当 f,9 € AP 时 ， 了 (fg) 是 列 紧 集 . 这 样 fg 也 在 AP 中 . 
明显 知 f 在 AP 中 ， 从 而 AP 是 对 合 代数 . 

任 取 fo € Cs( 展 ) 使 对 任何 > 0 有 了 E AP 满足 Hf 一 加 || < ss 这 样 
Rf 居民 fo 的 e- 网 . 到 民 Rf 的 有 限 s- 网 GG, 则 G 是 呈 加 的 有 限 2s- 网 从 
帅 Rfo 是 预 紧 集 . 这 样 万 在 AP 中 ， 从 而 AP 是 完备 的 . 
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练习 24 只 证 明 (4)， 必 要 性 ; 设 (如 ] 是 (an) 之 道 : (an)(bn) = eo. 于 是 
aobo 二 1. 这 样 ao 0. 1 

充分 性 ， 复 找 复 数列 (by) 使 ao 二 1 而 之 1 时， 2 ibns 二 0. 命 


名 十 1 
bo 一 1/ao, 设 如,…… ,bn 已 求 出 ， 由 aobr+i1 十 和 2 aibn+i- 二 0 得 


+l ibnt1s 一 
bl = 一 一 PD 


Ao 
练习 25 命 f(an)%%0 = 3 an2m. 按 CN 与 Ci[z]] 的 代数 运算 的 定义 可 知 
n=0 
是 变 求 的 同 构 


88.1 谱 点 与 正则 点 
练习 1] (1) 设 B 也 是 对 角 算 子 而 {5b,) 为 其 对 角 线 ， 则 
(cA+ dB}(z1, 22,..-) = (calzl + dbix1, ca2t2 十 号 273， 
于 是 c4 十 4B 也 是 对 角 算 子 ， 其 对 角 线 是 《can 十 dbn). 又 
4Bf{zl,za 一 (alplzl,a2bazo2…)， 


于 是 AB 也 是 对 角 算 子 ， 其 对 角 线 是 (anbn】. 据 此 可 知 AB = BA. 

(3) 必要 性 ， 因为 Aen = anen, 所 以 an 去 0. 充分 性 : 命 B 是 以 (ax ) 
为 对 角 线 的 对 角 算 子 , 则 4B 和 昌 4 是 以 (1) 总 ] 为 对 角 线 的 对 角 算 子 . 据 (2) 
知 AB = BA4 = 了 . 这 样 4 可 首 且 其 逆 算 子 五 也 是 对 角 算 子 . 

(4) 因为 A 一 4 是 以 (和 一 an) 为 对 角 线 的 对 角 算 子 ， 据 (3) 知 这 个 对 角 
算 子 不 可 道 当 且 仅 当 其 对 角 线 性 有 零点 当 音 仅 当 有 个 正 整数 n 使 入 二 an. 注意 
到 4en = anen, 所 以 an 都 是 A 的 特征 值 . 


练习 2 命 Anlz1, T2,..*) 一 【al71， ,anzny0,0,………)， 这 得 有 界线 性 算 子 
An :人 一 天 使 | 4a|| 三 Tax [ail. 因为 (An) 逐 点 晕 近 A, 据 Banach- 


Steinhaus 定理 知 
Al < lm Anll = suplon| < +o0. 


注意 到 | 4zla < sup on， 所 以 Al = supjenl. 
(1) 和 (2) 的 证 明 法 同 练习 1 的 (1) 和 (2). 
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(3) 必要 性 ， 因 为 4 下 有 界 ， 从 而 有 常数 c>>0 使 
jan| = llanenllz = ||Aenllz 2 cllenll2 = 2 
充分 性 ; 命 B 是 以 (as!) 为 对 角 线 的 对 角 算 子 , 据 (1) 和 (2) 和 4B= BA=I. 
可 见 ， 4 吕 道 上 且 其 算 子 也 是 对 角 算 子 . 

(4) 因为 AT 一 4 是 以 (入 一 an) 为 对 角 线 的 对 角 算 子 , 据 (3) 知 I 一 妈 

可 道 当 目 仅 当 存在 常数 > 0 使 | 和 一 an| >7 恒 成 立 ， 子 是 
af4) 三 {Awr > 03n :| 一 an| <7} = {anln 2 1}. 

现 设 入 是 4 的 特征 值 ， 则 有 非 零 向 量 x E 信使 Ax = Az. 此 即 anzn = 
Azn 恒 成 立 , 取 只 使 zn 关 0, 则 入 = an 反之 ,注意 到 Aen = anen 知 
an :nn 空 1 恰 是 4 所 有 特征 值 . 
练习 3 仿 练习 2. 
练习 4 (1) 居 (2) 的 推论 。 (4) 是 (3) 的 推论 ， (2) 命 忆 = (9 > 站 则 

UU=I{h < NN < gb eR}. 
因此 有 1 居 下 的 相对 开 集 . 车 UV 不 空 则 有 了 > 0 使 OCX,7) CVU， 从 而 
m(U) > 0, 与 g&h 矛 稍 . 

(3) 任 取 zo € 天 ,对 任何 > 0, 有 5>0 使 ft 一 zxol < 5 时， 
f(r) 一 f(zo)| <&. 于 是 O(z0,6) (ff 一 f(xo)| < es 从 而 ml 一 Fo)| < 
<) > 0. 因此 f(z0) 在 了 的 本 性 值 域 中 ， 这 得 ran f C essran 了 

现 设 zo 不 在 ran 中, 则 有 7 > 0 使 O(zo,7) 与 (XX) 不 交 ， 这 样 
(| 一 | < 站 是 空 集 , 从 而 zo 不 在 了 的 本 性 值 域 中 .可 见 ran 了 GG (essran 了 )*. 
练习 5 提示 : 谱 点 都 是 y 的 值 , 而 特征 值 是 这 样 的 复数 入 它 使 mp = 和 > 0. 


练习 6 设 非 誉 向量 2 与 数 入 使 4z = Az, 则 rn+l 二 Azn 归纳 地 有 
zn 二 和 -lz1, 这 样 zl1 非 零 且 由 并 | 和-1zi 上 < 十 o0 知 | 对 < 1, 从 而 入 为 


44 的 特征 慎 当 旦 仅 当 | 和 | < 1. 这 得 {XA :| 和 过 1 5 ol4). 据 |4|= 1 得 
C {和 :|A|< 二. 据 Gelfand 定理 ，c(4) 是 紧 集 . 因此 o(4) = {A: AI 和 1. 


练习 了 如 果 alzl 十 … 十 Ganzn 二 0, 则 将 4 ,A" 1! 依次 作用 其 上 得 


1 1 人 QE1 0 
A1l A2 机 An Q2T2 0 
A Mi Al GnTn 0 


上 式 堪 边 方 阵 可 道 . 因此 每 个 ci0i = 0. 这 表明 每 个 az 一 0. 
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练习 8 提示 ; 取 了 上 规范 化 强 长 测度 (dz)i. 当 fe L2(T) 时 ， 命 
= (f (2)27(dz)i neg. 


说 明 如 :2(T) 一 上 2{ 多 ) 是 丁 算 子 旦 U*SU 是 乘法 算 子 mms， 
练习 9 只 证 明 必 要 性 ， 为 求 入 一 yz 的 道 元 ， 作 形式 演算 【过 程 不 必 为 真 }: 
1 yz) _1 yzY)” 2 ) 
二 二- 三 涩 (+ Am 二 
_ 工 1 Tl 3 
-1+ #)- 5) = Rt 
上 式 最 后 一 项 记 为 z, 说 明 z 确 是 入 一 yx 的 遵 元 即 可 . 


练习 10 如 86.2 例 5 中 54 满足 S15 一 了 而 5S_51 是 向 本 amfenn > 2} 
的 投影 算 了 ， 于 是 0 为 S49S， 的 正则 点 ， 但 为 $_S+ 的 谱 点 . 


练习 11 否则，g%2 = ZY 一 1, 复数 入 使 入 一 yx 不 可 赣 当 且 仅 当 (十 1 一 wy 
不 可 逆 ， 这样 有 afzy)] = o(yz) 十 1. 取 定 gz 的 一 个 谱 点 c. 
若 无 正 幕 数 nw 使 c 十 n= 二 0， 见 c 十 1 是 zy 的 谱 点 ， 因 而 也 是 yx 的 谱 虚 
( 见 练习 9). 这 样 c 十 2 也 是 xy 与 yz 的 谱 点 . 如 此 下 去 ， 所 有 正 整 数 n 都 使 
c 十 RR 是 zy 与 YZ 的 谱 点 . 这 与 Galfand 定理 了 矛盾. 若 有 正 整 数 玉 使 c+K 一 浊 
则 -天 是 yx 的 谱 点 ， 因 而 也 是 zy 的 谱 点 ， 这 样 -上 一 1 是 的 谱 点 ， 它 也 
是 zy 的 谱 点 ， 如 此 下 去 ， 所 有 正 整 数 nn 都 使 一 一 1 是 yz 的 谱 点 ， 这 同样 是 
牙 盾 . 
练习 12 首先 由 {4B)* = AB 得 B* .A 一 AB. 其 次 证 明 不 等 式 ; 
(ABz, xz) & (AB? x,z) Arr “1 :n=0,1,- 
上 式 在 ?2 二 0 时 成 立 ， 设 nh 时 上 式 成 立 ， 则 
(ABz, Th < AB™z, rz){Ar, ry" -1 
{AB 7 B? zr)(Ar, r)(Ar, zy2 -2 
{BY 4B2 zx, 7)(Az 2) 1 
一 (4B2 x,z)(Az, 7)” 1, 
而 第 二 不 等 式 尖 自 对 正 算 子 4 用 Schwarz 不 等 式 . 对 下 式 取 极限 即 可 ， 
(ABz, z)| & (14)? |B? Hzl2(Az, 2)2 1) 让 
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练习 13 命 5, = {zecriP :zl < 则 (OP 一 已 9n- 说 明 每 个 


5 是 开 集 即 可 . 命 f( 和 ,4) = 入 一 7, 这 得 连续 函数 :C x 4 外 使 p(x) 
为 六 1(4x) 在 了 处 的 截 日 1 1(4”*)”, 作 复 平面 上 紧 集 


A=~{AEC:IMN En), 
则 任何 (4)w := {ze 4 :zi| < n} 中 任何 元 素 x 满足 o(x) SC A. 于 是 
Sn = {rE(AnIVA EA\V: (TA)E fA*)*}. 
这 即 8 = YAvv 扩 1( 4). 据 85.4 练习 16 知 Sn 是 4 的 开 集 . 


练习 14 任 到 z E 4 和 任意 加 > r(z), 据 练习 13 知 有 z 的 开 邻 域 中 使 y ET 
时 ，al C (C)s. 这 样 r(y) < 6. 换言之 2 EV G(r < 加 ,于 是 (r < 中 
是 开 集 ， 从 而 + 上 半 连 续 


练习 15 任 取 yeE8A*Y 及 e>>0, 取 XEA* 使 |z 一 加 <&. 于 是 
[zl sg clzz™ /el & eal, 0A*) < ce. 
有 从 而 和 gl < (1+c)e. 命 e 一 0 得 y= 0, 于 是 4x = 4x U1{0}. 因为 
A\{0} = A*U{A\ A*) 


且 A\ {0} 连通 ， 所 以 A\ 47 是 空 集 . 换言之 ， 4 = A* U {0}. 此 即 4 中 
非 零 元 都 可 道 ， 最 后 应 用 Gelfand-Mazur 定理 即 可 ， 


练习 16 设 zf(z) 二 和 f(z), 则 (z 一 和 )f( 二 0. 这 样 z 关 入 时 ，f(2) = 
因为 了 D\ {z} 在 DD 中 稠密 ， 从 而 了 = 0. 


练习 17 说 明 了 的 本 性 值 域 是 单 点 集 即 可 ， 命 
Eo = Uf e RIf(z) z f(z +7)}. 


这 是 一 列 Lebesgue 零 集 之 并 .于 是 Bo 是 Lebesgue 零 集 ， 其 补 集 记 为 五, 则 
E= 用 {zE 恨 A(z) = f(z +7)}. 
可 见 百 是 有 理 平 移 不 变 的 ， 7 E 起 时， 五 十 7 = 瓦 . 
任 取 台中 Borel 集 五 . 当 -oco<a<p+oo 时 ， 记 
Hla bb) = (0 DN EN RF), 


S27 


其 Lebesgue 测度 记 为 fa, 器, 则 ia 十 8,e) 一 区 ec) 现在 
ai bi) — Kaz, bo)| & a — a2| + |b1 — bal, 
可 罗 1 是 连续 函数 .下面 证 明 ! 的 平移 不 变性 ， 7 是 实数 时 
Ia 十 TD 十 >] = la,b). 
据 的 连续 性 和 有 理 数 集 的 稠密 性 可 设 7 是 有 理 数 ， 此 时 
lla+rb+r)=m({re(laotrb+r) Nn Elfr) € FF}) 
~m({rze (a nN(E r+riftz) erF}) 
=m({ye (a DN(BE -ry +r) € FPF}+r7) 
=m({y € (% 0 N ElfFY) € Fh = a, b). 
因为 瑟 (0,51 十 如) 与 古 (0;1) UU 日 (01,;b1 十 加 ) 至 多 差 一 个 点 妇 所 以 
0,b1 + bo) = (0,61) + th, bi + bo) 
= (0,61) + 1(0, b2). 
上 面 第 二 等 式 源 自 i 的 平移 不 变性 . 据 ?i 的 连续 性 知 有 常数 c 使 0ce 志 1 且 
0,2) = cz, 从 而 及 = cl ~ 0). 
现 说 明 c = 二 0 或 c=1. 若 c 冯 0, 对 任何 8 > 0, 取 包含 豆 (0, 了 的 开 集 
使 mt <m(H(0,1)) 十 &. 以 V0,1) 代替 可 设 YSGt01L 将 六 
的 构成 区 间 写 成 (ai, bi) : i € J 则 


H(O, 1) 一 U0, 1) 门 (ai bi)) 三 Ul Ht{asi, bi). 


于 是 {0,1) = > Lai;87). 此 有 即 c 一 2) clbi 一 ai). 这 样 2 (人 一 ai 一 1 换 
1E GE 


言 之 ，m(W = 1 有 从 而 e+e>1. 合 E 一 0 得 e>1. 于 是 c=1. 
在 c=0 时 ， 互 (a, 目 关于 (a,5) 都 是 零 集 ， 又 ( 瑟 (-mm))ce. 递增 至 
EN 了-1(P). 这 样 产 !( 王 ) 是 过 和 集 . 在 c= 1 时 ， 


(n,m N EN CF) 一 (—n,n) \H(—n, n). 
上 式 右 端 是 零 集 ， 命 一 oo 知 /1(C \ 卫 ) 是 零 集 . 
取 了 的 本 性 征 域 essran 了 中 -一 点 zo. 任 取 正 整数 nn, 则 (|f 一 zol < 1/n) 
非 索 集 ， 它 的 余 集 (| 了 一 0| 宇 1/m) 便 是 索 集 .因为 


(f #20) = Ut{f — zol 关 17njln e N}, 
所 以 (了 关 z0) 是 零 集 换言之， 了 几乎 处 处 等 于 zo( 可 见 essran 了 = {z0}). 
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练习 18 充分 性 ， 将 A* 的 特征 向 量 z 的 全 体 记 为 忆 , 设 复数 (2] 使 A*z = 
ofzjz， 对 于 了 E 五 , 命 (Bzjfz) = (Xx,z)}， 这 得 函数 Bx : 瑟 一 C， 如 果 
Bz =0, 则 x 上 玉 , 大 而 x = 0. 于 是 召 :三 一心 是 单线 性 算 子 . 
命 Y = 二 B(X) 并 定义 (Bx, BX1) 二 (zz1) 这 使 成 为 一 个 Hilbert 
空间 (其 中 向 量 是 玉 上 的 函数 ), 而 召 : 所 一 了 为 酉 算 子 ， 又 上 上册 值 泛 项 
Br om (BX)(2) = (2,2) = (Bz, B2) 
是 连续 的 ， 所 以 了 是 函数 Hilbert 空间 . 命 了 = Bx, 则 
(BAB"f)(2) = (BAz)(z) = (Az, 
一 人 z; p(2)2) = p(2) (x, 2) = p(2)f (2). 
可 见 4 酉 等 价 于 下 上 以 p 为 乘 子 的 乘法 算 季 . 
必要 性 ， 可 设 于 是 ad 上 函数 Hilbert 4 以 pp 为 滋 子 .于 是 
(Af, Kz) = 一 (4j)(z) = (2)f P(r) (Ff, Kr). 
这 表明 A*K, = gp re 从 而 p(X) 为 A* pe Ks 是 其 一 个 特征 向 
量 ， 最 后 注意 到 革 = 本 af 天 zlz E MM} 即 可 . 
练习 19 总 有 ml 一 2 了 < 人 门 一 0, 从 而 essran = 名 , 


练习 20 据 练 习 9, zy 和 yz 的 非 零 谱 点 都 一 样 . 这 样 r(x 一 r(yzx). 在 了 
和 ? 交换 时 ， 联 4 的 闭 子 代数 B 使 B 有 以 下 生成 集 ， 


{z0(a 一 2 的 一切 (ez lo € pz);b € p(y);e € plz ++)}. 
这 样 BB 交换 且 x,y 和 2 十 2 关于 B 的 谱 与 关于 4 的 谱 一 致 . 
当 了 了 到 壳 BB 的 特征 时 ， f(z 十 9) 取 遍 工 十 9 的 说 点 由 
[ftz+ | stF(2)| + | (| 
知 7(z 十 2 所 (2) 十 7(). 


练习 21 据 定 理 3 和 87,5 练习 20 知 o(a) = ran f., 因此 a 可 道 当 且 仅 当 f 
无 守 点 .此 时 命 = oa 1! 且 g(2) = bz", 则 fg9=1. 于 是 1/f = 9. 
实习 


练习 22 将 入 的 n 次 方 根 依次 记 为 z1,… ,zn. 于 是 
A — A=(z17— A).. (nl — A). 


如 果 zy 了 一 4 都 是 单 射 ， 则 XT 一 A 是 单 射 ， 矛 质 ， 这 样 必 有 个 了 使 z7T 一 4 
非 单 射 ， 从 而 5 是 4 的 特征 值 


练习 23 帮 42) = 和 f(z?) 与 (4* 让 (z) = jf(2) 一 样 , 得 f(x) = 0， 
练习 24 (AT,y) = 和 (Zz, 妇 与 IA) = HZ, 人 一 样 , 得 {2Y, 轨 二 0. 
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88.2 紧 兽 和 子 与 Fredholm 亲子 

练习 1 必要 性 : 命 c 二 lim Az 两 次 到 子 列 后 可 设 一 lim 上 Azml 且 
(Axn) 强逼 近 某 个 外 当 g EY* 时 ，g(9) = lm(94A)(zn) = 0. 因此 y= 人 0， 
可 见 £¢== 0. 

充分 性 : 任 取 起 中 有 和 田 序 列 (zn), 它 有 子 列 (Th ) 弱 膛 近 某 了 E 闫 . 因此 
(zk, 一 卫 ) 弱 逼 近 0. 这 样 lim | 4zx。 一 Ax == 人 0. 
练习 2 充分 性 ; 由 (41,.… , Qn;0,0,.…) 确定 的 对 角 算 子 An 是 有 限 秩 的 . 由 
于 半 — An, 的 对 角 线 是 (0, 0 ; 0, tnt1, 的 ). 据 88.1 练习 2 得 1 4 一 An| 二 
sup Ilail. 于 是 lim 4 一 Anl| = 0. 这 样 4 是 基 算 子 . 

必要 性 ， 因 为 (en) 弱 通 近 0, 所 以 limj]Aenjlz = 0. 此 即 jin lan| = 0. 
另 法 ， 若 lim lan| > 0, 则 有 下 有 界 的 子 列 (ax,). 命 XX = 王国 {ex, ln € N}. 
这 是 号 的 无 限 维 闭 线性 子 空间 使 限制 (4 ; 基 一 于) 是 拓扑 同 梅 ， 从 而 科 的 
单位 球 是 列 紧 的 ， 了 矛盾 . 
练习 3 用 外 .5 练习 11 的 有 关 符 号 , 记 cc 二 sup lf 上 对 任何 & > 0, 要 找 个 有 
限 秩 算 子 王 使 | 玉 一 4l<e. 取 A(X)1 的 下限 7 浆 轧 ,其 中 7 =e/(3c 二 3). 
因为 五 是 有 眼 集 ， 取 正 整 数 寻 使 YE 吾 时 ， 僻 一 已 攻 <e73. 当 |z| < 
时 , 取 yE 马 使 Tz 一 囊 <*. 等 式 

AT— PArz= AT—y+y— Py+ Pl(y— TYr) 

表明 4z 一 Az < ce. 于 是 上 4 一 忆 人 <<e. 命 = P44 即 可 . 


练习 4 记 h(z) 二 Y |K(z, 胃 3v(dy))?. 据 HBlder 不 等 式 得 


(KA) < UK( z, yov(dy) hf lle = aa) Ills 


据 条 件 知 | 下 < jj 这 样 瑟 是 p- 方 可 积 的 且 下 有 办 
说 明 L?(Y) 中 增收 敏 于 0 的 序列 (fn) 的 像 (天内 ) 强 收 化 子 0 即 可 . 取 
常数 a 恒 使 上 fljp < a, 取 闫 的 等 集 忆 使 ZE 针 \ 忆 时， 


| IK(z, Wrv(dy) < +o0. 


对 此 种 x 按 暗 收敛 性 得 lim (上 Kfn)(Z) = 0. 因此 下 fn 几乎 处 外 收 化 子 0. 又 
| 天 所 | alhl, 据 控 制 收 敏 定理 知 lim 上 Kf = 0. 
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练习 5 因为 ker( 和 1 一 4) 是 有 限 维 的 ， 它 对 x 有 最 佳 通 近 z. 命 X 一 了 一 2 
则 x/ € [x] Dz = dz, ker(XT ~ A)) = Hlzlll. 


练习 6 由 条 件 和 紧 算 子 的 Riesz-Schauder 理论 知 1 是 工 的 正则 点 . 这 样 了 一下 
可 逆 ， 于 是 (了 一 了 )-1y 是 方程 x 一 了 x = 4 的 唯一 解 . 


练习 7 提示 : 否则 ， 取 其 非 零 特征 值 入 , 它 对 应 的 特征 子 空间 形 如 上 2(E), 其 中 
互 非 Lebesgue 零 集 、 但 到 (五 ] 非 有 限 维 的 ， 了 矛盾 . 


练习 8 据 87.3 练习 4(1) 知 Tsinmnr .|n 之 1} 是 2[0,7| 的 直 交 基 、 现 在 


(4sinfmr.(2) = | Kl(r,y)sinnmydy 


yd dcosnny nd cos nny 
一 如 


+jJa- 


二 (1 一 z} cos TY 


工 
一 人 1 一 z jwsinnnydy + | (1 — Nr sinnnydy 
0 
fll 
日 


_ (1 — zycosnryl’ 


dy 


一 中 看 y=0 1b nn 


1— yrcosnnyl 1 x COS NA 
但 一 切 yf yy 


—nT y=s NA 


(1 —z)sinnanyl 7 _ sin nrg 
(nx)? y=0 (nm)? y=0 (nn)? 

从 而 4 相应 于 直 交 基 {sinn7n . 只 1} 可 对 角 化 ， 其 对 角 线 【(nr)-2)22 1 以 
0 为 诊 点 ， 其 余 结 论 源 自 38.1 练习 2 与 本 节 练 习 2. 
练习 9 命 Y= 6 一 Q. 任 取 C04%[0,1] 中 有 界 序列 {f。), 不 等 式 

[fr (7) — fr (2)| < | frllo,glz — 2 
表明 《fn) 是 等 度 连 续 的 ， 据 Arzel8-Ascoli 定理 ， 取 子 列 后 可 设 【 思 ) 一致 收 
印 ， 其 极限 j 太 是 连续 函数 ， 因 为 wa 三品 一 ? 当 二 >0 时 ， 

[fn (2) — fr{7) — f(z) — fr(#)| 
zl-7 


<| Ll | : 要 一 对 六 让 
1 太一 不 lee : | — 2| < tt. 


TSin nny 


B31 
命 c= sup | 扣 Ho,a. 在 上 式 中 命 天 一 co 而 得 
人 9] 


2 
2ctr : lz 一 z| < 二 


这 得 lim fn 一 fioa < 2ct7. 命 t 一 0 得 lim ||fn 一 fllo,a = 0. 于 是 


=(f— fn)+fn Ee Oe [a, dH. 

可 见 ，C98[0,1] 中 有 和 界 序列 (所) 都 使 (4f4) 在 忆 [a, 如 中 有 收 合子 列 而 
(Bfi,) 在 C0%8[0,1] 中 有 收敛 子 列 ， 于 是 4 和 B 都 是 紧 算 子 . 
练习 10 命 c= | 上 Yl 当 z = (zx1,22) 时 ， 

IEzl = aa 十 1azs| 

| 
ctllzall + lzzl = eljzll. 
可 见 和 c. 反之 ， zd = 的 | 过 站 天 机 za 表明 上 专 TL. 
同样 22 志 ]||. 可 见 ，c 志 || 总之， 上 T= 

命 Jz1 = (Zz1,0) 和 户 (ti,%2) = 1, 这 得 等 距 算 子 1 : 于 1 一 大 和 有 
界 投影 算 子 号 : 子 一 六 使 五 = 五 工厂 如果 了 是 紧 算 子 ， 则 五 是 紧 算 
子 . 同样 T2 是 募 算 子 ， 反之， 当 五 和 了 都 是 紧 算 子 时 ， 以 Bi; 和 B 分 别 记 
2 和 这 的 单位 球 , 则 B CS Bi x B2. 于 是 了 (B) C 有 (有 1) x T2(Bo), 这 笛 
卡 儿 积 是 列 紧 集 ， 从 而 了 (BB) 是 列 紧 集 . 
练习 11 命 Bi :ranB 一 W 为 B 的 道 算 子 . 命 C = 五 -14, 这 得 线性 算 
子 马 :大 一 了 使 4= BC. 因为 w= Cz 当 且 仅 当 Bw = 二 Azx, 所 以 


gr C= {(z,w) EXx WIAs = Bw). 
这 是 XX x W 的 闭 线性 子 空间 ， 据 闭 图 像 定理 知己 是 有 界线 性 算 子 . 


练习 12 在 B 为 单 射 时 ， 命 CC 同 练习 11. 于 是 4 是 紧 算 于 ， 一 般 地 ， 取 有 界 
单线 性 算 子 户 : 太一 了 使 一 Br 其中: 态 二 W/kerB 而 7:W 一 从 
是 自然 投影 ， 因 为 B(WW)1 = _B(W): 是 列 紧 集 ， 所 以 记 是 紧 算 子 ， 最 后 注意 
到 ran BB ran B, 结论 归 为 B 为 单 射 情形 . 


A 办 
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练习 13 任 取 气 中 弱 带 近 0 的 序列 (zn). 据 46.3 练习 1, 说 明 (4zn) 给 逼近 
0 即 可 : 当 gE (0)* 时 ，g9(Azrn) = (A*g)(zn), 其 极限 为 0. 

练习 14 因为 ker 4 是 常数 函数 组 成 的 一 维 线 狂 空间 ， 所 以 dimker 4 一 1. 对 
任何 9 E C0,1], 命 了 是 9 的 一 个 不 定 积 分 (如 了 (x) = jg ), 则 Af = 9 
这 样 ran 4 基 满 射 ， 从 | dim cok 4 二 0. 这 样 ndA 一 1 一 0=1. 

练习 15 品 然 A ;区 一 YY** 昆 Fredholm 算 子 , 它 是 4 :三 一 了 的 延 拓 . 
于 是 ker 4 = ker A** 是 有 限 维 的 . 又 田 fram A 二 ranA* 得 cok A CecokA** 
基 有 限 维 的 ， 这样 4 是 Fredholm 算 子 . 

练习 16 命 An :全 一 天 是 形 如 87.2 练习 1 的 这 样 :个 线性 算 子 ， 其 对 应 矩 
阵 的 前 ?a 行 与 4 的 对 诬 行 一 样 而 其 余 行 都 为 0. 于 是 4 一 A 是 这 样 一 个 线性 
算 子 :其 对 应 矩阵 的 前 7 行 都 是 0 而 其 他 行 与 4A 的 对 应 行 ~ 样 ， 据 87.1 练习 
1(3) 知 ，| 4 一 如 和 科 | 全 后 . 这 样 lim4 = 4. 因为 4。 都 是 有 限 


1 


秩 算 子 ， 所 以 4 是 紧 算 子 . 


练习 17 任 取 zoE 和 和 E>0 取 所 的 有 限 子 集 所 使 4 三) 是 4() 的 
E- 网 .对 任何 5 E 基 , 取 个 加 E 王 使 147 一 zz < < 现在 
| 一 20 Az)| < |r ro,Ar — A'z0)|+ |{x ~ zo, Azo)| 


< elz — zoll+ TF lr ~ wo, As) 
zz 了 


可 见 当 > 蔓 通 近 zo 时 ， Ji dz 一 Axo, XT)| 所 &. 现在 
|{Ax, x) ~ (Azxo, ro}| = I{Azx — Azxo, x} + (Aro, z — xzo)| 
所 |(47 — Aro, TY)| + |{Axo, x ~ zo}. l 
这 得 dim if(z) 一 f(zo)| = 0. 因此 了 在 zo 连续. 由 xo 的 任意 性 知 f 连续 . 
练习 18 取 A4(X) 在 Y 中 的 代数 补 子 空间 26, 即 了 = ker B Yo. 于 是 
dim Y = dim ker B + dim Yn 
= dimran A + dim Yo 
= dim X + dim Yh. 
说 明 Yo 与 Z 同 构 即 可 .为 此 作 限 制 Bo = (8B :6 一世), 则 
Z= BY)= BAX+ BY = 0+4 BoY. 


因此 Bo 是 满 射 ， 现 证 明 Bo 为 单 射 . 设 Boy 二 0, 则 gE Yon 阁 kerBB， 从 而 
Y 二 0. 这 样 Bo : Yo 一 2 恢 同 构 . 
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练习 19 (全 (3): 注意 到 4 是 单 射 当日 仅 当 dim ker 4 = 0, 而 4 是 满 射 当 
有 日 权 当 dim cok 4 = 0, 并 注意 到 dim ker 4 = dim cok 4 即 可 . 

(2) 污 (1): 设 Az 二 0. 于 是 z= BAx = 0. 这 样 4 是 单 射 . 

(4)=>(3): Y= AB(Y) C A(X), 所 以 4 是 满 射 

呈 ) 二 (3) 祝 (2)+( 少 : 显然 的 .因此 (1) 坟 (2) 且 (3) 全 (4 


练习 20 提示 : 命 4o[z] = AZ, 得 可 朔 有 界线 性 算 子 40 : /ker A 一 Tan4 
使 Ao[z]| 关外 [zj 这 即 ‖ 4z|| 六 bd(z, ker 4A). 用 道 算 于 定理 证 (1) 全 (3)， 
()+(3) 一 (2): 说 明 Ao 是 拓扑 同 构 . 命 7 : ran 4 一 站 是 包含 映射 ， 显 
然 4 二 JAo7T. 因为 六 : YY 一 (ran 4)* 是 满 射 ， 这 得 以 下 第 一 等 式 
(ker A = rr’ (X/ ker AY = tr MT YY) = A*(Y*). 


最 后 ， (ker 4*) = 上 ((ran A)+) = ranA. 


练习 21 明显 kern 二 ran(0 :0 一 jer4) 且 rany = ker(0 : cok A — 0). 
因为 4z 二 0 当 且 权 当 x € ker 4 当 且 仅 当 存在 YE ker 4 使 wy) = ,所 以 
ker 4 = rann. 因为 T(g]) = 0 当 且 仅 当 y € ran 4 当 且 仅 当 存 在 XE 下 使 
42 二 y, 所 以 ker 7 = ran 4. 总 之 ， 所 讨论 的 序列 是 正 合 的 . 


练习 22 (1) 过 >(2): 作 久 的 闭 线 竹 子 空间 Xo = ker B 和 包含 映射 J : Xo 一 
区 . 作 4 的 限制 4o = (4 : 工 一 XX0), 则 Ao 可 逆 且 4 = .J 40. 据 北 算 子 定 
理 知 Ao 是 拓扑 同 构 ， 据 此 可 设 Xo = 上 而 4 是 包含 映射 
作 诱 导 算 子 Bo : X/L 一 Y 使 B 一 Bor, 其 中 入 : 贸 -» 久 /上 是 自然 投 
影 ， 据 道 算 子 定理 知 Bo 是 拓扑 同 构 ， 因 此 可 设 Y = 下 /上 而 日 是 自然 投影 . 
任职 9 € 2 上”*, 则 9 有 保 范 延 拓 f € 天” 这样 
(A A)(2) = FAS) = 9(2), 2 EL. 
因此 4* 是 满 射 ， 即 ran 4* = L*, 任 到 f € ker 4*, 则 f(L) = f4(L) =0， 
从 而 诱导 了 一 个 geEY* 使 1 一 9gB. 这 样 f = B*f0, 从 而 ker A C ranB*. 
反 向 包含 源 自 A*B* = (BA4)* = 0， 
现 设 B*g = 0, 则 g(Y) = 9B(X) = 0. 这 样 g 0. 因此 ker B* = {0}. 
(2) 过 (1): 据 开 映射 定理 知 有 7 > 0 使 4*(X*)1 2 (L*),. 这 样 
| Al = sup{|f An) : f € GD] 
= sup{|(A°f)(z) : f € (X")} 
> sup{lg(2)| :9 € (L*)r} = rlzll. 
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这 样 4 下 有 界 ， 从 而 4 是 单 射 且 有 闭 值 域 ， 因 为 ran B* 二 ker 4”, 所 以 
ker = (ran B*) =+ (ker A*) 
=+((ran A}+) = WER A = ran A. 
现 证 明 B 满足 先 验 条 件 ， 取 常数 > 0 使 B*(Y*)i 2 写 (ker 4*);, 则 
lBzll = sup{l(B”9)(z) = g( Bz)| : 9 € (Y™)1} 
> sup{{f (2)| : f € (ker A )r} 
= sup{r|f (zx)| : f € ((ran 4)™)1} 
= rd(zr,ran A) = rad(z, ker B). 
据 练习 20 知 B 有 闭 值 域 . 由 (ran B+ = ker 二 0 知 ranB=Y. 
练习 23 必要 性 : 在 Y 中 取 ran 4 的 有 限 维 代数 补 MM. 命 Al(X,y) = AZ 十 攻 


这 得 满 算 子 41 : 区 x 于 一 了, 它 是 注射. 因为 41(z, 胃 = 0 当 且 仅 当 
4z 二 y 二 0, 所 以 ker A1 = ker 4 x 0. 这 样 41 诱导 一 个 拓扑 同 构 


Al:X/kerAxM—Y 


使 ran 4 = Ai(XX/ ker 4 x 0), 从 而 4 有 闭 值 域 . 因为 cok 4 是 有 限 维 的 ， 所 
以 
cok A (cok A)* (ran A)+ = ker A*. 


充分 性 源 自 上 式 ， 据 86.5 知 ，ran4 纯 凡是 了 的 拓扑 直 和 分 解 ， 


练习 24 设计 :了 一 天 是 包含 算 子 而 T :天 一 天 /也是 自然 投影 ， 据 练习 
22 得 正 合 序列 0 一 上 ** 一 让 (JD 一 0. 于 是 不必 /se 圣 
(KXLY). 


练习 25 充分 性 ， 因 为 (fn) 只 1 弱 * 收 铺 ， 它 弱 ”有 界 ， 从 而 它 强 有 界 ， 这 样 
18zl| < sup 站 关机 表明 BB 有 界 且 1B < suplfnll 


必要 性 : 以 有 n(x) 表示 Bz 的 第 nn 个 分 量 ,好 所 是 上 线性 泛 函 ， 由 
fn (2) & Bz < BW 
知 fl < 上 B81, 从 而 sup llfnl < | 如 | 
因为 Bz 在 co 中 , 这 即 lm 加 (2) = 0, 从 而 (大 ) 昱 ” 收 伍 于 0， 


535 


练习 26 据 Fréchet 定理 ， BB( 关 )! 是 列 紧 集 当 匡 仅 当 

0= lim sup sup|(Bz)i| = lim sup sup |fi(z)| = jim fll. 

no Jah<1 i>n oo i>n lzll< no 
练习 27 充分 性 : 当 X EX 时 , 命 T(Bz) 一 Ax. 当 Bzx1 二 Bx 时 ， 
lA(z ~ zl) < Bz — zi =0. 
可 见 了 (Bz) 的 定义 合理 ， 这 得 映射 了 : ran 吾 一 了 了- 从 下 式 
ET = 1{(Bz,Ar)ls € 小 

知 了 是 线性 的 .现在 ‖ 4z|| < 1 召 z|| 表明 TH < 

取 工 的 唯 - -连续 延 折 了 1 : TaN B 一 YY. 作 限制 Bi=(B:X -TanB), 
这 是 紧 算 子 使 4 = TB1. 于 是 4 是 紧 算 子 . 

必要 性 : 因为 4” 也 是 暴 算 子 即 AY(Y*); 是 义 * 中 列 紧 集 , 从 而 据 85.4 练 
习 19 知 义 * 有 无 穷 小 量 (fn) 使 A*(Y*)1 5 oF fn. 


当 是 西 组 合 2 Qi 所 (只 有 有 限 个 ai 非 零 ) 时 ， 
IF = 12 0;fi(2)| & sup |fi(z)l. 
上 式 在 f E CoV fn 时 也 对 ， 最 后 注意 到 练习 26 与 予 式 即 可 


14zl =sup{lg(Az)| : 9 € (Y")1} 
=sup{l(A’g)(z)| : g € (Y°)1}. 
练习 28 命 (2) = (4iz,z) 且 f(z) = (4z,z)， 则 弱 紧 空间 六 上 连续 
函数 万 递增 至 连续 函数 了 ， 据 Dini 定理 知 【 态 ) 一 致 逼近 也 最 后 注意 到 
4 一 4= 几 天 -和 甫 即 可 . 
练习 29 (]) 命 2 二 Tan4d 而 46o: 元 一 瑟 为 4oz 二 Ax. 据 道 算 子 定理 知 
Ao 下 有 界 ， 于 是 有 r+ > 0 使 |4zl > rz 恒 对 . 当 0< 1- <r 时， 
lBzl 2 Azl -lAz — Bzl 
> (7 一 1B 一 4)llsll. 
这 样 B 下 有 界 ， 从 而 BB 是 单 射 且 有 闭 值 域 ， 
(2) 因为 4: 六 一 了 诱导 了 个 正 合 列 0 也 ker4 必 革 帮 忆 0. 从 
而 据 练习 22 知 序列 0 一 Y* 邦 X* 二 (ker 4)* .上 0 正 合 . 这 样 4* 下 有 
界 , 据 1 知 有 r>>0 使 8* 一 4" < r 时， BB* 下 有 界 ， 于 是 B 是 满 射 
练习 30 只 证 明 (1) 寺 (2); 设 4z = 0, 则 Bz 兰 可 2 此 限制 (B 
ker 4 一 B{ker 4)) 是 下 有 界 的 紧 算 子 ， 这 是 拓扑 同 构 . 于 是 ker 4 的 单位 球 
是 列 紧 的 ， 从 而 ker 4 是 有 限 维 的 ， 
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48.3 二 数 演 算 与 谱 
练习 1 (1) 当 入 是 zx 的 谱 点 时 据 谱 映射 定理 知 总 一 入 是 2 一 2 的 谱 点 .于 
是 站 一 入 一 0. 这样 入 非 0 即 1. 当 2=0 时 ，oa{x)= {0}. 当 z=1 时 ， 
clz) = {1}. 当知 等 元 zf 非 0 非 1 时 ，o(x) = {0,1}. 
(2) 充分 和 性， 注意 到 (p 十 9 = 二 访 十 pq 十 9p 十 9 即 可 . 
必要 性 ， 由 上 式 知 pq 十 gp = 0. 此 式 分 别 左 乘 p 和 右 乘 p 得 
pI + pap = pap + gp = 0. 
这 样 pq. 二 gp. 结合 前 面 的 式 子 得 2pg = 
(3) 命 二 1pi 十 -… bp n; 则 
Ty = 2 0 Pip; 一 > Qibipi. 
47 一 


充分 性 ， 命 上 面 的 b; = 1/6i, 则 zy = yz 二 1. 
必要 性 : 因为 Zpi = Qip; 且 它 非 零 ， 所 以 qi; 关 0. 作 短 等 元 p= pi. 算 
得 zp 二 Xx. 于 是 p= 二 1. 


练习 2 由 条 件 知 二 人 yy We 于 是 


n=1 nl 
oo pipny » tlyr"™ 
n=1 nl T=1 nl 


命 t 一 0 得 xy = WY. 
练习 3 (4) 僵 (3): 命 5 = {z € 4 : |z|| = 1}. 这 是 紧 集 ， 它 上 面 的 连续 函 
数 z |z? 有 最 小 值 > 0， 当 z 是 4 中 非 零 元 时 ， 将 其 规范 化 得 *， 从 
jz 减 志 得 2 是 x 有. 此 式 在 z= 二 0 时 也 对 . 
(3) 坊 (2): 归纳 可 得 zl < cllz 汪 有 要. 取 极 限 即 可 . 
(2) 寺 (1): 据 88.1 练习 9 得 r(xy) = r(yzx), 因此 
lzyll & er(yr) < cllyzl. 
在 条 件 (1) 下 ， 企 取 4 中 元 ?和 命 f(A) = exp( 和 Xz)yexp( 一 AT), 则 
[fF OV) & clly exp(—X7) exp(27)| = 人， 
因此 站: C 一 4 是 有 界 整 函数 ， 据 Liouville 定理 知 f(A) = f(0), 即 
exp(Mr)y = yexp(XArl :AEC, 
据 练习 2 得 zy = yx. 因此 4 交换 . 
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练习 4 命 a== (f(A)?z,z)3 是 6 一 {9(4)?z,z)#. 可 设 a6 尖 0, 则 

fg) f(A? 区 4 

a ”po de 

这 源 自 Young 不 等 式 ， 于 是 得 下 式 

f(A)g( A) 1 1 

人 区 + 了 = 1. 
上 式 两 边 磁 上 ox 得 (1) 中 不 等 式 ， 请 读者 考虑 (2) 的 证 明 法 . 
练习 5 据 谱 映射 定理 ， 了 (XA) 是 f(z) 的 谱 点 .因此 FA = 
练习 6 必要 性 ， 因为 4B 自 伴 且 (4B)* = B4, 所 以 BA = AB. 

充分 性 : 归纳 地 可 证 明 4"B = BA?. 于 是 f(A4)}B = Bf(A) 对 多 项 式 f 

成 立 ， 从 而 对 cf(4) 上 连续 函数 了 也 成 立 ， 这 得 VAB = BVA. 式 子 


(4Bzz) = (Bv4r Vv Ax) >0 


表明 4B 是 正 算 子 . 

练习 了 命 p(/) = Em 上/(4) -74o) 这 得 半 范 数 p: C(M) 一 恨 使 
pf) < fl, 因此 3 是 人 当 上 是 形 如 7 27 的 多项式 时 ，p( 了 一 0. 

据 Stone-Weierstrass 定理 知 所 有 了 € CM ) 使 p==0. 


练习 8 当 入 取 遍 4 的 谱 点 时 ， 了 (入 ) 取 通 (4) 的 谱 点 ， 当 名 是 f(A) 的 谱 
点 时 ， 作 of4) 中 非 空 紧 集 S(w) = {z E a(4)|f(z) = w}. 因为 S(wW) :we 
o(f(4)) 并 为 9{4), 所 以 有 个 也 使 Suw) 是 不 可 数 集 ， 它 有 聚 点 zo. 因此 了 
在 zo 的 -一 个 开 邻 域 中 是 常数 函数 ， 
练习 9 设 Tz 二 zx 则 T+zx 二 zx 源 自 TT*| 所 1 和 下 式 
IT*z — 2 = "zl + zl: — 2re(T*z, x) 
< |zl: + lzll: — 2retx, Try = 0. 


练习 10 (1] 任 取 x eH, 则 (一 了 T)Px 二 0. 此 好 个 Px = Pz, 据 练 习 '9 得 
T*Pzx = Px. 这 表明 TP = PT = 已 归纳 地 有 Tt*P= PT*==P. 


(2) 级 数 > ankT 绝对 可 和 ， 其 和 BB,, 也 是 压缩 算 子 ， 这 是 因为 
=0 


5 lagT*l| < < 二 om = 
电 一 习 二 二 全 
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命 量 = 505{T*z|k 之 0}, 任 取 号 组 合 V 二 yD BxT*, 命 y 二 Vzx, 则 
R=0 
lim [Bx — Bag = NG 一 六 Buzll=0 
之 lim Bar) 和 lim (MT— VBnzl + Bag)) sl 
> ipgb zl < lim |Bnzll < im |IBnzl < llyll. 


关于 这 种 形式 的 y 取 下 确 界 得 d(0, EF) = jim 上 Bnzl, 于 是 (Bnz)jazo 是 三 


对 0 的 极 小 化 序 询 . 据 87.1 定理 2 知 ( Br) 收 化 于 对 0 的 最 佳 扎 近 
一 记 为 Bx, 得 线性 算 子 召 :五 一 互 使 


IBl<s im ||B,ll «1 
To 


据 (1) 知 BP = PB,, 二 P, 取 强 算 子 极限 得 BP = PB 一 了 P， 对 式 子 
TB = BnT 和 TBn 二 Bn 十 (TT 一 了 Bi 取 强 算 子 极限 得 TB = BT 和 
TB = B, 现在 


BB, = Y amBT* = YaonB=B. 
点 一 站 大 一 品 


取 强 算 子 极限 得 B? = B. 任 取 xE 昌 , 则 (1 一 TT)Bzx =0. 这 样 PBx = Bx， 
从 而 PB = 8B. 这 得 卫 = B, 从 而 (Bn) 强 算 子 逼 近 三. 
(3) 当 0 过 左 < 和 时 ， 记 mk 二 1/ 否则 ，Qnk 二 0. 当 n 一 oo 时 ， 


00 2 
Qng 十 之 [en -1 一 Cn,k | 三 nn 一 0. 
二 并 


再 注意 到 二 ank 二 1, 应 用 (2) 的 结论 即 可 . 


nltn (1 — th) 
kl(n 一 天) 


练习 11 以 /和 代 短工 后 ,可 设 入 =1. 应 用 练习 10(1) 即 可 
练习 12 算得 了 "了 == 日 ;]， 其 特征 值 呈 3 十 V5. 这 样 |T*T| 二 3 十 VG. 
四 为 T-T= | 0 -1 对 于 z EC2 有 | 
ker(T ~ T) = {z € Cz2 = 0), 


它 对 应 的 投影 算 上 了 P = (0 i} 算得 PT 二 2P. 


(4) 提示 : 0 所 尼 之 时 命 Gnk 一 ; 否则 命 enk 二 0. 


] ma 
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练习 13 提示 : 取 4 的 极 分 解 UP, 则 U 是 西 算 子 . 


练习 14 设 尸 : 互 一 吾 是 投向 M 的 投影 代 子 ， 作 限制 4 = (已 : 工 一 RM)， 
它 的 核 空间 为 LN M+. 这 样 4 是 单 射 ， 据 练习 13, dim 工 < dim M. 


练习 15 归纳 地 可 得 了 BM" = N"B， 当 9 是 整 函数 时 ， Bg(M) = g(N)B. 
特命 9(w) = exp(V 二 1zw), 于 是 Bexp(V 二 1zZM) = exp(V=1ZN)B. 这 即 


B=exp(-v—1zN)Bexp(vV -12M) :sec 
命 f(z) 一 exp(V-1zN*)B exp(V-1zM*), 它 是 z 的 整 函数 ， 据 上 式 得 
f(z) =exp(—V—lzN’*)exp(—vV—1zN)B 
exp(v—12M ) exp(—v—1z:M"). 


作 自 伴 算 子 A1(z) = 一 (ZN* 十 ZN) 和 A2z(z) = zJM* 十 zMM, 刚 由 函数 演算 
的 运算 性 质 知 exp(V 一 1A;(z)) 是 西 算 子 . 因为 zN* 和 ZN 交换 而 zjM* 和 
zM 交换 ， 所 以 


f(z) = exp(V -141(2)Bexp(V-142(2)). 
这 样 f(z) 省 志和 Bl. 据 Liouville 定理 知 f(z) = A(0). 此 即 
Bexp(V—lzM'*) =exp(V—1zN*)B:zEC. 
作为 短 级 数 ， z 的 系数 相等 。 Vv 一 1BM* = V1N*B. 
练习 16 按 条 件 得 BM* 一 N*B, 从 而 MB* = B*N. 现在 
BMB-T 0) = NBB-1(0) = 0， 
BM*B- 1(0) = N*BB-!(0) = 0, 
所 以 ker BB 及 ENB* 约 化 jM. 同样 ker B* 及 IB7 上 BB 的 化 N. 


从 上 可 知 B*BM = MB*B， 这 样 MIB| = |BI 由 .， 取 B 的 极 分 解 
B=U|B|, 则 (8B(cf 十 |B|)-!)owo 随 e 一 0 而 强逼 近 U. 注意 到 


BlecT + |B) I'M = BM(cT+|BI) = NB(T + |B), 


取 极限 得 UM 二 NU， 于 是 限制 1 = (U : FN BP* 一 TE B) 是 西 算 子 使 
UM = NU. 


练习 17 取 可 道 有 模 算 于 晴 : 革 一 了 使 BM = NB, 则 ranB= 二 YE 有 8 
ran B* 二 了 . 据 练 习 16 知 JjM 和 六 西 等 价 
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练习 18 作 Hilbert 空间 怀 三 百 x 百 ,将 天上 线性 算 子 4 表示 成 2 阶 算 子 
值 矩阵 [Ai;]2x2, 其 中 i;; : 瑟 一 歼 都 是 线性 算 子 . 国 为 了 一 全 人 及 了 一 人 7 
都 是 正 算 子 ， 它 们 的 正平 方 根 存在 ， 作 有 界线 性 算 子 
jj | T VI-TT ] 
vi— 727*T 一 于 
算得 UU : 且 ' 一 日 ' 是 丁 算 子 有 日 ( 吾 ',U) 是 满足 要 求 的 次 膨胀 . 
练习 19 提示 : 对 于 整数 n, 命 HH = 吾 及 义 二 2(Z; 瑟 ). 这 即 
X= {Tn)nezln EL: zn E Hy; Yen)? < +o0}. 
néeEB 


将 X 上 有 界线 性 算 子 4 写成 分 块 阵 [4iy]i,yez 的 形式 . 命 


定名 


其 中 4 = vv 而 如 = 了 一 了 了. 这 得 所 要 求 的 将 膨胀 UU. 
练习 20 据 练习 19, 以 全 的 酉 膨胀 代替 了 后 可 设 也 是 本 算 子 ， 此 时 FT 是 
正规 算 子 ， 当 和 取 遍 了 的 谱 点 时 ， f( 和 ) 取 遍 f(T) 的 谱 点 ， 注 意 到 | = 1， 
我 们 有 |f( 和 J)| 二 1( 或 re 睛 A 袜 册 .这样 上 中 系 1 或 ?FT 兰 0 
练习 21 命 天 一 互 币 万 . 注意 到 0 所 44g&I 及 信之 44 命 
po | 4 VA-A ] 
(vA-A2 I-A. 
则 忆 是 满足 要 求 的 投影 算 子 ， | 
练习 22 提示 ; 在 直 交 分 解 久 = 豆 由 百 - 下 ， 万 有 分 块 阵 形式 [Biy|2x2. 
(地 (3): 因为 Bi = 4 且 Ba 二 0, 这 得 
ip) (AriA? Oj 
BrB = (人 z ). 
(2 全 (1 天 为 Bit = A 且 BButBiiBot = 4*A, 所 BM BE DB21 = 0. 
这 样 BB 是 4 的 延 拓 . 
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练习 23 可 没 dim 4 之 2. 视 民 为 4 的 子 集 ， 其 元 素 称 为 4 的 纯 量 元 . 

(1) 当 zz 是 4 中 非 纯 量 元 时 ， 有 实数 a 和 5 使 a2? < p 且 妇 +ar 十 一 0. 
为 此 注意 到 4 是 有 限 维 的 ， {z"jm = 0, 1,…. } 线性 相关 ， 可 取 实 系数 首 一 多 
项 式 书 使 P(z) = 0. 据 多 项 式 理论 敌 ，P 形 如 ]I(t+ci) 了 (t+ oyt+b;)， 

了 2 


Il(z + ci) I + or+b;)=0. 
i 了 


因为 x 十 ci 关 0 生 A 中 非 零 元 都 可 逆 ， 所 以 有 了 使 22 十 yz 十 by = 0. 
(2) 符号 同 (1), 命 y= 二 (4 二 22)/V48 一 0 中 , 则 奶 二 一 1. 于 是 在 dim 4 = 
2 时， 有 4 与 C 通过 c 十 d 忆 6 十 dy 一 1 同 构 . 
(3) 设 公 和 z 是 4 中 线性 无 关 的 非 纯 量 元 使 2 二 z2 二 一 1) 则 1,tz 线 
性 无 关 旦 有 实数 a 使 |a| <2 且 wz 十 Xt 二 4. 为 此 注意 到 (ux)z 二 一 人 从 而 
ux 非 纯 量 元 ， 据 (1) 知 有 实数 a 和 58 使 2 <<48 且 
(az)2 一 afuz) +b=0. (4) 
上 式 左 喘 记 为 z, 则 zuzz 十 buz = 二 0. 展开 左 式 得 
(5— 1){ar+t+ (+ 1)u)=0. 
因为 刀 关 一 1, 疡 以 az 十 (6 十 1)wu 关 0. 这 样 5= 1, 从 而 中 < 之 4 且 将 (41 左 
习 zu 后 得 uz 十 2U 二 a, 设 7,5,t 是 实数 使 71 十 弛 十 tz 二 0, 此 式 分 别 左 
习 福生 滋 女 得 Tu 一 8 十 twz 二 人 0 且 ?4 一 8 十 tru 二 0. 将 这 两 式 相 加 得 
274 一 28 十 ta 二 0. 因为 4 非 纯 晤 的 ， 所 以 7 = 0. 于 是 3 = tux. 将 此 式 右 乘 
得 sz 十 tt 二 0. 于 是 s = 二 t+ 二 0. 这 样 1,4,z 线性 无 关 . 


dr 十 27 —t+ 2 
司 (3), 命 = = 一 一， 
符号 同 (3), 命 必 i" A 则 


TUT—U=07 ur =aur -1= 
2 2 + dx? + 2a(ur + ru) 


站” 一 一 一 下 
4—a2 
2 + 4ur): — 2a(ur + ur) 
2” 一 一 一 一 一 一 -一 一 一 一 |， 
入 一 上 2 
— 二 2uUx 
UV 一 一 -一 = = vy, 
4—az 
一 和 全 十 2UTU 
Wu 一 一 一 一 4 一 一 让 训 ， 
4— a 
一 02 — dar — 2ar + 4rur 
VO 二 CO ww. 


4— a 
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因此 如 下 定义 的 $ : 卫 -* 4 是 单 同 态 使 人 一 七 
p{a + bi+ci+adk) 
=& + bu 二 Cv 二 dp 


其 中 a,8,c,6 是 实数 .可见 当 3 所 dim 所 4 时 ，44 与 鹉 同 梅 . 

如 果 dim 有 > 抽 据 (1) 和 (2) 知 4 (HH) 中 有 个 元 素 c 使 = 一 1. 
在 上 面 以 c 代替 x 可 得 单 同 态 幼 : 亚 一 A 使 功 人 外 = 二 4 了 Ec 在 也 ( 王 ) 中 . 命 
二 起 站) 且 w' 二 六 (0), 则 w' 不 在 和 了 I) 中; 知 则 ，w' == ao 在 HU) 中 ; 
耶 盾 . 同样 w' 不 在 9( 王 ) 中 

据 (3) 可 得 实数 a 和 已 使 wo 上 ou 一 a 且 mo 十 wm 一 于 是 


a'w = by — 2 
这 表明 w 在 此 再) 中， 矛盾 
练习 26 当 A4 一 Ao 时 , 可 设 有 4 < Ao|| 十 1. 作 紧 集 M = {z EC:|z|< 
上 Aol| 十 1}. 将 子 限制 在 MM 上 并 用 练习 25. 
88.4 无 界线 性 算 子 
练习 1 记 Y = 1%, 其 中 每 个 点 y 的 第 i 个 分 量 记 为 Piy. 命 Qi(z) 妇 ) = 
(z, 五 切 , 这 得 连续 映射 号 : 革 x 了 一 关 x 玉 使 
grA=/{Q7 (gr A = 1,.… ,n}. 
因为 .gr A 是 六 x 六 的 闭 集 ， 所 以 gr 4 是 匡 x 了 的 闭 集 . 


练习 2 提示 ; 用 Fourier 变换 F:L2(R")— LR"), 命 U= (agm; 则 
UAF* C (Ma)jjalgm. 因为 Mo 是 自 伴 算 子 ， 所 以 4 有 阅 扩 张 . 


练习 3 结论 源 自 不 等 式 ， BCB*CA*=ACB. 


练习 4 命 忆 X = (2,ei)ei 和 A; = 由 号 , 得-- 艇 相互 直 交 的 投影 算 子 PP : iE 
.了 和 一 能 相互 直 交 的 正规 算 子 A; :i EJ 使 


L= {zeHIY A < +o0}. 
iEJ 


据 定理 5 知 4 是 正规 算 子 使 4”7x = > 机 忆 .其 他 结论 易 证 明 . 
EJ 
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练习 5 三 个 条 件 依次 记 为 {1) 至 (3), 则 显然 (1) 地 (2). 
2) 地 (1): 因为 B = 和 J 一 4 是 身 定 闭 算 子 ， 所 以 B~! 是 可 视 为 及 至 玉 
的 闭 算 子 ， 据 闭 图 像 定理 知 晴 有 界 ， 因 此 入 是 4 的 正则 点 . 
由 (1) 令 (2) 得 (2) 全 (3). 
练习 6 提示 : (1) 源 自 retaz 一 Az, VV 一 1bx) = 0 与 色 股 定理 . 
(2) 4 一 上 = (4 一 aDnf6 一 V11)b, 以 (4 一 a1)/b 代替 A 后 可 设 
2 二 Vl 取 和 4 的 Cayley 变换 U, 则 ranU 二 ran(4 一 v 一 1 门 . 因为 4 是 
闭 算 子 ， 所 以 VU 有 闭 值 域 ， 此 即 A 一 VY 一 17 有 闭 值 域 . 
(3)4C4 表明 4 二 A™* 又 AY* 是 4 的 最 小 闭 扩张 . 
练习 7 当 AzT 二 0 时 , 取 yeEdomA 使 dy 二 x. 于 是 
(x, 2) = (7, AV) = (Ar,) = 0. 
这 样 > = 0, 因此 4 是 单 射 . 因为 了 = 4-19 当 目 仅 当 y 二 Ax, 所 以 
grA l= {(Az, 2)|z € dom A}. 


于 是 4~! 是 闭 算 子 ， 这 样 4-! 有 界 . 于 是 

dom 4-1 = dom(A-1)* 一 万 

(ATI)* 一 (A*)-! 2 A™L. 
从 而 4~! 是 自 伴 算 子 . 这 样 A 也 自 伴 . 
练习 8 (1) 注意 到 44+B= A(T+4-1B), 当 |B| < 4 直上 时 T+A-1B 
是 可 北 有 界线 性 算 子 ， 从 而 4 十 召 是 道 有 界 的 . 将 (T+ 4-1B)~! 表示 成 级 数 
> (- 44-1B)* 即 可 . 

[2 当 4 不 是 闭 算 子 时 ， 每 个 XT 一 4 不 是 闭 算 子 . 此 时 p( 4 = 名 而 
o(4) = C. 当 A 是 闭 算 子 时 ， 每 个 AT -~ 4 晨 闭 算 子 . 设 和 oT 一 A 逆 有 界 ， 
据 (1) 知 有 7>0 使 以 一 A0o| < 时， 和 一 迄 六 有 界 ， 这样 (4) 是 开 集 且 

MT 一 4= AT 一 4+(A 一 》o)T 
SO A = (AD -Xi 
下 一 * 


这 表明 (和) 是 全 纯 函 数 ， 
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(3) 命 (Tf 了)(z) = exp( 一 22)f(z 一 1), 得 单 的 线性 算 子 了 : L?2(RR) 一 


n—l 


52( 民 ) 使 了 Ti = 1. 归纳 可 得 (T”f)(7z) = exp( 一 2 (2 一 让 )f(z 一品 :四 


i 一 0 
为 , z 
区 (z— ?= nr 一 ma 一 Dr+ en 
i=1 
县 以 上 函数 在 z = (n 一 1)/2 处 取得 最 小 值 (一 1)n(5n 一 1)/12, 所 以 
Im = erp CY) 


这 样 了 的 谱 闭 径 (7] = 0, 从 而 oT = {0}. 因为 
J exp(—z2)f (2 -1)g(zjdaz = | f(z)exp(—(z + 1)2)9(z)dz, 
所 以 (T*g)(z) 二 exp( 一 (x 十 1)?)g(zx), 可 见 T+* 也 是 单线 性 算 子 ， 于 是 
ra5T = (ker T*)+ = [2(RY. 
可 见 工 "1: L2( 有 R) o 一 2(R) 是 笛 定 闭 算 子 且 0 是 其 正则 点 . 
命 4 二 了 :2{ 限 ) 一 72( 取 ), 则 dom4 = ranT. 设 入 天 0， 如 果 
A 一 Ag = 0, 则 Tg = g/ 和 .因为 1/ 和 不 是 工 的 谱 点 ， 所 以 g = 0， 这 样 
XT 一 A 是 单 射 . 任 取 了 E L? (及), 要 说 明 有 9g E (了 R) 使 和 Ag 一 49 一 六 此 
即 g = ATg 一 了 Tf. 命 Vg = 和 Tg 一 了 说明: 天 (要 一 2( 民 ) 有 不 动 点 
即 可 ， 归 纳 可 得 
Vg 一 Tng _ 条 ATITIF 
t=] 
lV"™g — Vhs & JT™|lg ~ Bllz. 
取 充 分 大 的 nt 使 人 AP | < 1, 从 而 VY? 是 压缩 观 射 ， 于 是 了 有 不 动 点 .可 


见 ， 和 IT 一 A 是 既 单 又 满 的 闭 算 子 ， 它 道 有 界 ， 
总 之 ， 所 有 复数 入 都 是 4 的 正则 点 ， 这样 4 无 溢 点 . 


练习 9 设 避 是 复数 使 ld 一 c| <|imcl. 若 Jer(4 一 2 站 与 (ker(4* 一 cI))+ 
有 个 非 堆 公共 向 量 z, 则 据 练 习 6 知 4 一 57 有 闭 值 城 . 于 是 
H=ker(A* — ch) @ran(A— 5l). 
由 此 可 取 ye domA 使 = (A 一 51)y. 由 (4A* 一 dD)zx 二 0 和 
((A* — aD)z,y) = (x, (A — dN)Y) 
={x, (A— tl)y+c- dy 
=||z| + (c— qd){z,y) 


